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Косой [1] называется набор непересекающих-
ся n  гладких кривых в трехмерном пространстве, 
монотонных относительно одной из координат, 
например, z . Предполагается, что координата z  
меняется на каждой кривой от 0 до 1. Коса опре-
деляет динамику набора точек на плоскости, 
то есть семейство n -элементных подмножеств 
плоскости, непрерывно зависящих от параме-
тра z : набор составляют точки косы с заданным 
значением координаты z . Выделяя некоторые 
конфигурации точек как особые, можно сопо-
ставить косе последовательность возникающих 
при изменении z  от 0 до 1 особенностей. Напри-
мер, называя особыми наборы точек, в которой 
есть пара точек с совпадающей координатой x , 
мы получим представление Артина группы кос 
[2]. Другое определение особых конфигураций 
приводит к так называемой нерейдемейстеров-
ской теории кос [3], примером которой является 
представление кос с помощью групп Gn

k  и Γn
k , 

введенных В.О. Мантуровым [4].

Например, объявляя особыми моменты, 
когда происходит перестройка комбинаторной 
структуры триангуляции Делоне [5] набора то-
чек, мы сопоставляем косе элемент группы Γn

4 . 
Основным соотношением в группе Γn

4  является 
пятичленное соотношение (рис. 2). Конструк-
ции, удовлетворяющие пятичленному соотно-
шению, такие как 6 j -символ [6], использова-
лись для построения инвариантов трехмерных 
многообразий [7, 8], узлов и зацеплений [9]. В 
работе [10] тождество Птолемея для вписанно-
го четырехугольника, также удовлетворяюще-
му пятичленному соотношению, легло в основу 
конструкции представления группы кос в группе 
автоморфизмов поля рациональных функций. 
Данное представление возникало в работе [11].

В настоящей статье мы обобщим конструк-
цию работы [10] и приведем другой нетривиаль-
ный пример представлений группы кос, индуци-
рованный пятичленным соотношением в теории 
спариваний [12], представляющей собой комби-
наторную технику для работы со скейн-модулем 
скобки Кауффмана [13].

Определение 1. Назовем структурой пентагона 
тройку Π = ( , ,{})X C ⋅ , где 

•	 X  – некоторое множество (называемое 
множеством цветов); 

•	 C X⊂ ×3  – подмножество (множество до-
пустимых комбинаций цветов), инвариантное 
относительно действия группы перестановок Σ3  
на X×3 ; 

•	 {} : 6⋅ →×X R  – функция (называемая  
6 j-символом), такая что 
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Пример 1 (Соотношение Птолемея). 
ΠPt Pt= ( , ,{} )3R R+ +

× ⋅ , где R+ +∞= (0, )  и 
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Соотношение ac bd ij+ =  из определения  
6 j-символа есть условие Птолемея вписанности 
четырехугольника со сторонами a b c d, , ,  и диа-
гоналями i j,  [14]. Соотношение 3 определения 
структуры пентагона описывает ситуацию впи-
санного пятиугольника со сторонами a b c d e, , , ,  и 
диагоналями i j k l m, , , , . 

Пример 2 (Теория спариваний). Фиксируем 
натуральное число r ≥ 3 . Рассмотрим тройку 
Πr r rC= ( {0}, ,{ } )N ∪ ⋅ , где Cr  состоит из троек не-
отрицательных целых чисел a b c, , , удовлетворяю-
щих следующим условиям: 

1.	 a b c+ +  четно; 
2.	 a b c+ ≥ , a c b+ ≥ , b c a+ ≥ ; 
3.	 a b c r+ + ≤ −2 4 , 

а числа 
a b i

c d j r


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 – это q j− 6 -символы, опре-

деленные в [12, proposition 11]. Согласно утвер-
ждениям [12, proposition 9] и [12, proposition 10], 
Πr  удовлетворяет условиям определения струк-
туры пентагона. 

Фиксируем структуру пентагона Π .  
Рассмотрим крашеную косу β . По определе-

нию [15] она является набором n  непересека-
ющихся нитей 

X t x t x t tn

n
( ) ( ) ( )( ) ∈ ( ) ∈ [ ]= , , , 0,1 ,1

2… R

где начальное и конечное положение точек со-
впадают: X X(0) = (1) . Предположим, что коса 
β  находится в общем положении. Это озна-
чает, что имеется лишь конечный набор зна-
чений 0 < < < < 11t tm� , такой что при t tk≠ ,  
k m= 1, ,… , никакие четыре точки множества 
X t( )  не лежат на одной окружности либо прямой 
в R2 , а каждое из множеств X tk( ) , k m= 1, ,…  со-
держит ровно одну четверку точек, лежащих на 
одной окружности (или прямой).

Для любого регулярного значения t tk≠  мно-
жество X t( )  задает единственную триангуляцию 
Делоне G t( )  [5]. Обозначим множество ребер 
триангуляции G t( )  через E G t( ( )) . Рассмотрим 
множество F tΠ( )  допустимых раскрасок, то есть 
отображений f E G t X: ( ( ))→ , таких что для лю-
бого треугольника с ребрами a b c, ,  выполнено 
условие ( ( ), ( ), ( ))f a f b f c C∈ . Обозначим через 
V tΠ( )  линейное пространство, свободно по-
рожденное множеством F tΠ( ) .

Рассмотрим особое значение tk , k m= 1, ,… .  
В момент tk  происходит перестройка три-
ангуляции (флип), см. рис. 1. Триангуля-
ции G tk( 0)−  и G tk( 0)+  различаются на 
одно ребро j E G t E G tk k= ( ( 0)) ( ( 0))− +\ ,  
i E G t E G tk k= ( ( 0)) ( ( 0))+ −\ . Пусть a b c d, , ,  – 
ребра, индидентные треугольникам, содер-
жащим ребра i  или j . Для любого элемента 
f F tk∈ −Π( 0) , рассматриваемого как базисный 

вектор в пространстве V tkΠ( 0)− , положим 

	 A t f
g a g b g i
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Рис. 1. Флип.
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Определим оператор 

	 A A t V X V X
k

m

m kΠ Πβ( ) ( ) ( )( ) → ( )( )∏ − += : 0 0
=1

1  (2)

как композицию операторов A tkΠ( ) .
Теорема 1. Оператор AΠ( )β  является инвариан-

том крашеных кос. 

Доказательство. Рассмотрим изотопию кра-
шеных кос βs , s ∈ [0,1] . Можно считать, что это 
изотопия общего положения. Иными слова-
ми, изотопия имеет конечное число значений 
0 < < < < < 11 2s s sp� , таких что коса βsl

l p,1≤ ≤ ,  
имеет единственное значение t* , при котором 
множество X tsl

( )*  содержит одну из следующих 
вырожденных конфигураций: 

1.	 пять точек, лежащих на одной окружности 
(или прямой); 

2.	две четверки точек, каждая из которых ле-
жит на одной окружности. Окружности для этих 
двух четверок различны; четверки могут иметь 
общие точки. 

В первом случае преобразования триангуля-
ций Делоне в окрестности вырожденной кон-
фигурации образуют пятиугольник (см. рис. 2). 
По определению оператора AΠ( )β  соотношение 
пятиугольника сводится к третьему тождеству в 
определении структуры пентагона Π . 

Второй случай приводит сводится к коммута-
ционному соотношению A A A A1 2 2 1= , в котором 
операторы A1 , A2  соответствуют флипам на за-
данных четверках точек. Так как ребра, меняю-
щиеся при разных флипах различны, а условие 
допустимости локально, то коммутационное со-
отношение выполнено по определению опера-
торов A1 , A2 . 

Таким образом, мы приходим к конструкции 
инварианта кос AΠ , обобщающему инвариант, 

рассмотренный в [3, section 16.6], где использо-
валось соотношение Птолемея.

Покажем, что построенный инвариант не-
тривиален для структуры пентагона Πr .

Пример 3. Рассмотрим конфигурацию точек 

P1 = (0,0) , P2 = (
1
3

,0) , P3 = (
2
3

,0) , P4 = (1,0) , 

P5 = (
1
2

,
3

2
)− , P6 = (

1
2

,
3

2
)− − . Рассмотрим кра-

шенные косы на трех нитях, задаваемые динами-
кой точек P P P1 2 3, ,  внутри треугольника P P P4 5 6 . 
Пусть крашенная коса β1  задается движением 
точки P2  вокруг P1  при неподвижных остальных 

точках: P t
t t

2( ) = (
3

,
10

)
cos sin , t ∈ [0,2 ]π ; а коса β2  за-

дается движением точки P3  вокруг P2 : 

P t
t t

3( ) = (
5

12 4
,

10
)+

cos sin , t ∈ [0,2 ]π . Для косы β1  про-

цессе движения возникает шесть различных три-
ангуляций Делоне (для косы β2  – 8 триангуляций). 
При r = 5  каждая триангуляция имеет 7520  допу-
стимых раскрасок. Операторы A iΠ5

( )β , i = 1,2 , дей-
ствующие в 7520 -мерном пространстве, не комму-
тируют (расчет в программе Mathematica дает 
оценку � �A A A AΠ Π Π Π5 1 5 2 5 2 5 1( ) ( ) ( ) ( ) 21.88β β β β− ≈ ). 
Таким образом, представление AΠ5

 некоммута-
тивно и нетривиально. В частности, инвариант 
AΠ5

 не сводится к индексам зацепления между ни-
тями крашенной косы. 
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