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1. ВВЕДЕНИЕ

Основной проблемой, связанной с моде-
лированием турбулентных течений на основе 
осредненных уравнений, является появление 
дополнительных переменных в виде пульсаци-
онных моментов [1]. В свою очередь их появле-
ние приводит к необходимости поиска тех или 
иных способов замыкания системы уравнений, 
состоящей из осредненных газодинамических 
параметров и пульсационных моментов.

Поясним суть возникающих трудностей на 
примере относительно простой пространствен-
но-двумерной задачи, описывающей течение 
слабо сжимаемого изотермического газа. Введем 
следующие обозначения: t  – время, x y��и  – про-
странственные координаты, ρ  – осредненное 
по времени значения плотности, u v�� �и — осред-
ненные значения скорости, соответственно в 
направлении оси Ox иOy��  , ∆u2  , ∆v2 , ∆ ∆u v  – 
осредненные пульсационные моменты.

Пренебрегая пульсациями плотности, выпи-
шем систему уравнений для указанных осред-
ненных переменных 
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где p  – давление, µ  – коэффициент вязкости.

Пульсационные моменты ��u2  и ��v2  мож-
но трактовать как малые добавки к давлению p,  
которые не оказывают существенного влияния 
на картину течения. Однако даже отбрасывая 
их, придем к системе, состоящей из трех уравне-
ний относительно четырех переменных ρ, ,� �u v  и 
∆ ∆u v  . Проблема замыкания полученной систе-
мы уравнений является основной при описании 
турбулентных течений.

Одним из способов замыкания является ис-
пользование гипотезы Буссинеска с введением 
модели турбулентной вязкости [1,5]
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представляющей пульсационный момент в виде, 
аналогичном естественной молекулярной вяз-
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кости. Для конструирования турбулентной вяз-
кости µт  существует большое количество мо-
делей, например [2-10], включая популярную и 
теоретически хорошо обоснованную K – ε  мо-
дель, основанную на классических работах А.Н. 
Колмогорова [10]

	 µ ρ
εµт = C
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	  (1.5)
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Обратим внимание на одну особенность 
K – ε  системы (1.6)–(1.7). В ней отсутствуют чле-
ны, большие по порядку величины, чем члены, 
пропорциональные предполагаемыми малыми 
величинам K т, , ,� � �� � . Этот факт используем в 
дальнейшем. Здесь K  – энергия турбулентных 
пульсаций, ε  – скорость диссипации турбулент-
ной энергии, C C Cµ 1 2  – настроечные параметры. 

К сожалению, каждая из большого списка 
моделей турбулентности включает настроечные 
коэффициенты и работает в достаточно узком 
диапазоне параметров течения и геометриче-
ских конфигураций обтекаемых тел. Поэтому 
попытки построения новых моделей, позволя-
ющих построить замкнутую систему, активно 
продолжаются и в настоящее время.

В данной работе, опираясь на ранее пред-
ложенную квазигидродинамическую систему 
уравнений (КГД) и в первую очередь на способ 
ее вывода из балансного кинетического уравне-
ния [11], выведены дополнительные уравнения 
относительно перекрестных пульсационных 
моментов �� �u ui k . Эти уравнения в сочетании с 
осредненными газодинамическими уравнения-
ми позволяют построить замкнутую систему. К 
ее выводу приступим в следующем параграфе.

2. ТУРБУЛЕНТНАЯ ВЯЗКОСТЬ  
И ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Вначале напомним способ вывода КГУ си-
стемы уравнений [11], которая может быть полу-
чена из балансного кинетического уравнения
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Здесь f t xj j+ +( )1 1, ,ξ  – функция распределения 
на момент времени t tj j+ = +1 τ  , f j

0  – локально 
максвелловская функция на момент времени t j
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ξ  – скорость молекулы, R  – газовая постоян-
ная, τ  – характерное время между столкновени-
ями молекул.

КГД система получается путем интегрирова-
ния балансного уравнения (2.1), умноженного 
на сумматорные инварианты, по всем скоростям 
ξ ξ, ,� i ∈ −∞∞[ ]. Характерное время τ  выбирается 
в соответствии с элементарной кинетической те-
орией [12]
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Полученная таким образом КГУ система от-
личается от соответствующих уравнений Навье–
Стокса на члены второго порядка малости по 
числу Кнудсена ( Kn . Это подтверждается как те-
оретическим анализом [11, 13–14], так и много-
численными численными расчетами. Близость 
КГД-системы и уравнений Навье–Стокса дает 
возможность использовать для нахождения га-
зодинамических параметров классические урав-
нения для моделирования вязкого газа – нашем 
случае, уравнения (1.1)–(1.3).

Дополнительное уравнение для пульсацион-
ного момента �� �u ui k � получим с помощью сле-
дующей последовательности действий. Вначале 
умножим балансное уравнение (2.1) на ξ ξx y  и 
проинтегрируем по всем скоростям молекул. Из 
полученного в результате такой процедуры урав-
нения вычтем умноженное на v  уравнение (1.2) 
и умноженное на u  уравнение (1.3).

При этом возникает вопрос о выборе значе-
ния τ , которое в отличие от характерного време-
ни столкновения молекул должно тем или иным 
образом быть связанным с временем индивиду-
ального существования турбулентных структур 
различных масштабов [1].

Кроме того, необходимо определить вид 
функции � f j+1  в уравнении (2.1). Эта проблема 
не возникала при получении КГУ системы, когда 
уравнение (2.1) умножалось на сумматорные ин-

варианты � �
�

= 1
2

2

, ,� �  . При этом вне зависимости  

от вида f j+1  результатом интегрирования 
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∫ ( ) = ∫ ( )+ +f d f dj j1
0

1� � � � � �  было значение газо-
динамических переменных на новом слое по 
времени.

Вначале определим турбулентную вязкость и 
связанное с ней турбулентное время τт . Выбе-
рем турбулентную вязкость в виде

	 µ
ρ

т = ∂
∂
+
∂
∂













∆ ∆u v

u
y

v
x

	 (2.4)

где ∂
∂
+
∂
∂













u
y

v
x

 – модуль характерного значения 

величины ∂
∂
+
∂
∂









u
y

v
x

. 

Понятие характерного значения не определе-
но однозначно и является оценочной величи-
ной. Например, в рассматриваемом ниже при-
мере о турбулентном слое смешения в качестве 
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где в качестве u1  и u0  выбирались скорости не-
возмущенных слоев, а L  – характерная толщи-
на слоя смешения. Как показали расчеты, вари-
ация величины (2.5) в широком диапазоне более 
чем на порядок практически не сказывается на 
значениях осредненной скорости u . Ниже бу-
дет показано, что при изменении это величины 
примерно во столько же раз изменяется величи-
на �� �u v .

В том же виде, аналогичном (2.3), выражалось 
τм  при получении КГД аналога для уравнения, 
описывающего поведение вектора напряженно-
сти магнитного поля в [15–16]. При этом τм  
определялось как отношение магнитной вязко-
сти γ и суммы газокинетического P  и магнитно-

го давления B2

8π .
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По аналогии с (2.3) и (2.6) выберем τт  в виде

	 τ
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т
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Обратимся теперь к выбору функции f j+1 , а 
точнее к получению ее момента ∫ +f c c dj

i k
1 ξ .

После интегрирования балансного урав-
нения (2.1) с весом ξ ξi k  представим величину 
∫ +f dj

i k
1ξ ξ ξ  в виде
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где

	 c ui i i= −ξ � 	 (2.9)

тепловая компонента �ui  – осредненные значе-
ния скорости, а �ui  – актуальное значение ма-
кроскопической скорости.

	 �u u ui i i= + ∆ 	 (2.10)

�f j+1  – представляет из себя ту часть функции 
f j+1 , которая не обращается в 0 при интегриро-

вании с весом c ci k .

В свою очередь представим �f j+1  в виде сум-
мы двух функций
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где tгаз  – характерное газодинамическое время, 
которое выбирается в виде
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Определим вид функции �f j+1 � и ее зависимо-
сти от газодинамических параметров вначале, 
учитывая, что в основе вывода балансного урав-
нения (2.1) лежит предположение о бесстолкно-
вительном разлете, положим, что �f j+1  зависит 
от значения газодинамических параметров с 
предыдущего шага по времени t t j= .

Вблизи состояния локального термодина-
мического равновесия функция распределения 
представляется в виде
	 f f fNS= +0 τ 	 (2.13)
где fNS  – навье-стоксовская функция распреде-
ления, являющаяся результатом разложения в 
ряд по малому параметру решения уравнения 
Больцмана с помощью процедуры Чепмена–
Энскога [12, 17–18]. По аналогии с fNS  предста-
вим интересующий нас момент � �т x

j
y
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В свою очередь представим
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Моменты всех членов, стоящих в правой ча-
сти (2.15) кроме первого обратятся в ноль. По-
этому 
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Коэффициент пропорциональности h , стоя-
щий в правой части (2.16), выберем из следую-
щих соображений. В уравнении для �� �u v , ко-
торое будет получено в п. 3 путем комбинации 
результата интегрирования балансного уравне-
ния (2.1) с весом ξ ξx y  и умноженного соответ-
ственно на v  уравнения (1.2) и на �u  уравнения 
(1.3), так же, как и в K – ε  модели должны отсут-
ствовать члены по порядку величины большие, 
чем 0 τ τ ρ, ,� �т ∆ ∆u v( ) .

Определим теперь функцию f2 . Учитывая 
определение (2.7) для τт  и турбулентной вязко-
сти (2.4) получим
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 в уравнении, описывающем 

изменение �� �u v  по времени. Этому условию 
будет удовлетворять функция f2  
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дет находиться член 
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По своей структуре (2.19) соответствует ком-
поненте Pxy  – тензора вязких напряжений, де-
ленной на τ , где вместо газокинетического дав-

ления ρc2  выступает величина �� �u v . Учитывая 
эту аналогию, выберем 
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Пульсационный момент �� �u v  имеет проти-

воположный знак с µт
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. Это определяет 

отрицательный знак в правой части (2.20).

Определив таким образом величину 
∫ +f c c dj

x y
1 ξ , приступим к выводу уравнения для 

пульсационного момента �� �u v .

3. УРАВНЕНИЕ  
ДЛЯ ПУЛЬСАЦИОННОГО МОМЕНТА

Умножим функцию распределения f j+1 , ко-
торую определили в п.2, на ξ ξx y  и проинтегри-
руем по пространству скоростей
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Учитывая (3.1), проинтегрируем по скоро-
стям балансное уравнение (2.1)
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Осредним уравнение (3/2) по времени. Учи-
тывая сделанное в п. 1 замечание, пренебрежем 
членами, пропорциональными ��u 2  и ��v 2 , а 
также пульсационным моментам третьего по-
рядка. При этом получим
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Чтобы получить уравнение, описывающее 
изменение �� �u v � по времени, вычтем из (3.3) 
уравнение (1.2), умноженное на v , и уравнение 
(1.3), умноженное на u . В результате получим
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4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ
На первый взгляд, наличие члена 
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нову конструирования функции f j+1 , предполо-
жению об отсутствии в уравнении (3.4) членов по 
порядку величины больших �� �u v , µ  и µт. Тем 
не менее, учитывая предположение о слабой 
сжимаемости среды, величину
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можно также считать малой.
Кроме того, как показывает опыт расчетов, 
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лирования. Их для удобства численного решения 
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Обратимся к выбору µт . Согласно (6.2) в нее 
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определяется в каждом конкретном случае рас-
сматриваемой задачи.

Например, в рассматриваемом в п.  5 случае 
моделирования слоя смешения величина µт  вы-
бирается в виде
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где u иu1 0�  – скорости слоев, а L  – характерная 
толщина слоя смешения.

Как показал опыт расчетов, варьирование ве-
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 более чем на порядок практиче-

ски не влияет на значение осредненной скоро-
сти u  поскольку из уравнения (4.3) следует, что 
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Для решения упрощенного варианта уравне-
ния (3.4), без вторых производных по времени 
и смешанных пространственных производных, 
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Для аппроксимации пространственных про-
изводных в (4.3) можно выбрать различные алго-
ритмы, применяемые для решения задач гидро- 
и газовой динамики. 

Величина µт  определяется из (4.2) со значе-
нием модуля пульсационного момента из реше-
ния (3.4). Значения скоростей u  и v  затем опре-
деляются соответственно из 
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Сделаем замечание относительно коэффици-
ента µ µ+ т  в уравнении (4.3). Добавка к турбу-
лентной вязкости вязкости молекулярной свя-
зана с тем, что время τт, входящее в балансное 
уравнение (2.1), даже при отсутствии турбулент-
ных пульсаций не может быть меньше характер-
ного времени между столкновениями молекул. 

Таким образом выведена замкнутая систе-
ма уравнений (1.1)–(1.3) и (4.4)–(4.5) для моде-
лирования двумерных турбулентных течений в 
слабо сжимаемом газе и жидкости. 

5. ПРИМЕР РАСЧЕТА
В качестве примера расчета выбрана про-

странственно-двумерная задача о слое смеше-
ния. Расчетная область: 0 < x < 2, –0.25 < y < 0.25. 
Начальные скорости слоев u = � �0 7.  при y > 0.7 при 
y > 0. и = 0.35 при y < 0. Молекулярная вязкость 
определялась по заданному числу Рейнольдса 
Re = 5 * 104. Результаты расчетов сравнивались 
как с данными, полученными при использо-
вании уравнений Навье–Стокса (ламинарный 
режим), так и со ставшими классическими рас-
четами, использующими турбулентную модель 
Спаларта–Аллмареса [2]. При использовании 
уравнений Навье–Стокса получается нестаци-
онарное решение, соответствующее неустойчи-
вости слоя смешения – рис. 1.

В результате расчета уравнений представлен-
ной модели и уравнений Рейнольдса с моделью 
Спаларта–Аллмареса получается стационарное 
решение – рис. 2. Наблюдается, практически, 
линейный рост ширины области смешения.

Близость решений представленной модели и 
уравнений Рейнольдса с моделью Спаларта–Ал-
лмареса демонстрирует распределение скорости 
в сечении x = 1.5 – рис. 3

Кривая, отвечающая решению уравнений На-
вье–Стокса, соответствует моменту времени t = t1 
(рис. 1 слева), когда возмущения скорости еще не 
распространились до сечения x = 1.5. Дополни-
тельным свидетельством близости решений 
представленной модели и уравнений Рейнольдса 
с моделью Спаларта–Аллмареса является распре

деление величины ∂
∂

u
y

 в том же сечении – рис. 4.

Рис. 1. Нестационарное решение уравнений Навье–Стокса. Мгновенные распределения скорости.

Рис. 2. Стационарное решение уравнений Рейнольдса.  
Распределение скорости.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты внушают определен-
ный оптимизм в использовании предложенной 
кинетической модели. Однако полноправное 
включение ее в ряд используемых моделей для 
описания турбулентности течений требует до-
полнительных исследований. В частности, пла-
нируется в дальнейшем расширить круг моде-
лируемых задач, обобщить данную модель на 
случай сжимаемого газа и пространственной 
3D-геометрии. Предполагается также в рамках 
предложенной методологии получить дополни-
тельные уравнения для моментов ��u2  и ��v2 , 
которые важны для нахождения кинетической 
энергии турбулентности.
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DESCRIPTION OF TURBULENT FLOWS USING A KINETIC MODEL
Academician of the RAS  B. N. Chetverushkina, *,  А. Е. Lutskya, **,  Е. V. Shilnikova, ***
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In this paper, a closed system of equations for describing turbulent flows is obtained. Additional equations for 
cross pulsation moments are derived on the basis of a balanced kinetic equation, with the help of which a quasi 
gas-dynamic system of equations was previously obtained. The results of the calculation of the spatially two-
dimensional problem of the mixing layer of two streams are presented.

Keywords: quasi gas-dynamic system of equations, turbulent flow, closure of the averaged equations system


