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ВВЕДЕНИЕ

Основное внимание в статье уделено постро-
ению обобщенного решения следующей задачи: 
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где коэффициенты a b ii i, , = 1,2,  – произволь-
ные комплексные числа, а комплекснозначная 
функция f x t L QT( , ) ( ),∈  суммируемая функция, 
Q x t x t T TT = {( , ) : (0,1), (0, )}, > 0∈ ∈  – произ-
вольно зафиксированное число. Будем называть 
функцию f x t( , )  локально суммируемой в полу-
полосе Q .

Далее будет указано, как построить обобщен-
ное решение более общей задачи 
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где q f, ,ϕ – комплекснозначные функции, f x t( , ) –  
локально суммируемая в полуполосе Q  функ-
ция, ϕ( ) (0,1),x L∈  суммируемая функция, q x t( , )  
такова, что найдется функция q x L0( ) (0,1),∈  так 
что справедливо | ( , ) | ( )0q x t q x�  для ( , ) ,x t Q∈  и 
функция q x t u x t L QT( , ) ( , ) ( )∈  для любого T > 0 .

Отметим, что задача (4)–(6) при f x t( , ) = 0  
и потенциале q  не зависящем от t , была ис-
следована в работе [1]. Найдены необходимые 
и достаточные условия существования сильно-
го решения задачи. Применен метод А.П. Хро-
мова, основаннный на использовании подхода 
А.Н. Крылова для ускорения сходимости рядов 
Фурье и на идее Л. Эйлера по работе с расхо-
дящимися рядами. Для исследования неодно-
родной задачи (1)–(3) этот метод применить не 
удается. Будет использована другая схема, пред-
ложенная В.В. Корневым и А.П. Хромовым.

1.	Задаче (1), (2) поставим в соответствие 
дифференциальный оператор L , действующий 
в пространстве L2(0,1) : 
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где U j  – краевые формы (2). Обозначим через 
Rλ  резольвенту оператора L,  R L Eλ λ= ( ) ,1− −  
λ  – спектральный параметр, E  – единичный 
оператор.

Краевые условия (2) являются регулярны-
ми по Биркгофу и даже усиленно регулярными 
([2], с. 72–73). Отметим, что результаты данной 
статьи для задачи (1)–(3) остаются верными и в 
случае любых двухточечных регулярных краевых 
условий. Изменится только способ продолже-
ния функции f x t( , )  по переменной x  с отрезка 
[0,1]  на всю прямую.

Выпишем формальный ряд из метода Фурье, 
отвечающий задаче (1)–(3) (см. [3]): 
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Здесь R f� �( (, ))⋅  означает, что оператор Rλ  
применяется к функции f x( , )τ  по переменной 
x  (τ  – параметр), � �= ,2  Reρ�0, γn  – образ в 
λ –плоскости окружности �� � � � �n n= { :| |= },−  
число δ > 0  и достаточно мало, число r > 0  до-
статочно велико и зафиксировано, n0  – такой 
номер, что при n n� 0  внутри γn  находится по од-
ному собственному значению оператора L  и все 
контуры γn  при n n� 0  находятся вне круга ради-
уса | |= ,λ r  а остальные собственные значения – 
внутри этого круга.

Для вывода формулы (8) использован резо-
львентный подход, связанный с методом Коши–
Пуанкаре контурного интегрирования резо-
львенты по спектральному параметру. Он имеет 
преимущество по сравнению с традиционным 
методом разделения переменных, поскольку не 
требует ни уточнения асимптотики собственных 
значений, ни информации о кратности спектра 
или о наличии присоединенных функций. Вид 
контуров интегрирования в формуле (8) может 
быть и иным. Главное здесь, что все собственные 
значения оператора (7) находятся в объединении 
областей, охватываемых этими контурами.

Решение задачи (1)–(3) называем сильным, 
если оно удовлетворяет условиям (2), (3) в обыч-
ном смысле, а уравнению (1) – почти всюду в 
области Q .

Теорема 1 ([3], теорема 1). Если u x t( , )  – сильное 
решение задачи (1)–(3), причем дополнительно вы-
полняется условие единственности u x t L Qtt T( , ) ( )∈  
при любом T > 0,  то оно единственно и находится 
по формуле (8), в которой ряд справа при любом за-
фиксированном t�0  сходится абсолютно и равно-
мерно по x ∈ [0,1] .

Теорема 1 говорит о том, что формальный ряд 
(8) и смешанная задача (1)–(3) тесно связаны. 
Расширим понятие этой связи.

Правая часть равенства (8) имеет смысл для 
любой функции f x t L QT( , ) ( )∈  при любых T > 0.  
В этом случае будем говорить, что выражение (8) 
также является формальным решением смешан-
ной задачи (1)–(3), понимаемой чисто формаль-
но. Будем называть ее в дальнейшем обобщенной 
смешанной задачей.

Таким образом, мы сначала определяем фор-
мальное решение (8), которое теперь выглядит 
как реальный объект (несмотря на то, что ряд (8),  
вообще говоря, расходящийся), и заключаем, 
что он соответствует новой смешанной задаче 
(обобщенной) (1)–(3). То есть и здесь мы уста-
навливаем связь смешанной задачи с рядом (8).

Наша цель: доказать, что для всех значений 
( , )x t Q∈  ряд (8) сходится для любой функции 
f x t( , )  из указанного класса. Этот ряд мы и на-

зовем обобщенным решением (обобщенной) сме-
шанной задачи (1)–(3). Найдем сумму этого 
ряда, эта сумма связана с функцией �f x t( , ) , яв-
ляющейся продолжением функции f x t( , )  по 
переменной x  с отрезка [0,1]  на всю числовую 
прямую x ∈ R  при каждом зафиксированном 
значении t > 0 .

Для того чтобы выяснить, какой вид имеет 
сумма ряда (8), заметим следующее: 
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t
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аксиому для расходящихся рядов [1] ∫∑ ∑∫= ,  
где ∫  – определенный интеграл, тогда ряд (8) 
можно записать следующим образом: 
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где Z x f0( , , ( , ))� �⋅  – формальное решение зада-
чи (4)–(6) в случае однородного уравнения (4), 
нулевого потенциала и с начальной функцией 
� �( ) = ( , )x f x , τ  – параметр. За сумму ряда Z0  
примем следующее выражение [1]: 

	 Z x f f x f x0 , , , =
1
2

, , ,� � � � � �⋅( )( ) +( ) + −( )





� �  (9)

где �f ( , )� �  есть продолжение по η  функции f ( , )� �  
с отрезка [0,1]  на всю прямую. Тогда имеем 
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сделав замены переменных, получаем 
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Теперь правая часть равенства (10) определе-
на при всех ( , ) ( , ) [0, )x t ∈ −∞ ∞ × ∞ .

Припишем сумму (10), вообще говоря, расхо-
дящемуся ряду (8). Ниже мы докажем, что если 
функция f x t( , )  достаточно гладкая, то ряд (8) 
есть сильное решение задачи (1)–(3).

2.	Построим продолжение �f x t( , )  функции 
f x t( , ) , используя краевые условия (2). Всюду при 

этом t , а затем τ  рассматриваются как параметр.

Пусть �f x t C( , ) ( )1∈ R  по переменной x . Под-
ставим функцию (9) в краевые условия (2), заме-
нив переменную η  на t . Имеем 
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Здесь имеется в виду производная 
� �′ ′f x f yx x( ( ), ) = ( , ),ψ τ τ  где y x= ( ).ψ  Заменим пе-

ременную t  на x,  умножим равенство на 2: 
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Аналогично из второго условия (2) U u2( ) = 0  
получаем 
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	 �f x f x x, = , , 0,1 .τ τ( ) ( ) ∈ [ ] 	 (13)

Отметим, что в равенствах (11), (12) перемен-
ная x ∈ ∞[0, ) .

Рассмотрим систему (11)–(13).

 Лемма 1. Имеет место следующее равенство: 
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где M  – матрица, M
a b

a b
= 1 1

2 2− −









.

Рассмотрим равенство (14), считая что 
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при x ∈ [0,1] , f x( , )τ  – произвольная функция из 
класса L QT( )  для каждого T > 0 . Тогда формула 
(14) дает однозначное продолжение �f x( , )τ  про-
извольной функции f x L QT( , ) ( )τ ∈  для любого 
T > 0  на всю числовую ось ( , )−∞ ∞  при каждом 
τ�0. Очевидно, �f x t L oc( , ) ( [0, )).∈ × ∞l R

3.	Обозначим через C QU
2 ( )  множество функ-

ций f x t( , ),  ( , ) ,x t Q∈  дважды непрерывно диф-
ференцируемых в полуполосе Q  и удовлетворя-
ющих краевым условиям (2): U fj ( ) = 0,  j = 1,2,  
t�0.

Теорема 2. Если функция f x t C QU( , ) ( ),2∈  то 
функция (10) u x t( , ),  x ∈ [0,1],  t�0,  является 
сильным решением задачи (1)–(3) с условием един-
ственности u x t L Qtt T( , ) ( )∈  для любого T > 0.

Следствие из теоремы 2. Если функция 
f x t C QU( , ) ( ),2∈  то ряд (8) при всех ( , )x t Q∈  сходит-

ся к функции u x t( , ), определяемой формулой (10).
Замечание. Если f x t( , )  – локально сумми-

руемая функция в полуполосе Q,  то формула 
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(10) определяет непрерывную функцию u x t( , ),  
x ∈ [0,1],  t�0.

Теорема 3. Пусть функция f x t( , )  является 
локально суммируемой в полуполосе Q,  u x t( , )  – 
функция, определяемая формулой (10). Тогда ряд 
(8) есть ряд Фурье функции u t(, )⋅  при любом t�0.

Установим еще одно свойство функции (10) 
u x t( , ).

Теорема 4. Пусть функция f x t( , )  – локаль-
но суммируемая в полуполосе Q.  Тогда при любом 
зафиксированном значении переменной t  функция 
u x t( , )  – функция (10), имеет ограниченную вари-
ацию при x ∈ [0,1].

Теорема 5. Пусть функция f x t( , )  – локально 
суммируема в полуполосе Q.  Тогда при любом за-
фиксированном числе t�0  ряд (8) сходится к функ-
ции u x t( , ),  определяемой формулой (10), равномерно 
по x  на любом отрезке [ , ] (0,1).a b ⊂  При этом на 
всем отрезке [0,1]  имеет место следующая оценка 
скорости сходимости ряда (8) к функции (10): 

S x t d f d
c

n
n

t

x t

x t

L

,
1
2

, ,
0 2 0,1

1( )− ( ) ≤∫ ∫
− +

+ −

( )

� � � �
�

�
�

где через S x tn( , )  обозначена n –я частичная сумма 
ряда (8).

Утверждение теоремы о равномерной сходи-
мости ряда (8) следует из теорем 3, 4, признака 
Жордана сходимости тригонометрического ряда 
Фурье [4, с. 121] и теоремы равносходимости  
Стоуна [5]. Оценка (43) получена из теоремы о 
скорости равносходимости спектральных раз-
ложений и тригонометрического ряда Фурье 
[6, 7, с. 23].

4.	Для построения обобщенного решения 
смешанной задачи (4)–(6) воспользуемся одним 
из двух методов, предложенных А.П. Хромо-
вым,  – секвенциальным или аксиоматическим 
методами (см., например, [8]). Обобщенное ре-
шение получается в виде быстро сходящегося 
функционального ряда – обобщенная формула 
Даламбера. Сформулируем соответствующее 
утверждение.

Теорема 6. Пусть для задачи (4)–(6) выполня-
ются следующие условия: функции ϕ( ) (0,1),x L∈  
f x t L QT( , ) ( )∈  для любого T > 0,  функция q x t( , )  

такова, что найдется функция q x L0( ) (0,1),∈  
так что справедливо | ( , ) | ( )0q x t q x�  для ( , ) ,x t Q∈  
и функция q x t u x t L QT( , ) ( , ) ( )∈  для любого T > 0.  

Тогда задача (4)–(6) имеет обобщенное решение, 
которое представляется формулами 

u x t a x t d f d
n

n

t

x t

x t

, = ,
1
2

, ,
=0 0

( ) ( ) + ( )
∞

− +

+ −

∑ ∫ ∫� � � �
�

�
�

a x t x t x t

a x t d fn

t

x t

x t

0

0

, =
1
2

,

, =
1
2

( ) +( ) + −( )





( ) ∫ ∫
− +

+ −

� �

�

� �

�
�

�

nn d n− ( ) ≥1 , , 1,� � �

где функция �f f q an n n( , ) = ( , ) = ( , ) ( , )� � � � � � � �−  
при η ∈ [0,1],  n�0, при каждом τ,  далее функция 
fn( , )� �  продолжается по переменной η  на всю 

числовую прямую с использованием формулы (14), 
как это было сделано для функции f ( , ).� �

Отметим, что аналогичный подход для 
построения обобщенного решения смешанной 
задачи для волнового уравнения со смешанной 
производной применен в работе [9] В.С. Рыхлова.

Другой подход к исследованию смешанных 
задач для гиперболических уравнений получил 
развитие в работах Ф.Е. Ломовцева, см. [11].

Метод Фурье для построения другого типа 
обобщенного решения смешанной задачи для 
гиперболического уравнения второго порядка 
использован в книге [11, с. 492]. Решение постро-
ено в предположении, что правая часть уравне-
ния, функция f x t L l( , ) (0, )2∈  по переменной x  
при каждом t�0  и непрерывна в пространстве 
L l2(0, )  по t  на полупрямой [0, ).∞
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GENERALIZED SOLUTION OF A MIXED PROBLEM FOR A WAVE 
EQUATION WITH A NON-SMOOTH RIGHT-HAND SIDE

I. S. Lomova,*
Presented by Academician of the RAS I.A. Sokolov

aLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

Under minimal conditions on the right side of the wave equation, a generalized solution of the mixed problem 
is constructed. The solution is presented as a series from the Fourier method, its sum is found. The form of a 
generalized solution of a mixed problem for an inhomogeneous telegraphic equation is given. 

Keywords: wave equation, telegraphic equation, Fourier method, Cauchy–Poincare method 


