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Ω  – непустое ограниченное открытое множество в n  n ≥( )2 , p > 1  и ϕ ψ, :�Ω →   –  
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слабая сходимость в W p
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гичного вариационного неравенства с оператором   и множеством ограничений V .  Принципиаль-
ное отличие рассмотренного случая от ранее исследованного случая, в котором meas ϕ ψ={ } = 0,  
состоит в том, что, вообще говоря, функционалы s su  не сходятся к u  даже слабо в W p− ′ ( )1, Ω  и 
интегралы энергии s s su u,  не сходятся к u u, .
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1. ВВЕДЕНИЕ

В интенсивно развивающейся теории усред-
нения краевых задач для дифференциальных 
операторов в частных производных важную роль 
играют понятия G-сходимости и сильной G-схо-
димости операторов (см., например, [1–5]). 
Прежде всего это связано с тем, что G-сходи-
мость операторов обеспечивает слабую сходи-
мость решений соответствующих операторных 
уравнений. Вместе с тем существенный интерес 
представляет приложение G-сходимости и силь-
ной G-сходимости операторов к исследованию 
сходимости решений вариационных неравенств. 
Одному из таких приложений, причем в прин-

ципиально новом случае, и посвящена настоя-
щая статья. 

В ней рассматриваются обратимые операто-
ры s

p pW W s: , ,, ,� �0
1 1Ω Ω( ) → ( ) ∈− ′   дивергентно-

го вида и множество V v W vp= ∈ ( ) ≤ ≤{ :,
0
1 Ω � �ϕ ψ

п.в. в Ω},  где Ω  ‒ непустое ограниченное откры-
тое множество в n  n ≥( )2 , p > 1  и ϕ ψ, :�Ω →   ‒  
измеримые функции. В предположении, что после-
довательность s{ } G-сходится к обратимому опе-
ратору A �: , ,W Wp p

0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′ , int ϕ ψ={ } ≠ ∅,  

meas ∂ ={ } ∩( ) =ϕ ψ Ω 0  и существуют функции 
ϕ ψ, ,∈ ( )W p

0
1 Ω , такие, что ϕ ϕ ψ ψ≤ ≤ ≤  п.в. в 

Ω  и meas ϕ ψ ϕ ψ≠{ } ≠{ }( ) =\ ,0  устанавли-
вается слабая сходимость в W p

0
1, Ω( )  решений 

вариационных неравенств с операторами s  и 
множеством ограничений V  к решению анало-
гичного вариационного неравенства с операто-
ром   и тем же множеством ограничений V . 

Отметим две предшествующие работы, наи-
более близкие к теме нашего исследования. В 
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работе [6] было показано, что из сильной G-схо-
димости последовательности линейных непре-
рывных операторов A W Ws : , ,� 0

1 2 1 2Ω Ω( ) → ( )−  
дивергентного вида к аналогичному операто-
ру A W W: , ,� 0

1 2 1 2Ω Ω( ) → ( )−  следует слабая схо-
димость решений вариационных неравенств 
с операторами As  и множеством ограничений 
K v Wψ ψ1 2 0

1 2, { :,( ) = ∈ ( )Ω  ψ ψ1 2≤ ≤v  п.в. в Ω}  к 
решению соответствующего вариационного не-
равенства с оператором A  и тем же множеством 
ограничений. При этом предполагалось, что 
ψ ψ1 2

2, � ∈ ( )L Ω  и для любого непустого открыто-
го множества w  в n  с ω ⊂ Ω  существуют чис-
ло δω > 0  и функции ψ ψω ω

1 2 0
1 2, ,∈ ( )W Ω , такие, 

что ψ ψ ψ ψω ω
1 1 2 2≤ ≤ ≤  в Ω  и ψ ψ δω ω ω

2 1− ≥  в w.  
Вариационные неравенства с теми же операто-
рами и множеством ограничений того же вида, 
что и в настоящей работе, изучались в статье [7], 
где также предполагалось, что рассматриваемые 
операторы G-сходятся к обратимому оператору, 
действующему из W p

0
1, Ω( )  в W p− ′ ( )1, Ω . Одна-

ко в силу условий на ограничения j  и y  в [7] 
мера множества ϕ ψ={ }  равна нулю, тогда как 
в настоящей работе мера того же множества не 
равна нулю и, таким образом, мы имеем дело с 
принципиально новым случаем. Попутно заме-
тим, что условия на ограничения j  и y  в [7] су-
щественно слабее условий на соответствующие 
ограничения в [6]. 

Упомянем несколько других работ, в кото-
рых изучались близкие задачи. Так, в работах 
[8, 9] установлена слабая сходимость решений 
нелинейных вариационных неравенств с пе-
ременными односторонними ограничениями 
в предположении G-сходимости (или сильной 
G-сходимости) соответствующих операторов и 
сходимости по Моско соответствующих мно-
жеств ограничений. В статьях [5, 10] доказана 
слабая сходимость решений вариационных не-
равенств с G-сходящимися нелинейными эл-
липтическими операторами и переменными ре-
гулярными односторонними и двусторонними 
ограничениями в переменных областях.

2. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть Ω  ‒ непустое ограниченное открытое 
множество в n  n ≥( )2 ,  и пусть p > 1 . Положим 
′ = −( )p p p/ 1 .

О п р е д е л е н и е  1. Для любого s Î   пусть 
A W Ws

p p: , ,
0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  ‒ обратимый опера-

тор, и пусть A W Wp p: , ,� 0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  ‒ обрати-

мый оператор. Будем говорить, что последова-
тельность As{ }  G-сходится к оператору A , если 
для любого f W p∈ ( )− ′1, Ω  имеем A f A fs

− −→1 1
 

слабо в W p
0
1, Ω( ) .

Это определение является частным случаем 
общего определения G-сходимости абстрактных 
операторов (см., например, [2, 3]).

Далее, пусть 0 1< ≤ { }′p p pmin , , p p2 2≥ { }max , , 
и пусть c c1 2 0, > . Кроме того, пусть h L∈ ( )1 Ω � ‒ не-
отрицательная функция, и пусть h h Lp

1 2, ∈ ( )Ω � ‒  
положительные функции. Для любых s Î    
и i n∈ { }1,...,� � � �  пусть ai

s n( ) × →:� Ω    ‒ функция 
Каратеодори. Предположим, что если s Î  , то 
для почти всех x Î Ω  и любых ξ ξ, ′ ∈ n  справед-
ливы следующие неравенства: 

	 � � � � � � � � � � � �
i

n

i
s

p
a x h x

=

( ) ′

∑ ( ) ≤ ( )
1

0, , 	 (1)

	 i

n

i
s

i
s

p

p p p

a x a x

c h x

=

( ) ( )

−

′

∑ ( )− ( ) ≤

≤ ( )+ +( ) −

′

′ ′

1

1 1
1 1

, ,

,

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

	 (2)

	 i

n

i
s

i
s

i i

p

a x a x

c h x

=

( ) ( )∑ ( )− ( )





 − ′( ) ≥

≥ ( )+ +( )

′

′

1

2 2

, ,ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
−−

− ′
p p2 2ξ ξ .

	 (3)

В силу неравенств (1) и (2) для любых s Î  , 
i n∈ { }1,...,� �  и v W pÎ 0

1,  Ω( ) имеем a x v Li
s p( ) ′∇( ) ∈ ( ), .Ω  

Теперь для любого s Î   пусть 
s

p pW W: , ,� 0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  – оператор, такой, что 

для любых функций v w W p, ,Î 0
1 ( Ω)  

s
i

n

i
s

iv w a x v D w dx, , .= ∇( )












=

( )∑∫
1

Ω

В силу неравенств (1)–(3) и неравенства Собо-
лева для функций из W p

0
1, Ω( )  (см., например, 

[11, §  5.6, теорема 3]) для любого s Î   опера-
тор s  ограничен, коэрцитивен, непрерывен и 
строго монотонен. Поэтому ввиду известных ре-
зультатов о разрешимости операторных уравне-
ний (см., например, [12, гл. 2]) для любого s Î   
оператор s  обратим.

Далее, пусть ϕ ψ, : Ω→   – измеримые функ-
ции. Предположим, что выполняются следую-
щие условия:
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(C1) int ϕ ψ ∅={ } ≠  и meas ∂ ={ } ∩( ) =ϕ ψ Ω 0;

(C2) существуют ϕ ψ, ,,∈ ( )W p
0
1 Ω  такие, что 

ϕ ϕ ψ ψ≤ ≤ ≤  п.в. в Ω  и

meas ϕ ψ ϕ ψ≠{ } ≠{ }( ) =\ .0

Положим

V v W vp= ∈ ( ) ≤ ≤{ :,
0
1 Ω �ϕ ψ  п.в. в Ω}.

Легко видеть, что множество V  непусто, зам-
кнуто и выпукло. 

Заметим, что если s Î   и f W p∈ ( )− ′1, ,Ω  то 
существует единственная функция w VÎ , такая, 
что для любого v VÎ  имеем sw f w v− − ≤, .0  
Это следует из свойств операторов s  и множе-
ства V  и известных результатов о разрешимо-
сти вариационных неравенств (см., например, 
[12, гл. 2]).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть A �: , ,W Wp p
0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  –  

обратимый оператор, и пусть последователь-
ность s{ }  G-сходится к оператору  . Пусть 

f Ws
p{ } ⊂ ( )− ′1, ,Ω  f W p∈ ( )− ′1, ,Ω  и пусть f fs ®  

сильно в W p− ′ ( )1, Ω . Наконец, для любого s Î   
пусть u Vs Î  и 

	 ∀ ∈ − − ≤v V u f u vs s s s� � �  , .0 	 (4)

Тогда существует функция u VÎ , такая, что 
u us ®  слабо в W p

0
1, Ω( )  и

	 ∀ ∈ − − ≤v V u f u v� � �  , .0 	 (5)

З а м е ч а н и е  1. Результат, аналогичный те-
ореме 1, был получен в [7], с той разницей, что 
вместо условий (C1) и (С2) на ограничения j  и y  
предполагалось выполненным следующее условие: 
(C) для любого непустого открытого множества 
w  в n  с ω ⊂ Ω  существуют ϕ ψω ω, ,∈ ( )W p

0
1 Ω , 

такие, что ϕ ϕ ψ ψω ω≤ ≤ ≤  п.в. в Ω  и ϕ ψω ω<  
п.в. в w . При этом дополнительно к утвержде-
нию, что решения us  вариационных неравенств (4) 
слабо сходятся в W p

0
1, Ω( )  к решению u  вариаци-

онного неравенства (5), была доказана сходимость 
 s su u®  сильно в W p− ′ ( )1, Ω , ввиду которой 
интегралы энергии s s su u,  сходятся к u u, . Из 
условия (C) вытекает, что meas ϕ ψ={ } = 0 , а в 
настоящей работе в силу условия (C1) мера мно-
жества ϕ ψ={ }  положительна, что существенно 

влияет на поведение последовательности s su{ }  и 
обуславливает отсутствие соответствующего 
утверждения в теореме 1. В связи с этим см. ни-
жеследующую теорему 2. 

З а м е ч а н и е  2. При доказательстве теоре-
мы  1 мы следуем подходу к изучению сходимости 
решений вариационных неравенств с абстракт-
ными операторами, предложенному в [5], и ис-
пользуем конструкции, аналогичные данным в [5, 
теорема  2.3] и [7, предложение 2.3] для случая 
двусторонних ограничений, не совпадающих ни на 
каком множестве положительной меры. Специ-
фика случая, рассматриваемого в настоящей ра-
боте, потребовала модификации техники, разви-
той ранее.

Далее, обратимся к понятию сильной G-схо-
димости операторов. Для любого i n� � � � �∈ { }1,...,  
пусть ai

n: Ω× →R R�‒ функция, такая, что для 
любой v W p∈ ( )0

1, Ω  имеем a x v Li
p, .∇( ) ∈ ( )′ Ω  

Пусть A �: , ,W Wp p
0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  – оператор, та-

кой, что для любых v w W p, ,∈ ( )0
1 Ω

v w
i

n

i ia x v D w dx, , .=
=
∑ ∇( )










∫
1

Ω

Предположим, что оператор   обратим.

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что 
последовательность s{ }  сильно G-схо-
дится к оператору  , если последователь-
ность s{ }  G-сходится к оператору   и для 
любых f W p∈ ( )− ′1, Ω  и i n� � � � �∈ { }1,...,  имеем 
a x f a x fi

s
s i

( )( ), ( ) ( , ( ))∇ → ∇− − 1 1  слабо в Lp′ ( )Ω .

Это определение согласуется с определением 
сильной G-сходимости, данным в [3] для более 
общих операторов.

Теорема 2. Предположим, что последователь-
ность s{ }  сильно G-сходится к оператору .  
Предположим также, что для любого i n� � � � �∈ { }1,...,  
существует функция ϕi

pL∈ ( )′ Ω , такая, что 
a xi

s
i

( )
={ }∇( ) ⋅ →, ϕ ϕϕ ψ1  слабо в Lp′ ( )Ω . Пусть 

 : , ,�W Wp p
0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  – оператор, такой, что 

для любых v w W p, ,∈ ( )0
1 Ω  

, [ , ] .Av w a x v D w dx
i

n

i i i= ∇( ) ⋅ +











∫ ∑

=
≠{ }Ω

1

1 ϕ ψ ϕ�〈 〉

Пусть f Ws
p{ } ⊂ ( )− ′1, Ω , f W p∈ ( )− ′1, Ω , и пусть 

f fs ®  сильно в W p− ′ ( )1, Ω . Наконец, для любого 
s Î   пусть u Vs Î  и 
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∀ ∈ − − ≤v V u f u vs s s s� � �  , .0

Тогда существует функция u VÎ , такая, что 
u us ®  слабо в W p

0
1, Ω( ) ,  s su u®   слабо в 

W p− ′ ( )1, Ω , s s s u u→ �A Au u, ,  и

∀ ∈ − − ≤v V u f u v� � �  , .0

З а м е ч а н и е  3. Для операторов   и   
и функции u, о которых идет речь в теореме 2, ра-
венства  u u=  и A Au u u u, ,=� , вообще говоря, 
неверны. Это показывают построенные примеры, 
изложение которых в рамках данного краткого со-
общения не представляется возможным ввиду объ-
емности соответствующих конструкций. Таким 
образом, в условиях теоремы 1 относительно ре-
шений us  вариационных неравенств (4) и решения 
u  вариационного неравенства (5), вообще говоря, 
нельзя утверждать, что  s su u®  даже слабо в 
W p− ′ ( )1, Ω  и �  s s su u u u, ,® .

4. О ВЫПОЛНЕНИИ 
УСЛОВИЙ (C1) И (C2)

Пусть F  – замкнутое множество в n , такое, 
что F Ì Ω , int �F ≠ ∅  и � �meas∂ =F 0.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть γ ∈ ( )W p
0
1, Ω ,  

и пусть l l1 2,  – функции из W p
0
1, Ω( ) , равные нулю  

в F  и положительные в Ω \ F . Пусть ϕ ψ, : Ω→  –  
функции, такие, что для любого x Î Ω  имеем 
ϕ γ λx x x( ) = ( )− ( )1  и ψ γ λx x x( ) = ( ) + ( )2 . Тогда  
функции j  и y  удовлетворяют условиям (C1)  
и (C2).

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть ϕ : Ω→   – нуле-
вая функция, пусть α > 0 , и пусть ψ : Ω→   –  
измеримая функция, такая, что ψ = 0  в F   
и ψ α≥  в Ω \ F . Тогда функции j  и y  удовлет-
воряют условиям (C1) и (C2).

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть γ ∈ ( )W p
0
1, Ω , 

пусть α β, ∈  , и пусть α γ< ess inf�
F

 и ess sup
F
γ β< .  

Пусть ϕ ψ, : Ω→   – измеримые функции, такие, 
что ϕ ψ γ= =  в Ω \ F , ϕ α≤  в F  и ψ β≥  в F .  
Тогда функции j  и y  удовлетворяют условиям 
(C1) и (C2).

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть γ ∈ ( )W p
0
1, Ω , 

пусть ϕ : Ω→   – функция, такая, что ϕ γ=  в 
F  и ϕ = −∞  в Ω \ F , и пусть ψ : Ω→   – функ-
ция, такая, что ψ γ=  в F  и ψ = +∞  в Ω \ F .  
Тогда функции j  и y  удовлетворяют условиям 
(C1) и (C2).

Последнее предложение показывает, что 
теоремы 1 и 2 могут быть применены и к вари-
ационным неравенствам с множествами огра-
ничений вида { :,v W vp∈ ( ) =0

1 Ω γ  п.в. в F } , где 
γ ∈ ( )W p

0
1, Ω .
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Boston: Birkhäuser, 1991. P. 81–105. 

10.	 Kovalevsky A.A. Nonlinear variational inequalities  
with variable regular bilateral constraints in  
variable domains // Nonlinear Differ. Equ. Appl.  

2022. Vol. 29. No. 6. Paper No. 70. 24 p.  
https://doi.org/10.1007/s00030-022-00797-w

11.	 Evans L.C. Partial Differential Equations. Graduate 
Studies in Mathematics. Vol. 19. Providence, Rhode 
Island: American Mathematical Society, 1998. 

12.	 Lions J.L. Quelques Méthodes de Résolution des 
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Gauthier-Villars, 1969.

NONLINEAR VARIATIONAL INEQUALITIES WITH BILATERAL 
CONSTRAINTS COINCIDING ON A SET OF POSITIVE MEASURE

A. A. Kovalevsky a,b 

a Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics UB RAS, Yekaterinburg, Russian Federation 
b Ural Federal University, Yekaterinburg, Russian Federation 

Presented by Academician of the RAS V.I. Berdyshev

We consider variational inequalities with invertible operators s
p pW W: ,, ,� 0

1 1Ω Ω( ) → ( )− ′  s Î ,  in diver-
gence form and constraint set V v W vp= ∈ ( ) ≤ ≤{ :,

0
1 Ω � �ϕ ψ a.e. in Ω},  where Ω  is a nonempty bound-

ed open set in n  n ≥( )2 , p > 1 , and ϕ ψ, :�Ω→   are measurable functions. Under the assumptions 
that the operators s  G-converge to an invertible operator  : , ,�W Wp p

0
1 1Ω Ω( ) → ( )− ′ , int ϕ ψ={ } ≠ ∅,  

meas ∂ ={ } ∩( ) =ϕ ψ Ω 0 , and there exist functions ϕ ψ, ,∈ ( )W p
0
1 Ω  such that ϕ ϕ ψ ψ≤ ≤ ≤  a.e. in 

Ω  and meas ϕ ψ ϕ ψ≠{ } ≠{ }( ) =\ ,0  we establish the weak convergence in W p
0
1, Ω( )  of the solutions us  

of the specified variational inequalities to the solution u  of a similar variational inequality with the operator   
and the constraint set V .  The fundamental difference between the considered case and the previously studied 
case, where meas ϕ ψ={ } = 0,  is that, in general, the functionals s su  do not converge to u  even weakly 
in W p− ′ ( )1, Ω  and the energy integrals s s su u,  do not converge to u u, .

Keywords: variational inequality, bilateral constraints, G-convergence of operators, convergence of solutions 
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