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Исследуется задача об орбитальной устойчивости маятниковых периодических движений тяжелого 
твердого тела с одной неподвижной точкой в однородном поле тяжести. На основании анализа ли-
неаризованной системы уравнений возмущенного движения доказана орбитальная неустойчивость 
маятниковых вращений. В случае маятниковых колебаний имеет место трансцендентная ситуация, 
когда вопрос об устойчивости не решается членами сколь угодно высокого порядка в разложении 
гамильтониана уравнений возмущенного движения. Доказано, что для большинства значений пара-
метров задачи маятниковые колебания орбитально неустойчивы.
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим движение твердого тела вокруг 
неподвижной точки O в однородном поле тяже-
сти. Для описания положения тела введем следу-
ющие системы координат: неподвижную систе-
му координат OXYZ, ось Z которой направлена 
вертикально вверх, и жестко связанную с телом 
подвижную систему координат Oxyz, оси x, y и z 
которой направим вдоль главных осей инерции 
тела для точки O. Соответствующие главные мо-
менты инерции обозначим через A, B и C. Поло-
жение тела (подвижных осей Oxyz) относительно 
неподвижной системы координат OXYZ зададим 
при помощи углов Эйлера � � �, , . Далее предпо-
лагается, что геометрия масс тела отвечает слу-
чаю Гесса [1]. Это означает, что все три главных 
момента инерции различны ( A C B< < ), а центр 
масс тела лежит в плоскости Oxy, причем его ко-
ординаты xc , yc  удовлетворяют соотношению 

y B C A x A B Cc c( ) = ( ).− −

Поскольку центр масс тела лежит в плоскости 
главных осей инерции, то возможны маятнико-
вые периодические движения тела (колебания 
или вращения) вокруг оси инерции Oz, сохра-
няющей неизменное горизонтальное положе-
ние в пространстве. На указанных решениях 
� � �= , = / 2const , а изменение угла ϕ  описы-
вается уравнением математического маятника 
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здесь β  – угол между осью Ox и радиус-вектором 
центра масс.

Период маятниковых периодических движе-
ний зависит от их начальных условий, поэтому 
они неустойчивы по Ляпунову. Однако с теоре-
тической и прикладной точек зрения значитель-
ный интерес представляет задача об орбиталь-
ной устойчивости. Исследование орбитальной 
устойчивости маятниковых периодических дви-
жений твердого тела выполнялось ранее для раз-
личных случаев геометрии масс [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].  
В упомянутых работах строгий анализ устойчи-

1Московский авиационный институт (национальный 
исследовательский университет), Москва, Россия
*E-mail: bsbardin@yandex.ru
**E-mail: savinaa.@mai.ru



67ОБ ОРБИТАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ МАЯТНИКОВЫХ ДВИЖЕНИЙ

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 515 2024

вости был выполнен на основании метода нор-
мальных форм [10, 11] и теории КАМ [12, 13].  
В случаях интегрируемости уравнений движе-
ния твердого тела исследование орбитальной 
устойчивости периодических движений прово-
дилось также на основании второго метода Ля-
пунова [14, 15] и при помощи топологического 
подхода [16].

В настоящей работе проводится анализ орби-
тальной устойчивости маятниковых периодиче-
ских движений в рассматриваемом здесь случае 
геометрии масс Гесса.

2. ГАМИЛЬТОНИАН УРАВНЕНИЙ 
ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ

Выбирая в качестве обобщенных координат 
углы Эйлера � � �, ,  и вводя соответствующие 
им обобщенные импульсы p p p� � �, , , уравнения 
движения тела можно записать в гамильтоновой 
форме. Координата ψ  является циклической, 
поэтому соответствующий импульс pψ  при-
нимает на движениях тела постоянное значе-
ние. При исследовании задачи об орбитальной 
устойчивости будем рассматривать только такие 
возмущения, для которых pψ = 0 . В этом случае 
движение тела описывается системой канониче-
ских уравнений с функцией Гамильтона 
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Введем безразмерное время � �= t  и безраз-
мерные канонические переменные q q p p1 2 1 2, , , : 
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В новых переменных функция Гамильтона 
задачи имеет вид 
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где безразмерные параметры u v,  вычисляются 
по формулам 

	 u
C
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v
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а область их допустимых значений задается не-
равенствами 
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которые следуют из неравенств треугольника 
для главных моментов инерций тела.

В случае Гесса выполняется соотношение [17] 

	 { , } = ,1H J v p Jhess hess− 	 (6)

где 

	 J
p q q p q q

qhess = ,2 2 1 1 2 1

2

cos sin sin cos
cos
− 	 (7)

а через { , }⋅ ⋅  обозначена скобка Пуассона. Из (6) 
следует, что система с гамильтонианом (4) до-
пускает частный первый интеграл Jhess = 0. На 
невозмущенном маятниковом периодическом 
движении p q2 2= = 0 , а изменение переменных 
p q1 1, , описывается системой с гамильтонианом 

H p q0 1
2

1=
1
2

− cos .

Введем новые переменные I w,  так, чтобы 
на невозмущенном движении они являлись пе-
ременными действие–угол. В случае колебаний 
переменные I w,  можно ввести при помощи за-
мены переменных [2] 
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где k k I1 1= � �  – функция, обратная к функции 

I E k K k= 8 1 .1
1 1

2
1�� � � � �� � � ��

�
�
�k  В случае враще-

ний замена переменных имеет вид 
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где k k I2 2= � �  – функция, обратная к функции 

I E k k= 4 /2 2� � � �� .

На невозмущенном периодическом движе-
нии имеем

	 I I w w= = , = 0 ,0 const �� � � � 	 (10)

где ω  – частота периодического движения. 
В случае колебаний � �= / (2 ( ))1K k , а в слу-
чае вращений � �= / ( ( )).2 2k K k  При этом 
k I h1

2
0 = ( 1) / 2� � � , а k I h2

2
0 = 2 / ( 1)� � �  (где h  – 

значение интеграла энергии H h0 = ). Совмест-
но с (10) формулы (8) и (9) определяют явную 
зависимость переменных q p1 1,  от τ  на невозму-
щенном движении.

Таким образом, в задаче об орбитальной 
устойчивости имеется три параметра: u , v  и h  . 
Параметры u , v  определяют геометрию масс 
тела, а h  является параметром семейства пери-
одических орбит.

Введем возмущение переменной действие 
r I I1 0= −  и разложим гамильтониан возмущен-
ного движения Γ( , , , )1 2 2w r q p  в ряд по q p r2 2 1, , : 

	 � � � �= .2 4 2� � � � m 	 (11)

Через Γ2m  в (11) обозначены члены поряд-
ка 2m , при этом учитывается, что переменные 
q p2 2,  имеют первый порядок малости, а пере-
менная r1  – второй. Коэффициенты разложения 
(11) 2π -периодически зависят от w . Необходи-
мые в дальнейшем члены второго порядка име-
ют следующий явный вид 
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где q p1 1,  задаются выражениями (8) в случае ко-
лебаний и выражениями (9) – в случае враще-
ний.

Задача об орбитальной устойчивости плоских 
периодических движений эквивалентна задаче 
об устойчивости канонической системы с га-
мильтонианом (11) по отношению к перемен-
ным q p r2 2 1, , .

3. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ 
УСТОЙЧИВОСТИ

В первом приближении задача об орбиталь-
ной устойчивости периодической орбиты I I= 0  
сводится к исследованию устойчивости триви-
ального положения равновесия q p2 2= = 0  ли-
нейной системы 

	 dq
dw p

dp
dw q

2 2
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Правые части уравнений системы (13) 2π -пе-
риодически зависят от w . Выводы об устойчи-
вости ее положения равновесия можно получить 
на основании анализа корней характеристиче-
ского уравнения 

	 � �2 2 1 = 0,� � 	 (14)

где  = ( ) / 211 22x x+ , а x x11 22,  – диагональные 
элементы матрицы монодромии системы (13).

Линейная система (13) имеет первый интеграл 

J p q w p w q q w e
vq w

* 2 1 1 2 1
1= [ ( ( )) ( )] /sin cos� � � � � � �, где 

функции q w p w1 1( ), ( )  задаются формулами (8) 
или (9). Это позволяет проинтегрировать систе-
му (13) в квадратурах и построить ее матрицу мо-
нодромии в явном виде. Для маятниковых вра-
щений (когда q w p w1 1( ), ( )  задаются формулами 
(9)) матрица монодромии имеет вид 
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В этом случае  = ( ) / 2 > 12 2e ev vπ π+ − , сле-
довательно, характеристическое уравнение (14) 
всегда имеет корень с модулем, большим еди-
ницы. Поэтому положение равновесия систе-
мы (13) неустойчиво. Более того, на основании 
теоремы Ляпунова об устойчивости по первому 
приближению [18] неустойчивость имеет место и 
в полной нелинейной системе с гамильтонаном 
(11), поэтому маятниковые вращения твердого 
тела орбитально неустойчивы при всех допусти-
мых значениях параметров.

В случае колебаний матрица монодромии 
имеет вид 

	 X
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Из (17) следует, что в случае маятниковых ко-
лебаний при всех значениях параметров задачи 
характеристическое уравнение (14) имеет крат-
ный корень, равный единице, т.е. имеет место 
так называемый тождественный резонанс пер-
вого порядка [11]. Если b21 0≠ , то в любой сколь 
угодно малой окрестности положения равнове-
сия q p2 2= = 0  существует решение системы 
(13), которое неограниченно возрастает с возрас-
танием переменной w . В этом случае положение 
равновесия системы (13) неустойчиво и, следо-
вательно, маятниковые колебания неустойчи-
вы в линейном приближении. Если же b21 = 0 , 
то все решения системы (13) периодические и 
ее положение равновесия устойчиво. В  данном 
резонансном случае выводы об устойчивости 
линейной системы не распространяются на 
полную нелинейную систему с гамильтонианом 
(11). Поэтому на основании проведенного здесь 
линейного анализа можно сделать выводы лишь 
об орбитальной устойчивости или неустойчиво-
сти в линейном приближении.

Вычисления показали, что в пространстве 
параметров имеется поверхность, на которой ве-
личина b21 = 0 . Эта поверхность задается следу-
ющим уравнением 
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На ней маятниковые колебания орбитально 
устойчивы в линейном приближении, а вне этой 
поверхности – орбитально неустойчивы в ли-
нейном приближении.

4. О ТРАНСЦЕНДЕНТНОМ СЛУЧАЕ 
В ЗАДАЧЕ ОБ ОРБИТАЛЬНОЙ 

УСТОЙЧИВОСТИ МАЯТНИКОВЫХ 
КОЛЕБАНИЙ

Для получения строгих выводов об орбиталь-
ной устойчивости маятниковых колебаний не-
обходим дополнительный анализ. Если b21 0≠ , 
то при помощи линейной и 2π -периодической 
по w  замены переменных w r q p W R Q P, , , , , ,1 2 2 →  
гамильтониан (11) можно привести к виду 

	 � � … � …� � �=
1
2

,2
4 2�R P m� � � � � 	 (18)

где через Γ2m  обозначены члены порядка 2m .

Оказалось, что в данной задаче имеет место 
особый случай, когда вопрос об устойчивости не 
решается на основании нелинейного анализа с 
учетом членов любого сколь угодно высокого по-
рядка в разложении гамильтониана (18). Поэто-
му здесь общая методика нелинейного исследо-
вания устойчивости, основанная на построении 
нормальной формы гамильтониана уравнений 
возмущенного движения, неприменима.

Следуя терминологии А.М. Ляпунова, мы бу-
дем называть такой случай трансцендентным. 
Наличие трансцендентного случая в данной за-
даче связано с тем, что маятниковые колебания 
принадлежат семейству периодических движе-
ний, период которых зависит только от постоян-
ной интеграла энергии [19]. Поэтому в фазовом 
пространстве системы на уровне энергии, отве-
чающем невозмущенной периодической орбите, 
существует целое семейство периодических ре-
шений одного и того же периода. В этом случае 
на основании результатов работы [20] можно 
сделать строгий вывод об орбитальной неустой-
чивости маятниковых колебаний.
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ON THE ORBITAL STABILITY OF PENDULUM PERIODIC MOTIONS 
OF A RIGID BODY IN THE HESS CASE

B. S. Bardina, A. A. Savina

aMoscow Aviation Institute (National Research University) Moscow, Russian Federation. 

The problem of orbital stability of pendulum periodic motions of a heavy rigid body with one fixed point is 
investigated. Based on the analysis of the liberalized system of equations of perturbed motion, the orbital insta-
bility of pendulum rotations is proven. In the case of pendulum oscillations, a transcendental situation occurs 
when the question of stability cannot be solved by terms of an arbitrarily high order in the expansion of the 
Hamiltonian of the equations of perturbed motion. It is proven that for most values of the parameters, pendu-
lum oscillations are orbitally unstable.

Keywords: heavy rigid body, identity resonance, Hess case, orbital stability
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