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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе рассматривается модель са-
моструктурирующихся биологических сооб-
ществ, предложенная Ульфом Дикманом и Ри-
чардом Лоу в [1, 2]. Данная модель использует 
информацию о поведении каждого индивида и 
его влиянии на все сообщество в целом, что дает 
преимущества в описании динамики.

Основным предметом изучения в работе явля-
ется нелинейное интегральное уравнение, опи-
сывающее состояние равновесия сообщества 
при однопараметрическом замыкании третьего 
пространственного момента в специальном слу-
чае так называемых константных ядер разброса 
и конкуренции. Рассмотрение подобного типа 
ядер позволяет выявить наиболее простые усло-
вия существования решения, что помогает при 
анализе более сложных вариантов простран-
ственного распределения взаимодействия между 
особями сообщества.

2. ОПИСАНИЕ ЗАДАЧИ

2.1. Модель биологических сообществ

Пусть некоторое одновидовое сообщество 
неподвижных организмов обитает в простран-
стве n , n = 1 2 3, , . Модель описывается гомо-
генными биологическими параметрами: d ≥ 0  – 
естественная смертность, s > 0  – смертность от 
конкуренции, b d>  – интенсивность рождения 
новых видов; а также двумя функциями: m   – 
ядро разброса и w   – ядро конкуренции, при-
надлежащими классу:
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Ядра являются плотностями вероятности со-
бытий рождения новых особей и конкуренции 
между индивидами.

Состояние изучаемого сообщества характе-
ризуется пространственными моментами, кото-
рые являются усреднениями по всевозможным 
конфигурациям сообщества некоторых стати-
стических характеристик. В работе будут рас-
смотрены первые три из них:

N t� �  – средняя плотность особей;

C x t,� �   – средняя плотность пар особей, в 
которых сдвиг второго индивида относительно 
первого равен x ;

T x y t, ,� �  – средняя плотность троек особей, в 
которых сдвиг второго и третьего индивидов от-
носительно первого равен x  и y  соответственно.

Пространственные моменты удовлетворяют 
выведенной в работе [2] системе интегро-диф-
ференциальных уравнений, называемой систе-
мой динамики сообщества:
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Стационарная точка системы (1) называется 
состоянием равновесия сообщества.

2.2. Константные ядра
Основной целью текущей работы является 

исследование состояния равновесия в самом 
простом из возможных случаев пространствен-
ного распределения конкуренции и рождаемо-
сти. Это позволяет найти наиболее простой вид 
модели, что полезно для проверки некоторых 
гипотез касательно динамики одновидовых со-
обществ. Конкретно используются так называ-
емые константные ядра разброса и конкурен-
ции m  и w , т.е. функции, равные константе на 
некотором шаре с центром в начале координат 
(носителе) и равные нулю всюду вне его. Подоб-
ные ядра характеризуют популяцию, в которой 

каждая особь может породить нового индивида 
(или убить уже существующего) в любой точке с 
одинаковой вероятностью при условии, что эта 
точка располагается от нее не дальше, чем на не-
котором расстоянии r .

Из принадлежности ядер классу n  (в част-
ности, условия равенства L1 -нормы единице) 
можно вывести вид константных ядер. Обозна-
чим за rm  и rw  радиус носителей ядер разброса и 
конкуренции соответственно и пусть B r� �  обо-
значает замкнутый шар радиуса r  с центром в 
начале кординат. Положим
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где � x� �  – гамма-функция Эйлера.

Введем вспомогательные обозначения
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После подстановки константных ядер в си-
стему динамики (1) и рассмотрения состояния 
равновесия сообщества (отсутствия зависимо-
сти от времени) получим:
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2.3. Замыкание третьего момента

В систему из двух уравнений (2) входят три 
неизвестные величины: первый, второй и третий 
пространственные моменты. Поэтому данная 
система незамкнута. Попытка вывести динами-
ку третьего момента (как это было сделано для 
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первых двух) приведет к появлению новой неиз-
вестной (четвертого момента) и т.д. Поэтому в 
работе [3] был предложен так называемый метод 
замыканий. Идея этого метода заключается в на-
хождении эвристическим путем выражения для 
T x y,� �  через первый и второй пространствен-
ные моменты (замыкания). В указанной работе 
были описаны необходимые условия, которым 
должно удовлетворять замыкание, и предложе-
ны несколько возможных замыканий.

В текущей статье будет рассмотрено однопа-
раметрическое семейство замыканий второго 
порядка, имеющее вид:
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при N ≠ 0 , � � � �0 1; . Подстановка (3) в (2) по-
сле некоторых преобразований приводит нас к 
основному предмету изучения данной статьи  – 
системе
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которая дополняется условием на бесконечно-
сти ()
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3. ИССЛЕДОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ

3.1. Вывод уравнения равновесия

Проведем некоторые вспомогательные пре-
образования. Пусть C C N= / 2 , тогда после 

деления второго уравнения системы (4) на N 2  
получим:
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Из условия (5) следует, что C Q� � 1 , где Q   – 
исчезающая на бесконечности функция. В тер-
минах Q  уравнение (6) имеет вид:
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Учитывая, что
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после упрощения уравнения (7) и некоторых 
вспомогательных преобразований получим 
уравнение
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где для упрощения записи введено обозначение

	 D Q x b d sI x sN Qrw
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В дальнейшем мы будем называть уравнение 
(9) уравнением равновесия, подразумевая, что 
входящая в него величина N Q� �  вычисляется 
через неизвестную функцию Q  по формуле (8).

3.2. Вспомогательные леммы
Теперь изучим вопрос о разрешимости урав-

нения равновесия. Данное уравнение специаль-
но было записано в виде Q Q� � �  для того, что-
бы можно было воспользоваться одной из теорем 
о неподвижной точке. В рамках текущей работы 
мы будем опираться на результат М.А. Красно-
сельского [4].

Теорема 1 (Красносельский). Пусть операто-
ры   и   действуют в некотором банаховом про-
странстве  , причем    – компактный, а    – 
сжимающий. Пусть B ⊂   является замкнутым 
выпуклым ограниченным множеством, причем 
� � � � � �x B y B x y B, ,A B  тогда у оператора 
C A B� �  существует по крайней мере одна не-
подвижная точка в B .

Таким образом, нам необходимо представить 
правую часть уравнения (9) в виде суммы ком-
пактного и сжимающего операторов в некотором 
банаховом пространстве. В качестве такого про-
странства мы будем рассматривать простран-
ство L n

1 � � . Из биологического смысла второ-
го момента ясно, что функция Q  должна быть 
неотрицательна. Поэтому в качестве замкнутого 
выпуклого ограниченного множества, в котором 
будет производиться поиск неподвижной точки, 
мы рассмотрим множество вида

B� � � � � � � � � � �R f L f R f xn
L

{ |1
1

0 , }

при некотором R > 0 .

Прежде чем приступать к разделению опе-
ратора, задаваемого уравнением равновесия на 
сумму компактного и сжимающего операторов, 
установим некоторые свойства величин N Q� �  
и  D Q x,� � , доказываемые путем простейших 
оценок.

Лемма 1. Величина N Q� � , определяемая выра-
жением (8), равномерно по Q  отделена от нуля и 
бесконечности на множестве B� � �R  при любом 
R > 0 .

Лемма 2. Величина D Q x,� � , определяемая вы-
ражением (10), равномерно по Q  и x  отделена от 
нуля и бесконечности на множестве B� � � �R n  
при любом R > 0 .

Используя критерий Рисса предкомпактно-
сти множеств в L1 , а также стандартные приемы 
функционального анализа, можно доказать сле-
дующую лемму:

Лемма 3. Оператор r
B r

f f x y dy� �� �
� �
�  явля-

ется компактным как действующий в простран-
стве L n

1 � �  при любом r > 0 .

Также, используя теорему Фубини и Лебега, 
можно доказать вспомогательные утверждения 
относительно оператора самосвертки и операто-
ра умножения на свертку.

Лемма 4. Операторы r
B r

f f x y f y dy� �� � � �
� �
�  

и r
B r

f f x f x y dy� � � �� �
� �
�  при любом r > 0  явля-

ются липшицевыми в любом ограниченном подмно-
жестве M  пространства L n

1 � �  с константой 

Липшица L f
f M L

= { }∈
2

1
max .

3.3. Существование решения

Используя приведенные выше вспомогатель-
ные утверждения, можно доказать следующую 
теорему существования решения уравнения рав-
новесия.

Теорема 1. При выполнении условий

1)	 R
r b d

n b d

n
w
n

�
�� �

�� � �� �
� /

/

2 2

2 1�
,

2)	� �
�
2

9 5
b

b d
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уравнение равновесия (9) имеет по крайней мере 
одно решение Q R� � ��B .

Мы опустим все технические моменты и при-
ведем лишь основные идеи доказательства. По-
скольку сумма компактных операторов является 
компактным оператором, а умножение операто-
ра на величину, равномерно отделенную от нуля 
и бесконечности, не меняет его компактности, 
можно утверждать, что

Q
D Q x

N Q
bI x b Q x y dy

D Q x
s

r
B r

m

m

� � � �

� � � � � � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�
�

� � �

� �
�

1

1

1

,

,
II x sN Q Q x y dyr

B r
w

w

� � � � � �� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� �
��

является компактным оператором в B� � �R  при 
любом R > 0  в силу лемм 1, 2 и 3. Кроме того, 
в условиях теоремы, используя оценки сверху 
и снизу для величин N Q� �  и D Q x,� �  соответ-
ственно, а также лемму 4, можно показать, что 
оператор

	
Q

sN Q

D Q x

Q x Q x y dy Q x y Q y dy
B r B rw w

� �
� �

� � �

� � � �� � � �� � � �
�

� � � � �
� �

�
2 ,

��
�

�

�

�
�

является сжимающим на множестве B� � �R . Да-
лее показывается, что для любых f g R, � � ��B  
выполняется условие T Rf g R� � � ��B . Вышеиз-
ложенные факты в применении к теореме Крас-
носельского позволяют заключить, что оператор 
T R+  имеет хотя бы одну неподвижную точку 
в B� � �R , что говорит о существовании решения 
уравнения равновесия на том же множестве.

Отметим также, что Q  не может быть нулевой 
функцией, поскольку путем явной подстановки 
такой функции в уравнение (9) можно показать, 
что она ему не удовлетворяет.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках текущей работы был поставлен и 
исследован вопрос о разрешимости уравнения 
равновесия (9) в случае однопараметрического 
замыкания третьего пространственного момен-
та при константных ядрах разброса и конку-
ренции. Были найдены достаточные условия, 
гарантирующие существование нетривиального 
решения уравнения равновесия. Использование 
константных ядер позволило получить более 
точные по сравнению с работой [5] результаты, в 
частности были получены более точные оценки 
на L1 -норму решения, а также на параметр за-
мыкания. Дальнейшие исследования могут быть 
направлены на поиск некоторых классов реше-
ний уравнения (9) в аналитическом виде, а также 
исследование условий единственности и устой-
чивости решения.

Результаты пп. 1, 2 настоящей работы получе-
ны А.А. Никитиным при финансовой поддерж-
ке Российского научного фонда (проект 22-11-
00042). Остальные результаты получены всеми 
авторами при поддержке Министерства науки 
и высшего образования Российской Федерации 
в рамках реализации программы Московского 
центра фундаментальной и прикладной матема-
тики по соглашению № 075-15-2022-284.
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The work is devoted to the analysis of a nonlinear integral equation that arises as a result of parametric closure of 
the third spatial moment in a single-species model of logistic dynamics by U. Dieckmann and R. Law. The case 
of piecewise constant kernels is analyzed, which is very important for further computer modeling. Sufficient 
conditions have been found to guarantee the existence of a nontrivial solution to the equilibrium equation. The 
use of constant kernels made it possible to obtain more accurate results compared to earlier works, in particular, 
more accurate estimates were obtained for the  norm of the solution, as well as for the closure parameter.
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