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В работе дается оценка устойчивости решения задачи об определении распределенного изотропно-
го источника для стационарного уравнения переноса излучения. Ранее оценки устойчивости для
этой задачи были найдены в частном случае задачи эмиссионной томографии, когда оператор рас-
сеяния отсутствует, а также в более общем случае при дополнительных, и трудных для проверки,
условиях на коэффициент абсорбции и ядро оператора рассеяния. В настоящей работе предлагается
новый и достаточно простой способ получения оценки устойчивости рассматриваемой задачи.
Уравнение переноса рассматривается внутри круга в двумерном пространстве. В прямой задаче
принимается, что входящее излучение отсутствует. В обратной задаче для определения источника
на части границы рассматриваемой области задаются данные о решении прямой задачи, отвечаю-
щие выходящему излучению. Полученный в работе результат можно использовать для оценки сум-
марной плотности распределенных источников радиации.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть , , ν(θ) =

= ,  – открытый круг радиуса 
с центром в начале координат, с границей

. Обозначим

Рассмотрим уравнение переноса

(1)

в котором K – оператор рассеяния,

Уравнение (1) описывает процесс переноса излу-
чения в тонкой пластине. Будем полагать, что

, , ,  – гладкие функ-

= θ( , )u u x = ∈ 2
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ции ,  и , -периодиче-
ские по переменным  и, кроме того, ,

 суммируемы с квадратом по перемен-
ной . При заданных ,  и

 поставим для уравнения (1) краевую за-
дачу с нулевыми данными на :

(2)

Физически это условие означает отсутствие вхо-
дящего в область  излучения. Задача (1), (2) яв-
ляется корректной задачей теории рассеяния. Об-
ращение дифференциальной части оператора ,
с учетом данных (2), сводит ее к решению инте-
грального уравнения Фредгольма второго рода
относительно функции . Отсюда, в частно-
сти, следует, что прямая задача имеет единствен-
ное, -периодическое по переменной , обоб-
щенное решение класса , , при
условии, что , , и
норма оператора K достаточно мала. Это решение
устойчиво относительно вариаций нормы ,
гладкость его повышается при повышении глад-
кости коэффициентов ,  и ядра .

Ниже мы будем рассматривать обратную зада-
чу о восстановлении функции  при заданных
функциях  и , предполагая, что на

∈x D ∪=D D S θ ∈ π[0,2 ] π2
θ θ, ' θ θ( , , ')K x

θ θ θ( , , ')K x
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L
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π2 θ
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 задано выходящее излучение для всех
. Другими словами, считается заданной

функция

(3)

требуется по ней найти .
Определение. Решением обратной задачи назо-

вем функцию , такую, что решение пря-
мой задачи (1), (2) удовлетворяет условию (3).

Заметим, что существование следа решения
задачи (1), (2) на множестве , а значит и
функции  для , следует из ска-
занного выше о принадлежности функции 
классу .

При  эта задача носит название
задачи эмиссионной томографии (см. [1]) и имеет
практические приложения в медицине. Вопросы
единственности и устойчивости ее решения изу-
чались в работах [2–4]. В статьях [5–7] получены
формулы обращения. Задача эмиссионной томо-
графии является частным случаем задачи инте-
гральной геометрии на семействе прямых линий.
При этом интегралы от функции  задаются с
экспоненциальным весом. Для стационарного и
нестационарного уравнений переноса излучения
выполнены исследования различных обратных
задач, связанных с определением функции  и
ядра оператора K. Задача об источнике для пол-
ного уравнения переноса изучалась в работах [8–
12]. В частности, в работах [11, 12] исследованы
вопросы разрешимости прямой и обратной задач
и получены оценки устойчивости в обратной зада-
че. Однако при этом на коэффициент поглощения
и ядро рассеяния наложены довольно сложные для
проверки условия, типа их принадлежности неко-
торому плотному множеству, для которого прямая
задача однозначно разрешима. Остался откры-
тым и вопрос о том, каким образом постоянная в
оценке устойчивости зависит от коэффициентов
уравнения.

В настоящей работе построена оценка устой-
чивости решения обратной задачи (1)– [3] в пред-
положении, что решение обратной задачи суще-
ствует. Эта оценка получена при определенных
ограничениях на коэффициент поглощения ,
ядро рассеяния  и функцию  , более
жестких, чем те, которые были указаны ранее (см.
теорему 1). При этих условиях найдено явное зна-
чение постоянной в оценке устойчивости.

2. ОЦЕНКА УСТОЙЧИВОСТИ

Учитывая условие (2), определим функцию
 формулой

+ θ( )S
θ ∈ π[0,2 ]

ν ϕ +ϕ θ ν ϕ ∈ θ ϕ θ ∈= ( )( , ) = | , ( ) ( ), ( , ) ,x Rh u R S Q

( )f x

∈ ( )f C D

+ θ( )S
ϕ θ( , )h ν ϕ ⋅ ν θ( ) ( ) > 0

θ( , )u x
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θ θ ≡( , , ') 0K x

( )f x

σ( )x

σ( )x
θ θ( , , ')K x ( )f x

ϕ θ(̂ , )h

(4)

Эта формула задает функцию  на всем мно-
жестве . В дальнейшем прини-
мается, что  и  являются гладки-
ми функциями переменных x и , -периодически-
ми по переменной  и квадратично суммируемыми
по . Обозначим

Ниже дается основной результат.

Теорема 1. Пусть , ,
, , и вы-

полнены условия

(5)

Тогда для функции  имеет место оценка

(6)

в которой функция  определена формулой (4).
Приведем схему доказательства. Из предпо-

ложений теоремы о гладкости функций , 
и  следует, что , , если

.
Непосредственные вычисления приводят к

тождеству

В случае, когда  и , это тож-
дество получено в работе [13]. Легко проверяется
еще одно тождество
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РОМАНОВ

Умножая его на  и складывая с предыдущим,
находим, что

(7)

Имеют место следующие неравенства

в которых

Используя эти неравенства и убирая из (7) неот-
рицательный член, содержащий , заменим
(7) неравенством

(8)

Выберем в качестве  наименьший положитель-
ный корень уравнения

Это можно сделать при выполнении условия (5),

что . Тогда в качестве  можно

взять
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При этом неравенство (8) принимает вид

(9)

Проинтегрируем неравенство (9) по всем
 и по . Тогда первое слагаемое об-

ратится в нуль в силу -периодичности функ-
ций, стоящих под знаком производной по . При-
меняя к дивергентной части формулу Грина, при-
ходим к неравенству

(10)

в котором  – внешняя нормаль к S в точке
, функция  определена формулой

(4), постоянная  вычисляется по формуле

Оценим  через аналогичную норму функ-
ции . Пусть  and  точки пере-
сечения прямой  с окружностью S,

, .
Здесь

Тогда

Из последнего неравенства вытекает оценка

(11)
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θ θ

θ θ
π

∂ ∇ θ ⋅ ν ∇ θ ⋅ ν + −
∂θ

− − λ ⋅ ν θ ν θ −

− θ θ θ ≤

2 1

1 2

2
0

2
2 2
2

0

[( ( , ) )( ( , ) )] ( )

( ) div[ ( ( )) ( )]

2 ( , ) ( , ) 0.

x x

x x

u x u x u u

u u x u

K x u x d

θ ∈ π[0,2 ] ∈x D
π2

θ

ϕ θ θ

Ω

ϕ θ ϕ θ − λ ϕ θ ν ⋅ ϕ ϕ θ +

+ ∇ ⋅ ν − θ θ ≤





2 2
0

2 2 2
1

ˆ ˆ ˆ[ ( , ) ( , ) ( , )( ( ))]

[( ) 2 ( , )] 0,
Q

h h R h n d d

u K u x dxd

ϕ( )n
ν ϕ= ( )x R ϕ θ(̂ , )h

2
1K

π

θ
∈ ∈

θ θ θ θ θ θ 
2

2 2 2
1 2

0

= sup ( , ) = sup ( , , ') ' .
x D x D Q

K K x d K x d d

Ω2( )|| ||Lu
∇ ⋅ ν θ( )u ξ θ1( , )x ξ θ2( , )x

ξ + ν θ= ( )x s
ξ θ + θ ν θ1 1( , ) = ( , ) ( )x x s x ξ θ + θ ν θ2 2( , ) = ( , ) ( )x x s x

θ − ⋅ ν θ − ⋅ ν θ − +

θ − ⋅ ν θ + ⋅ ν θ − +

2 2 2
1

2 2 2
2

( , ) = ( ( )) ( ( )) | | < 0,

( , ) = ( ( )) ( ( )) | | > 0.

s x x x x R

s x x x x R

θ

θ = ∇ + ν θ θ ⋅ ν θ θ ∈ Ω
1

0

( , )

( , ) ( ( ( ), ) ( )) , ( , ) ,x
s x

u x u x s ds x

θ

θ

θ

 
 θ ∇ + ν θ ⋅ ν θ ≤
 
 

≤ − θ ∇ + ν θ θ ⋅ ν θ




2

1

20
2

( , )1
( , )

2
1

( , )

( , ) = ( ( , ) ( ))

( , ) | ( ( ), ) ( )| .

x
s x

s x

x
s x

u x u x s ds

s x u x s ds

Ω Ω

θ θ ≤ ∇ θ ⋅ ν θ θ 2 2 2( , ) 2 | ( , ) ( )| .u x dxd R u x dxd



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 514  2023

ОЦЕНКА УСТОЙЧИВОСТИ В ЗАДАЧЕ 37

(12)

Воспользуемся алгебраическими соотношения-
ми

справедливыми при . Тогда,
при условии, что выполнено неравенство  < 1,
из (12) следует оценка

(13)

Кроме того, из оценок (13) и (11) следует неравен-
ство

(14)

в котором

Используя неравенства (13), (14) и уравнение (1),
находим, что

(15)

Заметим, что

Полученное выше неравенство (15) приводит к
оценке (6).

Простым следствием теоремы 1 является теоре-
ма единственности решения рассматриваемой об-
ратной задачи об определении источника. В силу
линейности этой задачи, теорема единственности
может быть сформулирована в следующем виде.

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1,
если , то  для всех .
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РОМАНОВ

A STABILITY ESTIMATE IN THE SOURCE PROBLEM 
FOR THE RADIATIVE TRANSFER EQUATION

Academician of the RAS V. G. Romanova

aSobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation

It is given a stability estimate of a solution of a source problem for the stationary radiative transfer equation.
It is suppose that the source is an isotropic distribution. Earlier stability estimates for this problem were
known in a partial case of the emission tomography problem only, when the scattering operator vanishes, and
for the complete transfer equation under additional and difficult in checking conditions for the absorption co-
efficient and the scattering kernel. In the present work, we suggest a new and enough simple approach for ob-
taining a stability estimate for the problem under the consideration. The transfer equation is considered in a
circle of the two-dimension space. In the forward problem, it is assumed that incoming radiation is absent.
In the inverse problem for recovering the unknown source some data for solutions of the forward problem re-
lated to outgoing radiation are given. The obtained result can be used for an estimation of the summary den-
sity of distributed sources of the radiation.

Keywords: radiative transfer equation, source problem, stability estimate


