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Работа посвящена математическому моделированию процесса плавления в образце под воздействи-
ем импульсной тепловой нагрузки на основе решения двухфазной задачи Стефана. Численная мо-
дель основана на подходе Самарского, что позволяет не выделять свободную границу во время рас-
чета. Учет аксиально-симметричной геометрии позволил показать, что на испарение расходуется
около четверти падающей энергии в центре области расплава. Это в пять раз больше, чем дают
оценки, основанные на решении одномерного уравнения теплопроводности. В случае учета испа-
рения вещества получено хорошее соответствие расчетных и экспериментальных температуры
остывающей поверхности и скорости сужения области расплава. Результаты математического мо-
делирования подтвердили существование режима охлаждения испарением при нагреве вольфрама
электронным пучком существенно выше порога плавления.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современные системы магнитного удержания
плазмы предполагают наличие контакта перифе-
рийной плазмы со стенкой. При этом в термо-
ядерной плазме потоки мощности на поверх-
ность оказываются достаточно велики [1], чтобы
существенно влиять на материалы стенки. В слу-
чае же развития плазменных неустойчивостей на-
ходящиеся в контакте поверхности могут прини-
мать значительную долю энергии удерживаемой
плазмы, на несколько порядков превосходящую
потоки энергии в стационарном режиме [2]. Это
может приводить к разрушению первой стенки.
При достаточном нагреве вольфрам разогревает-
ся до температуры вязко-хрупкого перехода и на-
чинает деформироваться необратимо. При даль-
нейшем увеличении потока тепла вольфрам на-
чинает очищаться от оксидов и захваченных
газов. Известно, что при температуре плавления

начинается быстрый рост интенсивности испаре-
ния. Наблюдается движение расплава вдоль по-
верхности под воздействием силы Ампера на то-
ки, текущие сквозь расплав.

Существует три распространенных способа
эмуляции теплового потока предполагаемого тер-
моядерного реактора: лазером [3], плазмой [4] и
электронным пучком [5]. Они не в полной мере
соответствуют тем воздействиям, что будут про-
исходить в термоядерных реакторах. Важно опи-
сание воздействия различных источников для их
сравнения и понимания границ применимости
обобщений экспериментальных результатов. Ис-
следования вольфрама, как обращенного к плаз-
ме материала, проводятся в Курчатовском инсти-
туте, МИФИ, МГУ, ФТИ им. А.Ф. Иоффе, Про-
ектном центре ИТЭР, ГНЦ РФ ТРИНИТИ и др.
Исследования, проводимые в ИЯФ СО РАН, со-
средоточены на изучении эрозии поверхности
вольфрамового образца при воздействии лазер-
ного импульса или электронного пучка. Экспери-
менты проводятся на стенде Beam of Electrons for
materials Test Applications (BETA), созданном в
ИЯФ СО РАН [6]. Испарение вещества является
одним из важнейших процессов, влияющих на
импульсный тепловой нагрев выше температуры
плавления, который ожидается в случае развития
неустойчивостей плазмы на будущих термоядер-
ных установках.
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Модель нагрева и плавления вольфрама осно-
вана на решении в области образца двухфазной
задачи Стефана для расчета температуры. Задача
Стефана является классической задачей вычис-
лительной математики, которая актуальна и сего-
дня [7]. Положение и скорость движения грани-
цы раздела фаз зависят от нелинейных коэффици-
ентов. Условие на свободной границе расплав –
твердое тело состоит в непрерывности температу-
ры и разрывности теплового потока за счет погло-
щения или выделения известного количества
тепла. Новизна и сложность решения задачи обу-
словлены необходимостью верного описания не-
линейных граничных условий, описывающие на-
грев и испарение материала на его поверхности.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В вакууме расположена пластинка вольфрама,
которая нагревается мощным лазерным импуль-
сом (рис. 1). Поскольку за такое короткое время
образец нагревается на глубину нескольких сотен
микрон, область моделирования представляла
собой поперечное сечение образца 2 × 3 мм.
Плотность мощности W(t, r) на нагреваемой по-
верхности по радиусу r имеет распределение,
близкое к нормальному, что определяет выбор
аксиально-симметричной постановки задачи:

(1)

На каждом временном шаге численного моде-
лирования  берется из файла эксперимен-
тальных данных. Распределение плотности мощ-
ности нагрева по поверхности измерены с помо-
щью рентгеновской визуализации [8]. Электроны
с энергией 80–90 кэВ нагревают материал в тон-
ком слое по сравнению с характерной глубиной
нагрева материала. Для расчета поля температур в
образце используется задача Стефана:

= ⋅ − ⋅ =2
max( , ) ( ) exp( ), 0.03088523.W t r W t A r A

max( )W t

(2)

где  – вся поверхность образца,  – нагреваемая
поверхность,  – свободная поверхность раздела
сред расплав-металл,  – температура,

– удельная теплоемкость,  – плотность,
 – теплопроводность,  – плотность

мощности на поверхности ,  – мощность
испарения,  – нормаль к поверхности,  темпе-
ратура в начальный момент времени,  – ско-
рость границы фазового перехода. Во время на-
гревания вольфрам начинает испаряться, вслед-
ствие чего происходит уменьшение потока тепла
на поверхность. Процесс испарения на границе
учитывается с помощью заданного результирую-
щего потока энергии  =  – .
Здесь плотность мощности  задается распре-
делением (1), мощность испарения  задается
через потерю мощности  с массовой скоростью

испарения :

(3)

Здесь  , давление насыщен-

ного пара:

Таким образом, потери мощности на испарение
(рис. 2а), а значит и результирующий поток энер-
гии на нагреваемой поверхности, можно опреде-
лить через ее температуру. Потерю материала за
счет испарения модель не учитывает. Время рас-
чета определяется моментом, когда было произ-
ведено последнее измерение температуры по-
верхности.

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Для учета процесса плавления в уравнение
температуры была введена энтальпия фазового
перехода :
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Рис. 1. Схема эксперимента. Расчетная область в по-
перечном сечении образца (зеленый), область нагре-
ва (желтый) и расплава (красный) со свободной гра-
ницей Г, лазерный импульс (голубой).
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(5)

где интервал сглаживания [−ε ε ], ε = 5 K, темпе-
ратура плавления Tm = 3695 K, энтальпия фазово-

го перехода  . Вывод (5) и

обоснование пренебрежения поверхностным
температурным излучением в энергетическом ба-
лансе более подробно представлены в работе [9].
Численная реализация уравнения (5) основана на
схеме стабилизирующей поправки [10].

Как показывают экспериментальные данные и
аналитические оценки, разогрев поверхности не
превышает 8000 K в исследуемых на BETA режи-
мах. Это обусловлено экспоненциальным ростом
потерь энергии на испарение с ростом температу-
ры поверхности. Потери мощности, теплопро-
водность [11], удельная теплоемкость [11] и плот-
ность (рис. 2) используются в виде зависимостей
от температуры материала. Эти функции имеют
разрывы производных при температуре плавле-
ния Tm. Оценки теплопроводности  жидкого
вольфрама взяты из [12, 13], при этом уточнена

( )( ) ( )

( )

∂ρ + δ ε = λ
∂

 − ≤ εδ ε = ε
 − > ε

( ) ( ) , div ( ) grad ,

1 , ,
, 2

0, ,

m

m

m

Tc T T L T T T
t

T T
T

T T

= × 551.1 10mL
μ

3

W s
mm

λ( )T

аппроксимация данных (рис. 2 б), что позволило
проводить расчеты при значениях температуры
более 6000 К.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Расчеты показали, что модель нагрева образца

достаточно точно отражает характер решения
(рис. 3а) с учетом особенностей диагностики.
Учет охлаждения поверхности за счет испарения
при достаточно высокой плотности мощности
нагрева значительно уменьшает температуру, до
которой нагревается материал. Энергия при этом
уходит из вольфрама вместе с испаряющимся ма-
териалом. Как было показано в работе [14], поте-
ря энергии S на испарение в центре пластинки со-
ставляет около 26% энергии импульсного нагрева:

(6)

На установке BETA после импульсного нагре-
ва во время остывания были сделаны последова-
тельно четыре фотографии поверхности образца
[6, 15]. Измерены значения радиуса расплавлен-
ной области в моменты времени, соответствую-
щие времени экспозиции камеры от начала на-
грева электронным пучком с длительностью вы-
держки 10 мкс. Результаты расчета совпадают с

( )
∞ ∞ ∞ ∞

γ=    
0 0 0 0

( , ) .S N T rdtdr W t r rdtdr

Рис. 2. Графики зависимости от температуры потери мощности на испарение (а), теплопроводности (б), удельной теп-
лоемкости (в) и плотности (г).

20 000
0.16

20*10�4

18*10�4

16*10�4

14*10�4

12*10�4

3*10�8

2.5*10�8

2*10�8

1.5*10�8

0.14

0.12

0.10

0.08

10 000

15 000

(a) (б)

(в) (г)

5000

2000 4000 6000 8000
T, K

2000 4000 6000 8000
T, K

2000 4000 6000 8000
T, K

2000 4000 6000 8000
T, K

N, W/mm2

�, kg/mm2C, W �s/kgK

�, W/mmK



104

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 509  2023

ЛАЗАРЕВА и др.

экспериментальными данными (рис. 3 б) в начале
охлаждения, но на поздних стадиях остывания
численный расчет давал радиус расплавленной
области значительно больше наблюдаемого. Бо-
лее того, в этом случае расчетная температура в
центре нагреваемой области дает по формуле (3)
невозможно большие значения потери мощности

, которые больше поверхностной плотно-
сти мощности нагрева . После того, как в
численное моделирование был добавлен учет
остывания поверхности за счет испарения, тем-
пература перестала превышать предельно допу-
стимую, и рассчитанная зависимость радиуса
расплавленной области совпала с эксперимен-
тальными данными.

5. ВЫВОДЫ

Математическое моделирование процесса
плавления в образце под воздействием импульс-
ной тепловой нагрузки подтвердило существова-
ние режима охлаждения испарением при нагреве
вольфрама электронным пучком существенно
выше порога плавления. Этот режим характери-
зуется тем, что мощность испарения становится
сравнимой с поступающей мощностью, но тол-
щина испаренного материала недостаточна для
парового экранирования, в результате чего тем-
пература поверхности стабилизируется. Числен-
ное решение двухфазной задачи Стефана в акси-
ально-симметричной постановке показало, что
на испарение расходуется около четверти падаю-
щей энергии в центре области расплава. Проведе-
но сравнение расчетных и экспериментальных
данных: температуры поверхности и радиуса об-

( )γN T
( , )W t r

ласти расплава. Получено хорошее соответствие в
случае учета испарения вещества. Дальнейшее
развитие модели предполагает решение уравне-
ния для термотоков, определение граничных
условий для паров вольфрама с использованием
молекулярных моделей, и в итоге решение систе-
мы уравнений газовой динамики в самосогласо-
ванном электрическом поле. Это позволит опи-
сать движение расплава под воздействием термо-
токов, процесс ионизации паров, конденсацию
газа в капли, а так же неустойчивости, при кото-
рых жидкость будет срываться с поверхности.
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MATHEMATICAL MODELING OF TUNGSTEN MELTING
IN EXPOSURE TO PULSED ELECTRON BEAM
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The paper is devoted to mathematical modeling of the melting process in a sample under the influence of a
pulsed thermal load based on the solution of the two-phase Stefan problem. The free boundary is ignoring
during the calculation, since the numerical model is based on the Samarsky approach. The calculation in ax-
ially symmetric geometry allowed us to show that about a quarter of the incident energy is consumed in the
center of the melt region. This is five times more than estimates based on the solution of the one-dimensional
heat equation give. Considering the evaporation of the substance a good correspondence between the calcu-
lated and experimental temperatures of the cooling surface and the rate of narrowing of the melt region is ob-
tained. The results of mathematical modeling confirmed the existence of an evaporation cooling mode when
tungsten is heated by an electron beam significantly above the melting threshold.

Keywords: mathematical modeling, tungsten evaporation, Stefan’s problem


