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В работе показано, что одномерный конечнозонный оператор Шрёдингера может быть получен
предельным переходом из разностного оператора второго порядка, который коммутирует с некото-
рым разностным оператором нечетного порядка, коэффициенты этих разностных операторов явля-
ются функциями на прямой и зависят от малого параметра. При этом спектральная кривая разност-
ных операторов не зависит от малого параметра и совпадает со спектральной кривой оператора
Шрёдингера.
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В этой работе мы продолжаем изучение ком-
мутирующих разностных операторов ранга один,
начатое в [1]. Мы предполагаем, что коэффици-
енты операторов зависят от малого параметра и
являются функциями на прямой, а не на решетке,
как это принято в теории коммутирующих раз-
ностных операторов. С одной стороны, это пред-
положение позволяет изучать взаимосвязь между
коммутирующими разностными и дифференци-
альными операторами при стремлении малого
параметра к нулю, с другой стороны, это сильно
усложняет задачу, так как в этом случае не удается
построить совместные собственные функции
операторов (функцию Бейкера–Ахиезера) явно.
Здесь мы концентрируемся на случае, когда раз-
ностный оператор второго порядка коммутирует
с разностным оператором нечетного порядка и
при стремлении малого параметра к нулю перехо-
дит в одномерный конечнозонный оператор
Шредингера, хотя предложенная здесь конструк-
ция работает и в общем случае.

Для начала напомним, что одномерный веще-
ственный гладкий периодический оператор Шрё-
дингера   называется∂ +2= ( ),xH u x + τ( ) = ( )u x u x

конечнозонным, если его спектр Флоке (состоя-
щий из собственных чисел, отвечающих блохов-
ским функциям ,  )
состоит из конечного числа отрезков (один из ко-
торых полубесконечен). По теореме Новикова
[2], если H коммутирует с некоторым дифференци-
альным оператором нечетного порядка, то H – ко-
нечнозонен. Далее под конечнозонным оператором
H мы будем понимать оператор коммутирующий с
некоторым оператором нечетного порядка (глад-
кость, вещественность и периодичность потенциа-
ла  не предполагается). Собственная функция
таких операторов (функция Бейкера–Ахиезера)
найдена в [3] в терминах тэта-функции многооб-
разия Якоби гиперэллиптической спектральной
кривой. Цель этой работы – построить оператор
вида

(1)

где  – оператор сдвига, , такой,
что  коммутирует с некоторым разностным
оператором нечетного порядка и такой, что L2 =
=

Прежде чем рассматривать разностные опера-
торы, коэффициенты которых – функции на пря-
мой, напомним некоторые основные факты об
операторах на решетке. Если разностные опера-
торы

ψ( )x ψ + τ ψ( ) = ( ),ipx e x ∈ Rp

( )u x

ε + ε + ε ε 

2

2 = ( , ) ( , ),TL U x W x

εT ε + ε( ) = ( )T f x f x
2L

+ ε( ).H O
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коммутируют, то существует ненулевой полином
 (см. [4]) такой, что . Спек-

тральная кривая  пары операторов задается урав-
нением . В дальнейшем мы будем пред-
полагать, что  – гладкая кривая. Коммутативное
кольцо  разностных операторов изоморфно
кольцу мероморфных функций на замкнутой ри-
мановой поверхности  (на неприводимой замкну-
той алгебраической кривой, которая может быть
сингулярной) с полюсами в точках .
Совместные собственные функции операторов
образуют векторное расслоение ранга l над

. Операторы из  называются -точечны-
ми операторами ранга l.

Классификация двухточечных операторов
ранга 1 дана в [4, 5]. В случае гладкой спектраль-
ной кривой коэффициенты операторов выража-
ются через тэта-функцию многообразия Якоби
(см. [4]). Одноточечные операторы ранга больше
1 рассматривались в [6], в частности, в этой рабо-
те найдены операторы ранга 2 в случае эллипти-
ческой спектральной кривой, примеры таких
операторов в случае спектральной кривой рода
больше 1 найдены в [7]. Рассмотрим одноточеч-
ные коммутирующие разностные операторы ран-
га 1. Функция Бейкера–Ахиезера  для таких
операторов восстанавливается по следующим
спектральным данным

(2)
Здесь  – риманова поверхность рода   – неко-
торая точка на  k–1 – локальный параметр в
окрестности ,  – неспециальный
дивизор на ,  – набор точек в общем поло-
жении. Обозначим через  кольцо мероморф-
ных функций на  с полюсом в  и пусть .
Имеет место теорема.

Теорема 1. Существует единственная меро-
морфная функция  которая обладает
следующими свойствами.

1. 
2. Дивизор нулей и полюсов  имеет вид

если 

если 
3. В окрестности q имеет место разложение

Для  существует единственный разност-
ный оператор вида

+ +

− −− −
∈ v Z

= =
= ( ) , = ( ) ,

M N
j j

M j N j
j M j N

L n T L u n T n

( , )F z w ( , ) = 0M NF L L
Γ

( , ) = 0F z w
Γ

R

Γ

∈ Γ1, , sq q

Γ ∪\{ }jq R s

ψ

−Γ γ ∈ ≠Z
1= { , , , , }, , 0.nS q k p n n

Γ ,g q
Γ,

q γ γ + + γ1= g
Γ ∈ Γnp

! q
Γ q ε ∈ R

ψ ∈ Γ( , ), ,n P P

ψ(0, ) = 1.P
ψ

γ + + γ + + + − γ − − γ −  1 1 1( ) ( ) ,g n gn n p p nq

> 0,n

−γ + + γ − − − − γ − − γ −  1 1 1( ) ( ) ,g n gn n p p nq

< 0.n

−ψ ε + 1= ( ) ( ).n nk O k

∈ !( ) qf P

такой, что

Для другой функции  операторы  и
 коммутируют.

Теперь расширим построенные в теореме 1
операторы так, чтобы коэффициенты операторов
были определены не на решетке, а на прямой. Ос-
новная сложность для этого заключается в том,
что степень дивизора нулей  зависит от n.
Чтобы преодолеть эту сложность, рассмотрим

Заметим, что дивизор нулей и полюсов  имеет
вид

Мы видим, что степень дивизора нулей и по-
люсов не зависит от n (и равна g + 1). Это наблю-
дение позволяет расширить функцию  до
функции  (или ) и построить
коммутирующие разностные операторы с нуж-
ными нам свойствами. Изменим спектральные
данные (2) на спектральные данные вида

где  – гладкое семейство точек такое,
что . Предположим, что координата
точки  имеет вид

Имеет место
Теорема 2. Существует единственная меро-

морфная функция  которая облада-
ет следующими свойствами.

1. Дивизор нулей и полюсов  имеет вид

 причем .

2. В окрестности q функция  имеет разложе-
ние

(3)

3. 

Для  существует единственный опе-
ратор

−
ε ε

− −+ + +
ε ε


1

1 01( ) = ( ) ( ),
m m

mm m
T TL f u n u n

ψ ψ( ) = ( ) .L f f P

∈ !( ) qg P ( )L f
( )L g

ψ( , )n P

ψ +χ
εψ
( 1, )( , ) = .

( , )
n Pn P

n P
χ

χ γ + + + γ + + + −
− γ − − γ −




1

1

( ) = ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ) .

g

g

n n p n
n n q

χ( , )n P
χ ∈ R( , ),x P x ∈ Cx

−Γ γ ε1= { , , , , ( , )},S q k p x

ε ∈ Γ( , )p x
( ,0) =p x q

ε( , )p x

− ε + ε +1 2
2

1

( ) = ( )
( )

k p p x
p x

χ ε ∈ Γ( , , ), ,x P P

χ
χ γ + ε ε + + ε ε − γ ε −( ) = ( , ) ( , ) ( , ) ,x p x x q

γ ε γ ε + + γ ε1( , ) = ( , ) ( , ),gx x x γ ε γ(0, ) =

χ

χ +
1

= (1).
( )
k O

p x

χ +
ε
1= (1).O

∈ !( ) qf P



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 512  2023

ОДНОМЕРНЫЕ КОНЕЧНОЗОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ ШРЁДИНГЕРА 83

 такой, что

где  – некоторый разностный оператор поряд-
ка m – 1, коэффициенты которого – функции от x
и . Для  операторы  и  комму-
тируют. Причем

П р и м е р. Пусть  – эллиптическая
кривая,  – решетка в .
Рассмотрим мероморфную функцию на 

где  – функция Вейерштрасса. Функция
 имеет простые полюса в точках z = 0,

 и простые нули в точках ,
 Оператор, отвеча-

ющий эллиптической функции Вейерштрасса
, имеет вид (1), где

Предположим, что  имеет разложение

тогда

Положим для простоты .
Тогда

Таким образом, оператор  переходит в оператор
Ламе при .

Пусть  – риманова поверхность рода g. При-
ведем явную формулу для  с помощью тэта-
функции многообразия Якоби поверхности .
Пусть  – базис циклов на  с ин-
дексами пересечений ,  =
= δij. Обозначим через  базис нормирован-

ных абелевых дифференциалов  Много-

образие Якоби  поверхности  имеет вид

−
ε ε

− −ε + ε + + ε
ε ε


1
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m mm m
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ε


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−
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z z x x

x x

ζ( )z
χ( , )x z

γ ε= ( , )z x γ + ε ε= ( , )z x
ε γ + ε ε − γ ε= ( , ) = ( , ) ( , ).z p x x x

℘( )z

ε ζ γ + ε ε − ζ γ ε − ζ ε( , ) = ( ( , )) ( ( , )) ( ( , )),U x x x p x

ε −℘ γ + ε ε −℘ γ ε( , ) = ( ( , )) ( ( , )).W x x x

γ ε( , )x

γ ε α + α ε + α ε +2
0 1 2( , ) = ( ) ( ) ( ) ,x x x x

 αε α ε + α + ε +  
 

20
0 1

''( )' '( , ) = ( ) ( )
2

xp x x x

α α0 1( ) = , ( ) = constx x x
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ε
1( , ) = ( ), ( , ) = 2 ( ) ( ),U x O W x x O
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Γ

χ
Γ

, , = 1, ,j ja b j g Γ
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j ij
a

Γ( )J Γ

Тэта-функция задается рядом

Тэта-функция обладает следующими свойствами
периодичности

Пусть  – мероморфная 1-форма на  с просты-
ми полюсами в  и q, с вычетами

  и нормированная

условием .

Отображение Абеля  задается сле-
дующим образом

Пусть  где
– вектор римановых констант. Пусть  –

решение разностного уравнения

 – вектор -периодов, составленный из

. Тогда функция  имеет вид

где  – нормировочный коэффициент
для выполнения асимптотики (1),  – некоторая
точка на . Путь от  до  состоит из фиксиро-
ванного пути от  до  и от q до .

Заметим, что при  форма  переходит в
мероморфную форму , которая имеет полюс
второго порядка в q и нулевые a-периоды. Пусть

 – вектор ее b-периодов.

Рассмотрим гиперэллиптическую спектраль-
ную кривую  заданную уравнением

Γ + Ω Ω Ω ωC Z Z( ) = /{ }, = = .
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g g g
ij ji j
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в качестве выделенной точки выберем 

пусть . Тогда по теореме 2 мероморфной

функции  отвечает оператор  вида (1).
Имеет место

Теорема 3. Имеют место разложения

где c – некоторая константа.

Таким образом, при  оператор  перехо-
дит в одномерный конечнозонный оператор
Шрёдингера.
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ONE-DIMENSIONAL FINITE-GAP SCHRÖDINGER OPERATORS AS A LIMIT 
OF COMMUTING DIFFERENCE OPERATORS

G. S. Mauleshovaa,b,* and Corresponding member of the RAS A. E. Mironova,b,**
a Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

b Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation

In this paper we show that the one–dimensional finite–gap Schrödinger operator can be obtained by passing
to the limit from a second–order difference operator that commutes with some odd–order difference opera-
tor; the coefficients of these difference operators are functions defined on the line and depend on a small pa-
rameter. Moreover, the spectral curve of the difference operators does not depend on the small parameter and
coincides with the spectral curve of the Schrödinger operator.

Keywords: commuting difference operators, one–dimensional Shrödinger operator, commuting differential
operators
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