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 ФИЗИКА 

5

Решение автомодельной задачи о схождении 
сферических и цилиндрических ударных волн 
в работах [1, 2] показывает неограниченный 
рост скорости и давления при фокусировке 
ударных волн. Учет сжимаемости материала 
[3] результата не изменил. Анализ теоретиче-
ских работ [4] показал, что диссипация энер-
гии (вязкость, теплопроводность) не приводит 
к ограничению кумуляции. Однако экспери-
ментальное изучение кумулятивных процес-
сов показало, что достичь бесконечно больших 
величин энергии не удается. Как отмечает ав-
тор работы [4], в процессе кумуляции возни-
кают физические процессы, которые ограни-
чивают рост давления, и неясно, как протекает 

дальнейший процесс кумуляции в режиме не-
устойчивости. В работе [5] приведен обзор экс-
периментальных исследований и показано, что 
реакция материала на действия импульсной 
нагрузки при потере устойчивости движения 
проявляется в образовании на поверхностях 
цилиндрических образцов волнистого рельефа 
с наличием выступов и впадин. Установлено 
также, что упругопластическая модель пове-
дения материала, не учитывающая вязкость, 
не может отразить все особенности реакции 
материала. Невыполнение закона подобия для 
инерционного движения оболочек обнаружено 
в работе [6]. Потеря устойчивости конической 
облицовки в процессе формирования кумуля-
тивной струи приводит к появлению сложной 
внутренней структуры как струи, так и песта, 
что делает необходимым уточнение картины 
течения металла в рамках модели идеальной 
несжимаемой жидкости [7]. 

DOI: 10.31857/S2686740024020017, EDN: KIDOPS

Ключевые слова: цилиндрическая кумуляция, неустойчивость, маховская ударная конфигу-
рация, ударная волна, полосы локализованного сдвига, волна разгрузки

Сужение потока в цилиндрических образцах является причиной неустойчивости движе-
ния, проявляющегося в образовании окружного напряжения сжатия, в результате которого 
на фронте ударной волны возникают возмущения в виде маховских трехударных конфигу-
раций (выступов). Площадь фронта возмущенной ударной волны растет за счет выступов, 
которые усиливаются в результате поглощения более мелких возмущений, постоянно гене-
рируемых на фронте ударной волны. Резкий рост площади фронта на завершающей стадии 
сопровождается образованием нескольких крупных выступов, которые делят фронт ударной 
волны на отдельные сектора, где совершают колебательные движения. При столкновении 
встречных конфигураций возникающая зона высокого давления “выносит” часть сжатого 
материала из-под фронта вперед. Процесс кумуляции завершается, когда высота выступов 
становится равной расстоянию фронта до оси. Околоосевое пространство занимается высту-
пами фронта, а возникшая при этом отраженная ударная волна тормозит набегающий поток.
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6	 БУРАВОВА и др.	

Анализ литературных данных свидетельству-
ет, что, несмотря на высокий уровень экспери-
ментальных исследований, процессы, проис-
ходящие в непосредственной близости от оси 
симметрии цилиндрического образца, в лите-
ратуре не освещены и остаются неясными, об-
ласть около центра образца из рассмотрения 
исключается. В данной работе предпринята 
попытка оценить давление на оси симметрии и 
показать физические процессы, которые огра-
ничивают рост давления.

ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ КУМУЛЯЦИЯ

В работе рассматривается одномерное осе-
симметричное движение, массовая скорость 
которого подчиняется закону

0
0 ,

R
u u

R
=

где R0 – начальный радиус цилиндрического 
образца, R – положение фронта ударной волны. 
Факт потери устойчивости движения принято 
определять по образованию складок на поверх-
ности твердого тела. Цилиндрический образец 
имеет одну поверхность, но на ней размещается 
слой взрывчатого вещества (аммонит 6ЖВ, гек-
соген насыпной плотности), скользящая дето-
нация которого создает ударную волну в образ-
це. На рис. 1 представлен шлиф толстостенного 
стального цилиндра (диаметр 20 мм) с внутрен-
ней полостью (диаметр 6 мм), поверхность ко-
торой может отслеживать форму ударной вол-
ны после ее выхода на поверхность. Наличие 
складок и впадин свидетельствует, что ударная 
волна при сходимости к оси потеряла устойчи-
вость – на ее фронте появились возмущения 
в виде выступов.

Как следует из рис. 1, выход возмущенной 
ударной волны на свободную поверхность со-
провождается повреждаемостью поверхност-
ного слоя. При формировании складок релье-
фа они являются источниками волн разгрузки. 
Интерференция волн разгрузки с двух бли-
жайших складок рельефа приводит к образова-
нию откольных трещин, которые перерастают 
в полосы локализованной деформации, когда 
растягивающие напряжения становятся мень-
ше откольной прочности. Рисунок является до-
казательством откольной природы образования 

полос локализованной деформации [8, 9]. Заме-
тим, что макроструктура на рис. 1 не зависит 
от материала образца и характерна для всех его 
видов. Медь и фторопласт образуют схожую 
систему трещин вблизи центральной части об-
разца [10]. 

В литературе нет общепризнанного названия 
«выпучивания» на поверхности твердого тела 
как признака потери устойчивости движения – 
это морщины, волны в окружном направлении, 
складки, изгибные формы деформации, харак-
терные структурные элементы деформации, 
волны и просто выступы. В данном сообщении 
возмущение поверхности образца будем на-
зывать «складками». Что представляют собой 
возмущения на фронте ударной волны, кото-
рые формируют складки при выходе волны 
на свободную поверхность? В этом помогут ра-
зобраться возмущения на ударном фронте дето-
национной волны с неоднородной структурой. 

Первое взрывчатое вещество с такой структу-
рой детонационного фронта – это смеси нитро-
метана с ацетоном [11]. Эксперименты по соз-
данию искусственного возмущения на ударном 
фронте показали, что возмущение представляет 
собой маховскую (тройную ударную) конфигу-
рацию: косая ударная волна – она же маховская 
волна; продольная ударной волны – продолже-
ние косой волны в сжатом веществе и сам фронт 
ударной волны, по которому распространяется 
возмущение. Следует обратить внимание на не-
разрывную взаимосвязь возмущения с ударно 
сжатым веществом: продольная ударная волна 
является “корнем” маховской конфигурации. 

Рис. 1. Макроструктура поперечного сечения поло-
го цилиндра после обжатия детонационной волной. 

1 мм
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Именно продольная волна переводит плоское 
движение потока в радиальное движение.

Сложность описания кумуляции состоит 
в определении параметров возмущенной удар-
ной волны. Считаем, что на каждом небольшом 
интервале радиуса возмущенная волна движет-
ся с постоянным давлением pi (как за плоским 
фронтом). Однако за фронтом осесимметрич-
ной ударной волны законы сохранения требуют 
рост давления Pi. Разность давлений ∆Pi = Pi −pi  
на i-м интервале характеризует возмущение 
ударной волны из-за принудительного суже-
ния потока, которое является причиной по-
тери устойчивости. Возникновение окружно-
го напряжения сжатия при сужении потока 
приводит к образованию маховских ударных 
конфигураций. Эта разность давлений состо-
ит из двух составляющих – давления, кото-
рое характеризует маховскую ударную волну, 
и увеличения давления возмущенной ударной 
волны за счет сужения потока. Обнаруженная 
устойчивость движения оболочек больших 
размеров в начальный момент [6] означает, что 
существует окружное напряжение сжатия, ко-
торое справляется с сужением потока, поджи-
мает ударно-сжатый материал, сохраняя фронт 
ударной волны гладким. Поскольку величина 
порогового окружного напряжения неизвест-
на и учесть его не представляется возмож-
ным, предполагаем, что половина разности 
DP идет на увеличение давления за фронтом 
возмущенной ударной волны, а другая поло-
вина – на создание маховских конфигураций. 

Тогда
[ ] 1

2
i i

i
P P

p -+
=

 
–

 
давление возмущенной 

ударной волны,  1

2 2
i i i

i
P P∆σ --

= =
 
– окружное 

напряжение сжатия.
Наличие выступов на фронте ударной волны 

увеличивает его площадь. Чтобы найти истин-
ную площадь фронта возмущенной ударной 
волны, следует его “расправить”, для этого не-
обходимо определить массовую скорость глад-
кой ударной волны Ui, давление которой равно 
давлению возмущенной pi:

2 0

0
0,i

i i
c p

U U
b bρ

+ - =

где ρ0 – плотность, с0 и b – параметры адиабаты 
металла. Подстановка Ui в уравнение

2
0

0

i

i

r u
R U

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø  

определяет положение гладкой ударной волны 
ri с давлением pi. Разность ( )2 i ir Rπ -  характери-
зует увеличение площади поверхности фронта 
на i-м интервале, а общая площадь всех высту-
пов на фронте ударной волны равна

( )
1

2
i

i i iS r Rπ= -å .

Высота тройных ударных конфигураций 
зависит от числа сформовавшихся крупных 
выступов. На приведенном рис. 1 количество 
выступов составляет N = 9. Предполагая, что 
форма гофрированного возмущения – полуци-
линдр с площадью поверхности si = πhi, сред-
няя высота выступов на фронте hi определяется 
выражением:

( )

1

2
i

i i
i

r R
h

N

-
= å .

 
Начальная стадия кумулятивного процесса 

характеризуется множеством выступов на фрон-
те ударной волны, их рост идет за счет поглоще-
ния более мелких маховских конфигураций, по-
стоянно возникающих за счет сужения потока.

При приближении фронта ударной волны к оси  
происходит резкий рост его площади и высоты 
выступов, происходит смена механизма взаи-
модействия возмущений с фронтом ударной 
волны. На завершающейся стадии кумуляции 
формируются несколько крупных выступов, 
которые делят фронт ударной волны на отдель-
ные сектора, где они совершают колебательные 
движения. При столкновении тройных ударных 
конфигураций ее продольные волны дополни-
тельно поджимают под фронтом ударно сжатый 
материал, а высокое давление в зоне столкно-
вения “забрасывает” часть ударно сжатого ма-
териала вперед, перед фронтом ударной волны. 
Однако ударная волна не может дойти до оси 
симметрии. Как только высота ее выступов 
становится равной оставшемуся расстоянию 
до оси, околоосевое пространство занимается 
ее собственными выступами. Отраженная вол-
на, возникшая от соударения выступов, оста-
навливает набегающий поток. На этом процесс 
кумуляции завершается.
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В заключение следует отметить, что в рамках 
предложенной модели цилиндрической куму-
ляции не удается теоретически определить чис-
ло маховских конфигураций на конечном этапе. 
Кумулятивные процессы относятся к задачам 
параметрического резонанса и требуют нового 
подхода. 
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ANALYSIS OF PROCESSES ACCOMPANYING  
CYLINDRICAL CUMULATION

S. N. Buravovaa, A. F. Belikovaa, N. I. Mukhinaa, V. O. Kopytskiya, E. V. Petrova,  
Corresponding Member of the RAS M. I. Alymova

aMerzhanov Institute of Structural Macrokinetics and Materials Science of the Russian Academy of Sciences, 
Chernogolovka, Moscow Region, Russia

Flow contraction within cylindrical samples causes instability in motion, leading to the formation 
of circumferential compression stress. This then results in perturbations in the form of Mach three-
shock configurations (protrusions) at the shock front. The area at the front of the perturbed shock wave 
increases due to these protrusions. Furthermore, the protrusions are amplified as a consequence of the 
absorption of smaller perturbations, which are continuously generated at the shock front. The shock 
front undergoes sharp growth at the final stage, giving rise to several large protrusions that divide it 
into separate sectors. These sectors undergo oscillatory movements. As the counter configurations 
collide, a high-pressure zone is generated, which propels some of the compressed material forward. 
The protrusions reach their maximum height when they become equal to the distance of the front to the 
axis. The near-axis region is taken up by the frontal protrusions, and the consequent rarefaction shock 
wave decelerates the incoming flow.

Keywords: cylindrical cumulation, instability, Mach shock configuration, shock wave, localized shear 
bands, unloading wave
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Фундаментальные вопросы образования, 
структуры, динамики и эволюции объектов 
Солнечной системы [1, 2] требуют знания урав-
нения состояния (УРС) вещества при высоких 
давлениях [3]. УРС также необходимо для про-
ведения численного моделирования различных 
высокоэнергетических процессов в космосе. 
К их числу следует отнести процессы ударно-
го воздействия различного масштаба, как, на-
пример, прохождения космического аппарата 
через кометное облако в проекте “Венера–Гал-
лей” [4], столкновения металлического удар-
ника с ядром кометы Tempel 1 [5], эксперимент 
LCROSS по поиску водяного льда на южном по-
люсе Луны [6], проблемы столкновения кометы 
Шумейкера–Леви с Юпитером [7, 8], а также за-
дачи астероидной опасности и защиты от кос-
мического мусора. Данные обстоятельства мо-
тивируют разработку УРС таких веществ, как 
реголит, составляющий материал поверхности 
Луны [9, 10], и обыкновенный хондрит, основ-
ной материал метеоритов [11].

Современное состояние проблемы УРС ве-
щества, методы экспериментальных иссле-
дований и теоретические подходы изложе-
ны в монографиях [3, 12] и публикациях [13]. 

В практике построения УРС вещества для ши-
рокой области фазовой диаграммы максималь-
но используются результаты теоретических 
расчетов и имеющийся массив разнородных 
экспериментальных данных [3, 13].

Согласно данным исследований, поверхность 
Луны представляет собой структуру сложного 
физико-химического состава [9, 10]. Доставлен-
ные лунными экспедициями образцы реголита 
имеют среднюю плотность 1.2 г/см3, пористость 
до 50% и состоят из частиц спекшейся и разру-
шенной породы. Отдельные фрагменты грун-
та, камни имеют плотность от 1.3 до 1.8 г/см3  
и близкий химический состав, который в сред-
нем можно оценить как Si02 – 40–45%, FeO – 
20%, Al203 – 12%, CaO – 10% (массовые про-
центы). Свойства реального лунного грунта 
исследованы методом ударного сжатия в работе 
[14], где получены аппроксимационные соотно-
шения D = a + bU (D – скорость фронта ударной 
волны, U – массовая скорость вещества за фрон-
том) для ударных адиабат фаз низкого и высо-
кого давлений, соответственно: ρ00 = 1.8 г/см3,  
a = 0.1 км/с, b = 1.3 при 0.68 < U < 1.02 км/с и 
a = –1.01 км/с, b = 2.39 при 0.99 < U < 1.83 км/c. 
Рисунок 1 иллюстрируют ударные адиабаты 
фаз низкого и высокого давления реголита [14] 
в кинематических переменных волновая – мас-
совая скорость ударной волны. Рассмотрение 
зависимостей [14] давления от плотности по-
казывает аномальность сжатия – при увеличе-
нии давления плотность уменьшается. Данная 
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особенность типична для случая ударного сжа-
тия пористого вещества [2]. Использование 
аппроксимаций [14] в УРС лунного грунта до-
пустимо при проведении численного модели-
рования высокоскоростного удара по реголиту 
указанной начальной плотности при давлениях 
до 10 ГПа.

В более общем случае необходимо исполь-
зовать реалистичное УРС. Сложность задачи 
заключается в отсутствии экспериментальных 
данных о свойствах реголита при высоких дав-
лениях более 100  ГПа и практической невоз-
можности описания материала столь сложных 
структуры и состава с применением современ-
ных первопринципных методов. В подобной 
ситуации целесообразно основываться на име-
ющейся при высоких давлениях информации 
о свойствах основных оксидов, образующих 
реголит. 

Знание ударных адиабат компонент реголи-
та позволяет рассчитать его смесевую ударную 
адиабату. Согласно принципу аддитивности, 
в случае ударного сжатия для давления PH 
на ударной адиабате удельный объем вещества, 
состоящего из N компонент, представляется 
выражением: 

 
1

N

i i
i

V x V
=

=å ,
 

где xi и Vi – массовая доля и удельный объем 
каждой компоненты [15, 16]. Применимость 
принципа аддитивности показана для смесей 
парафин-мрамор [15], парафин-вольфрам [16] 
и, впоследствии, сплавов и композитных мате-
риалов. В области высоких давлений для TiO2, 
Al2O3, MgO и SiО2 разработаны широкодиапа-
зонные калорические УРС [17], в случае FeO – 
многофазное УРС [18] и аналогичное для CaO. 
Расчет смесевой ударной адиабаты реголита 
состава TiO2 (10%), Al2O3 (11%), FeO (17%), MgO 
(9%), CaO (11%) и SiО2 (42%) (взяты массовые 
проценты компонентов, их состав соответству-
ет морскому реголиту [9]), показан на рис. 2 при 
давлениях от 100 до 1000 ГПа. 

Процедура определения параметров фазы 
высокого давления вещества приведена в рабо-
те [19], и, следуя данной методике, определена 
начальная плотность фазы высокого давления 
реголита ρ0 = 4.13 г/см3, модуль изоэнтропи-
ческого сжатия и его производная по давле-
нию, используемые далее при построении УРС 
по модели [17]. Рассчитанные по УРС ударные 
адиабаты реголита показаны на рис. 1, 2 в со-
поставлении с соответствующими смесевыми 
ударными адиабатами. Из анализа рисунков 
следует высокая точность описания смесевой 
ударной адиабаты при высоких давлениях и не-
противоречивое описание результатов измере-
ний ударной сжимаемости пористого материала 

Рис. 1. Ударные адиабаты реголита и хондрита. 
Обозначения: линии 1 и 1׳ – расчет по УРС фаз вы-
сокого давления реголита и хондрита, 2 – реголит 
начальной плотности ρ00 = 1.8 г/см3; точки 3 – дан-
ные измерений [14], 4 и 5 – расчет смесевых удар-
ных адиабат реголита и хондрита соответственно 
по правилу аддитивности.

Рис. 2. Ударные адиабаты реголита, хондрита и по-
родообразующих оксидов. Обозначения: сплошные 
линии – расчет по УРС [17, 18], 1 – вюстит FeO, 2 – 
рутил TiO2, 3 и 3 -реголит и хондрит (точки – сме – ׳
севая ударная адиабата), 4 – корунд Al2O3, 5 – пери-
клаз MgO, 6 – известь CaO, 7 – стишовит SiO2.
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реголита с начальной плотностью ρ00 = 1.8 г/см3  

[14] при давлениях до 10 ГПа. 

Хондриты – метеориты, содержащие хон-
дры, сферические или эллиптические образо-
вания. В классификации метеоритов хондри-
ты составляют наиболее распространенную 
подгруппу. Хондриты показывают более 92% 
от  количества падений на Землю каменных 
метеоритов и более 85% от общего количества 
метеоритов. Обыкновенные хондриты встреча-
ются наиболее часто. Согласно [11], группы H, L 
и LL близко связаны и образуют клан обычных 
хондритов. Результаты исследований собран-
ных образцов Челябинского метеорита пока-
зали [20], что по содержанию главных элемен-
тов в темной и светлой фракциях он относится 
к LL-типу обыкновенных хондритов. Типич-
ный состав LL-типа хондритов (массовые %): 
SiO2 (40.6), TiO2 (0.13), Al2O3 (2.36), Cr2O3 (0.54), 
FeO (26.62), MnO (0.35), MgO (25.22), CaO (1.92), 
Na2O (0.95), K2O (0.1), P2O5 (0.22) (сумма 98.89%) 
также приведен в работе [20]. 

Вклад в ударную сжимаемость смеси компо-
нент при массовом содержании вещества менее 
1% пренебрежимо мал, поэтому для расчета 
примем указанный состав LL-хондрита с уче-
том данного фактора и правильной норми-
ровки: SiO2 (42%), Al2O3 (3%), FeO (28%), MgO 
(25%), CaO (2%) (сумма 100%). Результаты для 
фазы высокого давления хондрита, хотя бо-
лее корректно полагать, что это фаза высокого 
давления вещества метеорита, соответствую-
щего по составу LL-хондриту, также показаны 
на рис. 2. Обращает внимание близость по-
ложения в p–V-плоскости смесевых ударных 
адиабат обоих материалов, реголита и хондри-
та, несмотря на различия в их составе. Причи-
на, по-видимому, в том, что основной вклад 
в ударную сжимаемость вносит плотная моди-
фикация кварца, стишовит, чья массовая доля 
наибольшая, а вклад вюстита и периклаза, хотя 
и отличается по массовой доле почти в 2 раза 
для реголита и хондрита, не является столь 
определяющим. Построенное УРС хондрита 
с высокой точностью описывает смесевую удар-
ную адиабату. Сопоставление также приведено 
на рис. 1 и в кинематических переменных от-
личие УРС реголита и хондрита выражено еще 
слабее, чем на рис. 2. 

Таким образом, в данной работе предложен 
и реализован метод построения УРС реголита 
и хондрита с использованием расчетных смесе-
вых ударных адиабат для области высоких дав-
лений, полученных на основе принципа адди-
тивности и знания ударных адиабат основных 
образующих оксидов. Разработанные широко-
диапазонные УРС реголита и хондрита могут 
эффективно применяться при проведении чис-
ленного моделирования высокоэнергетических 
процессов.
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ВВЕДЕНИЕ

В 1962 г. Б. Джозефсоном [1] был предсказан 
эффект бездиссипативного протекания тока че-
рез слабую связь между двумя сверхпроводни-
ками в отсутствие напряжения. Это явление и 
до настоящего момента является основой для 
множества теоретических и эксперименталь-
ных исследований. В последнее время большой 
интерес вызывают джозефсоновские контакты 
с большим числом (M > 2) терминалов. Такие 
системы потенциально могут найти применение 
в качестве компонентов различных приборов. 

Например, термоциркуляторов [2], датчиков 
магнитного поля [3]. Они не менее интересны 
и с чисто теоретической точки зрения. В таких 
структурах реализуются связанные состояния, 
благодаря явлению андреевского отражения 
[4]: электрон летит из металла и отражается 
от сверхпроводника в виде дырки и наоборот. 
Их уровни энергий зависят от разностей фаз 
сверхпроводников. Между такими фазовыми 
спектрами в M-терминальных джозефсоновских 
контактах и обычными спектрами в (M − 1)-мер-
ных твердых телах была найдена аналогия, по-
служившая толчком для множества новых ис-
следований [5, 6, 7]. Сверхпроводящие разности 
фаз на переходе играют роль квазиимпульсов, 
периодичность энергий уровней по модулю 2π 
имитирует зону Бриллюэна.

В центре контакта всегда находится рассеи-
ватель, который описывается некоторой S-ма-
трицей. Квадрат модуля ее элемента 

2
, ,i j i jT s=

DOI: 10.31857/S2686740024020034, EDN: KHVNWC

Ключевые слова: сверхпроводимость, многотерминальные структуры, джозефсоновские кон-
такты, андреевские связанные состояния

В многотерминальных структурах на основе нормальных металлов и сверхпроводников при-
сутствуют андреевские связанные состояния. Их спектр определяется параметрами системы, 
в частности фазами рассеяния и коэффициентами прохождения в узлах. В сообщении найде-
ны условия, при которых андреевские связанные состояния обладают универсальностью: они 
не меняются при любом изменении фаз, набираемых квазичастицами при отражении от при-
меси. Как следствие, спектр полностью определяется транспортными характеристиками си-
стемы. Результат получен для структуры в виде М-конечной звезды из нормального металла, 
каждый из лучей (терминалов) Nk которой приведен в контакт со своим сверхпроводником Sk, 
1 ≤ k ≤ M. Вместе они образуют т.н. многотерминальный джозефсоновский контакт. В центре 
его находится немагнитная примесь, описываемая некоторой матрицей рассеяния.
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дает вероятность соответствующей частице пе-
рейти из i-го терминала в j-й, а αi, j = arg si, j есть 
приобретаемая в этом процессе фаза. Посколь-
ку матрица рассеяния отвечает за туннелиро-
вание между терминалами, уровни энергий 
андреевских состояний также зависят и от нее.

В данной работе рассматриваются некоторые 
особенности этой связи. А именно нас интере-
сует вопрос, при каких условиях можно полно-
стью восстановить спектр андреевских состоя-
ний, зная лишь транспортные характеристики 
системы? Транспортными характеристиками 
мы называем величины Ti, j. Поскольку они 
входят линейно в формулу Ландауэра [8] при 
малых напряжениях и пропорциональны кон-
дактансу перехода в одноканальном случае, то 
их можно измерить на эксперименте. Ток через 
терминал i тогда представляется в виде [8]

	
, ,

1

,
M

i i j i j
j

I G V
=

= å
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где Vi, j – напряжение между терминалами i и j, 
2

0
e

G
π

=
  

–
 
квант проводимости.

Простым примером системы, в которой вы-
полняется выше указанное свойство, является 
короткий SNS-контакт (superconductor – normal 
metal – superconductor). Известно, что выражение 
для энергий андреевских состояний такой струк-
туры в некоторых приближениях имеет вид [9]

	
  1,22

0 1,21 sin ,
2

E T
φ

∆= ± -
 	

(2)

где ∆0 – энергия щели сверхпроводников, 
1,2 1 2φ φ φ= -  – разность фаз сверхпроводни-

ков. Видно, что выражение (2) содержит в себе 
только вероятность туннелирования T1,2, но 
не фазы элементов S-матрицы.

Можно пойти дальше и рассмотреть короткий 
трехтерминальный контакт. В случае симметрии 
к обращению времени матрица рассеяния элек-
тронов ŝe(E) будет симметричной матрицей 3 × 3:

	

( )
1,1 1,2 1,3

1,2 2,2 2,3

1,3 2,3 3,3

.e

s s s

s E s s s

s s s

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø



 	

(3)

Рассеяние дырок описывается матрицей  
ŝh(E) = ŝe(−E). Кроме того, потребуем, чтобы 
она не зависела от энергии на масштабе |E | < ∆0. 
Тогда, если написать уравнение на спектр и ре-
шить его, оно даст простое решение E = ±∆0 и 
нетривиальное [10, 11]:

    1,2 2,3 3,12 2 2
0 1,2 2,3 3,11 sin sin sin ,

2 2 2
E T T T

φ φ φ
∆= ± - - -

(4)

где ,i j i jφ φ φ= - . Снова оказалось, что выраже-
ние для энергии уровня зависит только от ко-
эффициентов прохождения и не содержит фазы 
матрицы рассеяния, которые нельзя опреде-
лить из транспортных измерений. Заметим, что 
в чисто нормальных структурах такого эффек-
та не наблюдается. Если рассмотреть потенци-
альный ящик с несколькими терминалами, то 
в спектр связанных состояний явно будут вхо-
дить фазы рассеяния.

В работе для общности выводов рассматрива-
ется джозефсоновский контакт с произвольным 
числом коротких терминалов M. При опреде-
ленных условиях спектр такой структуры мож-
но восстановить, зная только транспортные 
характеристики. При этом зависимость от про-
чих параметров матрицы рассеяния пропадает. 
Условия, наложенные на S-матрицу, играют 
в этом определяющую роль. Если хоть одно 
из них не выполнено, сокращения оставшихся 
свободных параметров не происходит.

1. ОПИСАНИЕ СТРУКТУРЫ
Опишем подробно изучаемую структуру и 

приближения, в которых будем работать. Пусть 
M сверхпроводников S1, ..., SM соединены каж-
дый со своим нормальным металлом N1, ..., NM. 
В свою очередь все нормальные области (т.н. 
терминалы) соединяются в одной точке. В ней 
расположена примесь, рассеяние частиц на ко-
торой описывается некоторой матрицей рассея
ния. Такая система называется многотерми-
нальным джозефсоновским контактом (рис. 1).

Будем считать, что по мере приближения к гра
ницам с нормальными областями сверхпроводя-
щие выводы сужаются. В результате задача стано-
вится одномерной. Каждый нормальный металл 
имеет лишь один проводящий канал. Зависи-
мость параметра порядка системы от координат 
ступенчатая [12]:
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В приближении среднего поля [13] воз-
буждения, которыми описываются процессы 
в нормальной части системы, можно условно 
разделить на электроноподобные и дырочнопо-
добные. Для таких квазичастиц хорошо извест-
но явление андреевского отражения [4]. Если 
электроноподобное возбуждение с энергией 
E   <   ∆ 0 в нормальном металле сталкивается 
с  NS -границей, то в пределе ∆0  <<  μ, где μ – 
химический потенциал, оно с вероятностью 
близкой к единице отражается в виде дырки. 
Аналогичный процесс происходит и с дыркой.

Итого в структуре присутствуют процессы 
двух типов. Во-первых, нормальное рассеяние 
электронов в центральной части описывается 
некоторой матрицей ŝe(E). Рассеяние дырок 
описывается тогда матрицей, удовлетворяю-
щей условию1 ŝh(E) = ŝe(−E). Во-вторых, ан-
дреевское отражение. Оно происходит во всех 
терминалах на границах между нормальным 
металлом и сверхпроводником. Поскольку мы 
считаем NS-границы чистыми, обычное рас-
сеяние на них подавлено в сравнении с андре-
евским. Благодаря этим двум процессам в рас-
сматриваемой структуре возникают связанные 

1 Данная связь следует из электрон-дырочной симметрии 
уравнений Боголюбова–де Жена [7].

состояния таких частиц в подщелевой области 
энергий.

2. УНИВЕРСАЛЬНОСТЬ СПЕКТРА 
АНДРЕЕВСКИХ СОСТОЯНИЙ

Из условия существования нетривиального 
решения уравнений Боголюбова–де Жена [13] 
в подщелевой области энергий получаем урав-
нение на спектр, известное как формула Бее-
наккера [14]:

	
( ) ( )  

*2det 1 0,i i
e ee s E e s Eφ φγ -æ ö÷ç - - =÷ç ÷çè ø

 

 
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где  
1

0
cos

E
i

e ∆γ
- æ ö÷ç ÷- ç ÷ç ÷çè ø= , { }1diag ,..., Mφ φ φ=  – фазы 

сверхпроводников.
Выясним, при каких условиях уравнение 

(6) будет зависеть лишь от коэффициентов 
прохождения. Для этого потребуем, что-
бы матрица рассеяния удовлетворяла двум 
свойствам:

независимость от энергии при | E |  <  ∆ 0

	
( ) ,e es E s= 

	
(7)

симметрия к обращению времени (отсут-
ствие магнитного поля)

	
.

T
e es s= 

	
(8)

Заметим теперь, что из-за унитарности S-ма-
трицы не все вероятности туннелирования и 
фазы являются независимыми. Поэтому, пре-
жде чем продвинуться дальше, необходимо 
определиться с параметризацией.

Произвольная унитарная симметричная ма-
трица M × M определяется

( )
 

2
2 2 1

2
2 2

M MM M
M M

+-
- - =

независимыми параметрами. Выберем в ка-
честве таковых модули недиагональных эле-
ментов матрицы ,i jT  и фазы диагональных 
элементов αi, j. Нетрудно проверить, что их 

Рис. 1. Схематическое изображение M-терминаль-
ного джозефсоновского контакта.
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в сумме ровно 
( )1

2

M M +
. Теперь мы готовы 

сформулировать доказываемое утверждение: 
в выбранной параметризации спектр андре-
евских состояний полностью определяется 
только вероятностями туннелирования Ti, j и 
не зависит от оставшихся параметров, диа-
гональных фаз αi,i.

Чтобы показать это, представим ŝe с учетом 
ее симметричности в виде произведения трех 
матриц:

	

 

2 20
i i

es e es
α α

=  ,	 (9)

где 
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Видно, что в центре находится симметрич-
ная унитарная матрица ŝ0 с действительными 
числами на диагонали. Такая матрица опреде-

ляется ( )1

2

M M -

 
числом параметров. Выберем 

в качестве таковых модули недиагональных 

элементов ,i jT . Тогда остальные величины Ri,i 
и ( )0

,
arg

i j
s  можно выразить через них из условий 

унитарности. Следовательно, матрица ŝ0 полно-
стью определяется параметрами Ti, j. Если под-
ставить разложение (9) в формулу Беенаккера 
(6), то можно показать, что диагональные фазы 
αi,i сокращаются:

	
  

0 0
*2det 1 0.i ie s e sφ φγ -æ ö÷ç - =÷ç ÷çè ø

 

 

	 (10)

Таким образом, в спектр андреевских состо-
яний не входят неизмеряемые набеги фаз отра-
жения. Поэтому, чтобы полностью определить 
уровни энергии, достаточно знать лишь транс-
портные характеристики системы.

3. КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ ТРАЕКТОРИИ

Сокращение фаз в спектре можно продемон-
стрировать более наглядным способом. Для этого 
представим нормальную часть рассматриваемой 
структуры в виде ориентированного графа (рис. 2), 

по которому могут путешествовать возбуждения. 
Вершина Se/h соответствует нормальному рассея-
нию электрона/дырки на центральной примеси. 
Каждому терминалу отвечают 4 ребра графа: для 
двух типов частиц и двух направлений движения. 
Вершина ( )iAα β®  соответствует андреевскому от-
ражению частицы α в частицу β в терминале i.

Рассмотрим квазиклассическую траекторию 
частицы на графе. Для простоты пусть в начале 
пути она будет электроном. Траектория опреде-
ляется последовательностью терминалов, кото-
рые посещает квазичастица. При таком процес-
се меняются ее модуль и фаза. Нас интересует 
только вторая величина. Покажем, что на тра-
екториях, определяющих связанные состояния, 
набег диагональных фаз сокращается.

Как следует из (9), фаза, приобретаемая элек-
троном при рассеянии из терминала i1 в терми-
нал i2, может быть представлена в виде

	
( )1 1 2 2

1 2

, ,
0

,
arg ,

2 2
i i i i

i i
s

α α
+ +

	
(11)

где величина ( )
1 2

0
,

arg
i i

s  зависит только от коэф-
фициентов прохождения. Вообще говоря, так-
же на пути частицы присутствует набег фаз за 
счет отражения от NS-границ, однако на дока-
зательстве это не сказывается. Из связи *

h es s=  
аналогичное выражение можно записать для 
дырки. Ее набег фаз будет тогда отличаться от 
(11) лишь знаком.

Se

. . . . . .
Ah→e

Sh

(M) Ah→e
(2) Ah→e

(1)

Ae→h
(1) Ae→h

(2) Ae→h
(M)

Рис. 2. Граф многотерминального джозефсонов-
ского контакта. Вершины Se, Sh соответствуют нор-
мальному рассеиванию электронов и дырок, вер-

шины ( )A
i

α β®  – андреевскому рассеянию частицы 
α в частицу β. По сплошным ребрам перемещаются 
электроны, по штрихованным – дырки.
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Рассмотрим теперь произвольную квазиклас-
сическую траекторию возбуждения в системе. 
Пусть на своем пути частица проходит после-
довательность терминалов i1 → i2 → ... → ik. По-
сле суммирования вкладов каждого перехода 
получаем, что набранная при этом фаза равна

	
( ) ,1 1 ,,

1
2 2

k ki ii i k αα
+ - + Ф

	  (12)

где Ф не зависит от величин αi,i.
Спектр рассматриваемой структуры опре-

деляется из правила квантования типа Бора– 
Зоммерфельда, поэтому вклад в него дают 
только замкнутые траектории на графе [15]. 
На таких путях полный набег фаз, как видно из 
(12), не зависит от фаз отражения. Хотя на про-
извольных траекториях он, конечно, может 
быть ненулевой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В разделе 2 было показано, что спектр мно-
готерминального джозефсоновского контакта 
полностью определяются транспортными ха-
рактеристиками структуры, если матрица рас-
сеяния удовлетворяет определенным условиям. 
Это также легко видеть и в квазиклассическом 
формализме (раздел 3). Фазы, набираемые 
на замкнутых траекториях в системе, не зави-
сят от величин αi,i.

Требования (7), (8) являются определяющими. 
Невыполнение любого из них влечет за собой 
нарушение тонкого сокращения фаз отражения. 
Симметрию к обращению времени можно лег-
ко нарушить, введя магнитное поле в систему. 
Условие энергонезависимости в области |E | < ∆0 
тоже не всегда может быть выполнено.

Если же матрица удовлетворяет этим требо-
ваниям, то такой джозефсоновский контакт де-
монстрирует нам некоторую универсальность. 
С физической точки зрения это означает, что 
спектры таких систем будут полностью иден-
тичны, если одинаковы их транспортные ха-
рактеристики. Например, на месте централь-
ного рассеивателя может быть любая другая 
сколь угодно сложная нормальная структура. 
Однако если величины Ti,j для новой системы 
остаются такими же, то спектр не поменяется. 
Матрица рассеяния же будет давать некоторое 

эффективное описание центральной части 
контакта без подробностей о ее внутренней 
структуре.

Заметим, что процедура восстановления 
спектра по коэффициентам прохождения в об-
щем случае является трудной задачей. Чтобы ее 
выполнить, вероятно, необходимо выразить все 
недиагональные фазы αi,j матрицы рассеяния 
через величины Ti,j, используя условия унитар-
ности. Однако система уравнений получается 
сложной, и неочевидно, существует ли у нее 
решение.

Интересно, что ровно такая же проблема воз-
никает в задачах физики элементарных частиц, 
поскольку в этой области часто приходится 
иметь дело лишь с вероятностями рассеяния. 
В работе [16] исследовалась задача восстановле-
ния унитарной матрицы по значениям модулей 
ее элементов. Было показано, что в симметрич-
ном случае задача имеет несколько решений, 
однако эти решения отличаются только выбо-
ром знаков при матричных элементах.
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UNIVERSALITY OF THE SPECTRA OF MULTITERMINAL 
JOSEPHSON JUNCTION

A. F. Posadskiia,b, A. G. Semenova,c, Corresponding Member of the RAS P. I. Arseeva

aP.N. Lebedev Physical Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University), Dolgoprudny, Moscow Region, Russia

cSkolkovo Institute of Science and Technology, Moscow, Russia
Andreev bound states are formed in multiterminal structures based on normal metals and 
superconductors. Their spectrum is determined by the system parameters, in particular the scattering 
phases and transmission coefficients at the nodes. The article found conditions under which Andreev 
bound states are universal: they don’t change with any change in the reflection phases. As a consequence, 
the spectrum is completely determined by the transport characteristics of the system. The result was 
obtained for a structure in the form of an normal metal M-finite star, each of the rays (terminals) Nk of 
which is in contact with its superconductor Sk, 1 ≤ k ≤ M. Together they form a multiterminal Josephson 
junction. At the center of the structure there is a non-magnetic impurity with its some scattering matrix.

Keywords: superconductivity, multiterminal structures, Josephson junctions, Andreev bound states
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В устройстве термоядерных установок типа 
токамак, таких как ITER, важная роль отво-
дится контролю накопления термоядерного 
топлива в компонентах первой стенки и пере-
осаждениях, образующихся при длительных 
импульсах плазменного разряда [1]. Взаимо-
действие плазмы с внутренней облицовкой 
вакуумной камеры и накопление в ней термо-
ядерного топлива являются одними из ключе-
вых факторов, определяющих выбор обращен-
ных к плазме материалов для термоядерных 
устройств нового поколения [2]. На данный 

момент в качестве материала дивертора и пер-
вой стенки ITER предполагается использовать 
вольфрам благодаря уникальным характери-
стикам, таким как высокая температура плав-
ления, хорошая теплопроводность, высокая 
устойчивость к термическим нагрузкам. Кроме 
того, у вольфрама низкий уровень накопле-
ния радиоактивного трития, что также явля-
ется преимуществом для его использования 
как конструкционного материала [3]. Однако 
контроль накопления термоядерного топлива 
в переосаждениях вольфрама является важ-
ным вопросом как с точки зрения управления 
плазмой, так и безопасности, так как содержа-
ние изотопов водорода в переосажденных сло-
ях может в 10–15 раз превышать концентрацию 
в объемном материале [4]. 

Среди механизмов накопления изотопов во-
дорода в первой стенке термоядерных реакторов 

DOI: 10.31857/S2686740024020043, EDN: KHRXIS

Ключевые слова: лазерно-индуцированная абляция, лазерно-индуцированная десорбция, мо-
делирование, первая стенка, токамак, диагностика накопления трития

Сравниваются методы лазерно-индуцированной десорбции (ЛИД) и абляции (ЛИА) для 
оценки возможности абсолютного количественного анализа содержания изотопов водоро-
да в материалах первой стенки термоядерных реакторов. Пленки вольфрама, насыщенные 
дейтерием, толщиной 300–400 нм на кремниевой подложке использовались как модельные 
образцы. Для реализации ЛИД образцы облучались лазерными импульсами с длительностью 
200 мкс и плотностью энергии 50–150 Дж/см2, для ЛИА – 12 нс и 5–15 Дж/см2. Регистрация 
остаточных газов проводилась методом квадрупольной масс-спектрометрии. В режиме ЛИД 
проведено компьютерное моделирование нагрева лазерным импульсом. Результаты моде-
лирования и эксперимента показали, что нагрева при плотности энергии 100–150 Дж/см2 
достаточно для дегазации пленок вольфрама исследуемой толщины. Сравнение количества 
десорбированного дейтерия в режиме ЛИД (150 Дж/см2) и ЛИА (15 Дж/см2) показывает, что 
оно идентичное в пределах погрешности измерения и равно 4.15±0.15·1014 см-2.
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выделяют кратковременную адсорбцию с по-
следующим газовыделением, глубокую им-
плантацию (захват изотопов водорода на ради-
ационных дефектах, в примесях, дислокациях 
и междоузлиях кристаллической решетки) и 
совместное осаждение с материалами, распы-
ленными при контакте плазмы с поверхностью 
облицовки [5]. Причем переосаждение приводит 
к непрерывному накоплению изотопов водорода 
без точки насыщения, поэтому именно пленки 
требуют особого внимания при проведении диа
гностики накопления радиоактивного трития. 

Одними из наиболее точных и зарекомен-
довавших себя методов получения данных об 
абсолютном содержании изотопов водорода 
являются метод термодесорбционной спектро-
скопии [6] и метод ядерных реакций [7]. Однако 
оба этих метода могут быть реализованы толь-
ко после вскрытия вакуумной камеры – крайне 
нерегулярной процедуры даже в действующих 
токамаках, а в случае использования трития 
в качестве рабочего газа сопряженной с огром-
ными временными и финансовыми затратами. 
Другой проблемой этих методов является не-
возможность оперативной оценки содержания 
дейтерия и трития, захваченных в ходе импуль-
сов плазменного разряда. Отсутствие возмож-
ности in-situ контроля нестабильности плазмы, 
вызывающей нагрев первой стенки токамака и 
десорбцию трития или дейтерия в плазму, мо-
жет приводить к изменению количественного 
соотношения между компонентами топлива 
и неконтролируемой термоядерной реакции 
[8]. Кроме того, при извлечении исследуемых 
объектов и контакте с атмосферным воздухом 
будет происходить изотопный обмен, что мо-
жет существенно повлиять на количественный 
анализ [9, 10].

Последние 10–15 лет активно развиваются 
дистанционные лазерные методы оценки ко-
личества изотопов водорода в элементах первой 
стенки [1, 11–13]. К этим методам относятся 
лазерно-индуцированная десорбция (ЛИД) и 
лазерно-индуцированная абляция (ЛИА) в со-
четании с масс-спектрометрией и оптической 
спектроскопией. Эти методы могут применять-
ся между импульсами плазменных разрядов без 
необходимости вскрытия вакуумного объема 
термоядерного реактора.

Эффективность детектирования изотопов 
водорода методом ЛИД совместно с квадру-
польным масс-спектрометром (ЛИД-КМС) 
составляет от 60 до 90% по сравнению с изме-
рениями на таких же образцах термодесорбци-
онной спектроскопией (ТДС) и предполагается 
как диагностика накопления трития на ITER 
[11, 14]. Данный метод уже имеет доказанную 
эффективность для слоев Be до 10 мкм, одна-
ко он плохо применим для объемных материа
лов и мало изучен для переосажденных слоев 
вольфрама. 

ЛИА является альтернативным методом дис
танционной диагностики, который дает воз-
можность профилирования содержания изо-
топов водорода по глубине за счет послойного 
удаления материала [12], а также проведения 
спектроскопии лазерной искры [13, 15–17]. Не-
смотря на преимущества ЛИА, одним из ос-
новных недостатков применения является уда-
ление материала мишени в различной форме: 
атомы, молекулы, кластеры, капли микронного 
размера и твердые частицы [18]. При этом оста-
ется неясным, какая часть водорода, содержа-
щаяся в удаленном материале, может быть за-
регистрирована методом масс-спектрометрии. 
Сравнение измерений содержания дейтерия 
в пленках алюминия методом ЛИА с ТДС и 
ЛИД было проведено в работе [19], где было 
показано, что ЛИА позволяет выделить до 85% 
дейтерия от значения, полученного методом 
ТДС. Несмотря на близкое значение зареги-
стрированного дейтерия методом ЛИА, коли-
чественный результат, полученный методом 
ЛИД с длительностью импульса 10 нс, у авто-
ров составляет 9% [19], в сравнении с 60–90% 
зарегистрированными ЛИД-КМС в работе [11] 
при длительностях лазерного импульса 3–5 мс. 
Существующие на данный момент противо-
речивые результаты о количественном содер-
жании изотопов водорода в переосажденных 
слоях лазерными методами ЛИА и ЛИД требу-
ют дополнительных исследований для оценки 
возможности их применения для мониторинга 
накопления термоядерного топлива, в том чис-
ле для переосаждений вольфрама. 

В данной работе приводятся результаты ко-
личественного сравнения измерений содер-
жания дейтерия методами ЛИА и ЛИД в слу-
чае модельных образцов пленок вольфрама, 
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осажденных на кремниевой подложке. Для осу-
ществления ЛИД использовался режим свобод-
ной генерации лазера. Для данного процесса 
было проведено компьютерное моделирование 
нагрева образца лазерным излучением. ЛИА 
осуществлялась на этом же стенде, но в режиме 
модуляции добротности.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА  
И ОБРАЗЦЫ

Для проведения ЛИД и ЛИА использовал-
ся импульсный лазер Nd:YAG Solar LQ529 
(Solar LS, Беларусь) с длиной волны излучения 
1064 нм, частотой следования импульсов 10 Гц 
и возможностью работы в режимах модуляции 
добротности и свободной генерации с длитель-
ностью импульса 12 нс и 200 мкс соответствен-
но. Энергия в импульсе составляет 450 мДж. 
Профиль лазерного излучения имеет близкое 
к равномерному распределение энергии в ре-
жиме свободной генерации и гауссово распре-
деление для режима модуляции добротности 
с пиковой плотностью энергии на поверхности 
образца от 1 Дж/см2 до 150 Дж/см2, которая из-
меняется аттенюатором. Фокусирование ла-
зерного излучения на образце осуществляется 
двухлинзовой телескопической системой. Все 
оптические элементы имеют просветляющее 
покрытие на 1064 нм.

Вакуумный объем представляет собой ци-
линдр диаметром 250 мм с общим объемом 70 л. 
Перед началом эксперимента камера откачива-
лась до рабочего давления 7∙10−5 – 2∙10−4 Па тур-
бомолекулярным насосом Turbovac 90i (Leybold, 
Германия) со скоростью откачки 90 л/с. Анализ 
остаточных газов производится с помощью ква-
друпольного масс-спектрометра Extorr XT300M 
(Extorr Inc., США). В экспериментальном стен-
де для ЛИА и ЛИД, КМС имеет собственную 
дифференциальную откачку вакуумным по-
стом HiCube 80 ECO (Pfeiffer Vacuum, Герма-
ния) и присоединяется к общему вакуумному 
объему через апертуру диаметром 1 мм для обе-
спечения давления в объеме КМС в пределах 
1–2∙10−2 Па во время лазерных импульсов.

В качестве образцов для исследования ЛИА 
и ЛИД использовали пленку вольфрама тол-
щиной 300–400  нм, насыщенную дейтери-
ем, на подложке кремния толщиной 300 мкм. 

Напыление пленки W осуществлялось из ми-
шени марки ВЧ-1 методом импульсного лазер-
ного осаждения в атмосфере дейтерия (99.92%) 
при рабочем давлении 30 Па.

МОДЕЛИРОВАНИЕ

В работах [11, 20] для ЛИД используется ла-
зерное излучение с длительностью импульса 
1.5–5 мс и с равномерным распределением ин-
тенсивности по лазерному пятну и во времени. 
В нашем случае в режиме свободной генерации 
лазерный импульс общей длительностью по-
рядка 200 мкс, задний фронт волны которого 
затухал к концу импульса. Импульс состоял 
из пиков с полушириной 400 нс. Для оценки 
требуемой плотности энергии для достижения 
температуры десорбции дейтерия из пленки 
вольфрама в первом приближении импульс 
свободной генерации описывался набором 
функций Гаусса, интенсивность которых спа-
дала экспоненциально, согласно временным ха-
рактеристикам импульса, измеренным с помо-
щью осциллографа. Длительность единичного 
импульса составляла 400 нс, период – 2700 нс, 
суммарно 100 импульсов. Моделирование ла-
зерного нагрева производилось в программ-
ном пакете COMSOl Multiphysics 6.1. В качестве 
образца для моделирования процесса ЛИД 
использовали тонкий слой пленки вольфра-
ма (W) толщиной 1 мкм, который находился 
на кремниевой подложке с радиусом 5 мм и 

Рис. 1. График динамики температуры в центре 
воздействия лазерного излучения на поверхности 
образца при воздействии лазерным импульсом в ре-
жиме свободной генерации.
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толщиной 300 мкм. В качестве источника из-
лучения использовали лазер с длиной волны 
излучения 1064 нм (длина волны учитывалась 
в поглощательной способности W). В попереч-
ном сечении пучок был задан равномерным 
распределением интенсивности шириной 1 мм, 
что соответствует реально измеренному разме-
ру пятна на поверхности образца.

Для исследования зависимости температур-
ного распределения в объеме образца использо-
вали три плотности энергии лазерного излуче-
ния 50 Дж/см2, 100 Дж/см2 и 150 Дж/см2. 

График изменения температуры от времени 
в центре лазерного пятна на поверхности образца 
во время импульса представлен на рис. 1. Соглас-
но работам [4, 21], температура, при которой ак-
тивно начинается десорбция дейтерия из пленок 
вольфрама, составляет 450–500 К, а большая часть 
дейтерия выделяется из пленок вольфрама до 750–
800 К, следовательно, пленку вольфрама необхо-
димо прогреть на всю глубину до данной темпе-
ратуры. Пунктирной линией на рис. 1 обозначена 
температура 800 К. Максимальная температура 
в центре пятна воздействия в режиме свободной 
генерации достигается после 20–50 мкс от начала 
воздействия лазерного импульса и по результатам 
моделирования составляет 540 К, 800 К и 1050 К 
(оценка снизу) для плотностей энергии 50 Дж/см2,  
100 Дж/см2 и 150 Дж/см2 соответственно. Из ре-
зультатов моделирования следует, что при плот-
ности энергии 50 Дж/см2, если и будет, то скорее 
всего незначительная десорбция дейтерия. При 
плотностях энергий 100 и 150  Дж/см2 должна 

наблюдаться полная десорбция дейтерия из воль-
фрамовых осаждений.

На рис. 2а приведены графики температуры 
на поверхности образца для 3 плотностей энергии 
в зависимости от точки удаления от центра лазер-
ного пятна в момент максимальной температуры 
(сплошные линии) и в конце импульса свободной 
генерации (пунктирные линии). На рис. 2б пред-
ставлены графики распределения температуры по 
глубине образца в те же моменты времени. 

По результатам моделирования можно сде-
лать вывод, что плотности энергии 50 Дж/см2 

заведомо недостаточно для десорбции дейтерия 
из пленок вольфрама, но температура достигает 
значений начала десорбции. В случае 100 Дж/см2  
температура находится на ~50–100° К ниже тем-
пературы десорбции дейтерия из всех ловушек и, 
по-видимому, данной плотности энергии будет 
недостаточно для полной десорбции. В случае 
150 Дж/см2 максимальная температура пленки 
достигает заведомо больших температур, кото-
рых будет достаточно для десорбции изотопов 
водорода из пленок вольфрама толщиной 1 мкм. 
Если же смотреть на глубины прогрева импуль-
сом свободной генерации, то можно сказать, что 
во всех трех случаях пленки толщиной 1 мкм 
имеют однородную температуру по глубине.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Лазерно-индуцированная десорбция
Согласно проведенному моделированию в экс

перименте ЛИД также использовались три 

Рис. 2. Распределение температуры по поверхности (а) и толщине (б) образца при достижении максимальной 
температуры на поверхности и сразу после окончания воздействия лазерного импульса в режиме свободной 
генерации.
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плотности энергии 50, 100 и 150 Дж/см2. Оп-
тическая система лазера не позволяет осу-
ществить одиночный импульс в режиме сво-
бодной генерации. В связи с этим образец 
облучался в течение 1 мин с частотой следова-
ния импульсов 10 Гц. На рис. 3 представлены 
потоки молекул 4-й (а) и 3-й (б) масс. Абсо-
лютные значения потоков вычислялись по ка-
либрованной течи дейтерия с фиксированным 
потоком 1∙10‑6 Па∙м3/с. Представленные данные 
усреднялись по 50 точкам с помощью фильтра 
Савицкого–Голея (Savitzky–Golay). Черная кри-
вая соответствует плотности энергии 50 Дж/см2, 
и в случае 4-й массы повышение потока с нача-
лом воздействия – слабо заметно в сравнении 
с фоновым уровнем сигнала. В случае 3-й мас-
сы возрастание сигнала отчетливо наблюдается, 
что говорит о десорбции дейтерия в составе мо-
лекул HD. Для плотности энергии 100 Дж/см2 

пик 4-й массы становится явно выраженным, 
как и в случае 3-й массы. Несмотря на то что 
облучение длилось 1 мин, длительности пиков 
десорбции 4-й и 3-й масс составляет 5–6 с. Си-
ние кривые соответствуют плотности энергии 
150  Дж/см2. Максимальный уровень потока 
4-й массы при плотности энергии 150 Дж/см2 

превышает в 3 раза максимальный уровень при 
100 Дж/см2. Стоит отметить, что длительность 
основного пика десорбции составляет 8–10 с, 
но далее наблюдается затяжной спадающий 
фронт и несколько пиков десорбции, что, ве-
роятнее всего, связано с постепенным нагре-
вом близлежащей пленки вольфрама, которое 

вносит не более 15% в общее содержание заре-
гистрированного дейтерия.

На рис. 4 представлены результаты измерения 
поверхностной плотности атомов дейтерия ме-
тодом ЛИД–КМС в зависимости от плотности 
энергии. Интегральная поверхностная плот-
ность вычислялась как разность между инте-
гралом, включающим пик десорбируемых мо-
лекул D2 и HD, и интегралом фонового уровня 
сигнала за один и тот же временной промежуток. 
Полученные данные нормировались на пло-
щадь лазерного пятна на образце, измеренного 
по микрофотографиям. Исходя из данных по 
моделированию нагрева в режиме свободной 
генерации результат, полученный экспери-
ментально, подтверждает выводы о том, что 
температура пленки при плотности 50 Дж/см2  
только достигает температуры начала десор-
бции дейтерия из пленки. При плотности 
100 Дж/см2 максимальная температура превос-
ходит температуру начала десорбции на 200–
250 К, однако является недостаточной для пол-
ной десорбции дейтерия. И в последнем случае 
при 150  Дж/см2 наблюдается максимальный 
выход дейтерия, а также становится заметным 
выход дейтерия из окружающей области за счет 
латеральной диффузии тепла.

Лазерно-индуцированная абляция
Для осуществления лазерной абляции ис-

пользовалась та же оптическая схема, но ла-
зер работал в режиме модуляции добротно-
сти, при котором длительность импульса 
составляла 12 нс. Порог абляции вольфрама 

Рис. 3. Поток 4-й массы (а) и 3-й массы (б) при облучении в режиме свободной генерации с плотностями энергии 
50, 100 и 150 Дж/см2.
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для наносекундных импульсов составляет от  
1 Дж/см2 [22] до 3.5–4 Дж/см2 [17]. В данной ра-
боте были выбраны плотности энергии 5, 10 и 
15 Дж/см2. Конфигурация лазера в режиме мо-
дуляции добротности позволяет осуществить 
единичный выстрел, поэтому регистрация сиг-
нала КМС в режиме ЛИА осуществлялась для 
одиночных импульсов. 

На рис. 5 представлена зависимость поверх-
ностной плотности дейтерия от плотности энер-
гии в случае ЛИА в том же масштабе, что и для 
ЛИД. В отличии от ЛИД, формы пиков десор-
бции 3-й и 4-й масс во всех трех случаях иден-
тичны за исключением их амплитуд. Во-первых, 
стоит отметить, что для ЛИА разброс значений 
поверхностной плотности не такой значитель-
ный, как для ЛИД, и может быть связан с раз-
личной толщиной пленки вольфрама в разных 
частях образца. Во-вторых, все 3 значения близ-
ки к количеству дейтерия, зарегистрированному 
методом ЛИД при 150 Дж/см2. Для двух методов 
количество атомов дейтерия, зарегистрирован-
ного при максимальной плотности энергии 
150 Дж/см2 для ЛИД и 15 Дж/см2 для ЛИА, равно 
4.0∙1014 см−2 и 4.3∙1014 см−2 соответственно.

ВЫВОДЫ

В работе представлены результаты моделиро-
вания нагрева вольфрамовой пленки на крем-
невой подложке лазерным импульсом в режиме 

свободной генерации. Показано, что для дли-
тельности в режиме свободной генерации им-
пульса 200 мкс плотности энергии 150 Дж/см2  
достаточно для нагрева пленки толщиной 
1 мкм для полной десорбции дейтерия. Резуль-
таты моделирования находятся в хорошем со-
гласии с экспериментальным наблюдением де-
сорбции дейтерия.

Проведено сравнение двух методов ЛИА и 
ЛИД по количеству регистрируемого дейтерия 
методом квадрупольной масс-спектрометрии. 
Показано, что разница при 150 Дж/см2 для ЛИД 
и 15 Дж/см2 для ЛИА составляет всего 6–7%. 
На следующем этапе работы планируется про-
вести сравнение представленных результатов с 
данными, полученными классическими мето-
дами, такими как термодесорбционная спек-
троскопия и/или метод ядерных реакция.
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Рис. 4. Зависимость измеренной поверхностной 
плотности дейтерия от плотности энергии в режи-
ме свободной генерации (tимп = 200 мкс). Во вставке 
представлены временные зависимости для 2-й, 3-й 
и 4-й масс в случае плотности энергии 150 Дж/см2.

Рис. 5. Зависимость потока дейтерия от плотности 
энергии лазерного излучения в режиме модуляции 
добротности (tимп = 12 нс). Во вставке представле-
ны временные зависимости для 2-й, 3-й и 4-й масс 
в случае плотности энергии 15 Дж/см2.
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LASER-INDUCED ABLATION AND DESORPTION OF DEUTERIUM-
CONTAINING TUNGSTEN FILMS

E. V. Smirnovaa,c, O. S. Medvedeva,b, A. G. Razdobarina,b, D. I. Eletsa,b,c,
L. A. Snigireva,c, I. R. Shubina,c

aA.F. Ioffe Physicotechnical Institute, Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russia
bNational Research Nuclear University “MEPhI”, Moscow, Russia

cSt. Petersburg’s State University, St. Petersburg, Russia
Presented by Academician of the RAS N.N. Rozanov

The laser-induced desorption (LID) and laser-induced ablation (LIA) methods are compared with 
each other regarding the possibility of measurements an absolute quantitative analysis of hydrogen 
isotopes content in first wall materials of fusion reactors. Deuterium containing tungsten films with 
a thickness of 300–400 nm on a silicon substrate were used as model samples. To implement the LID, 
the samples were irradiated with laser pulses with a duration of 200 microseconds and an energy density 
of 50–150 J/cm2, for LIA – 12 ns and 5–15 J/cm2. The registration of residual gases was carried out 
by quadrupole mass spectrometry. Computer simulation of laser pulse heating was performed for the 
LID process. The simulation results and experimental data showed that heating at an energy density of 
100–150 J/cm2 is sufficient to degas tungsten films of the studied thickness. A comparison of the amount 
of desorbed deuterium in the LID (150 J/cm2) and LIA (15 J/cm2) modes shows that it is identical within 
the measurement error and is equal to 4.15±0.15·1014 cm-2.

Keywords: laser-induced ablation, laser-induced desorption, modeling, first wall, tokamak, tritium 
accumulation diagnostic
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Индуцированная прозрачность оптически 
толстой среды для резонансного электромаг-
нитного излучения является мощным инстру-
ментом управления взаимодействием между 
средой и полем. Явление индуцированной про-
зрачности на основе различных физических 
механизмов продемонстрировано в различных 
физических системах для излучения от микро-
волнового до гамма-диапазона [1–15]. Боль-
шинство соответствующих исследований было 
стимулировано открытием эффекта электромаг-
нитно-индуцированной прозрачности (ЭИП) [2, 
3], который в оптическом диапазоне является 
основой наиболее перспективных для прило-
жений методов управления одиночными фото-
нами (оптические линии задержки, обработка 
квантовой информации, магнитометрия и т.п.). 

Эффект ЭИП имеет место в квантованных 
трехуровневых и многоуровневых средах. Он 

состоит в существенном уменьшении резонанс-
ного поглощения среды в пределах индуциро-
ванного узкого спектрального окна на фоне 
резонансной линии поглощения вследствие 
воздействия на среду управляющего поля, ко-
торое совместно с “рабочим” (пробным) полем 
возбуждает квантовую когерентность (недиаго-
нальный элемент матрицы плотности) на пере-
ходе |1〉↔|2〉 среды (рис. 1).

Благодаря крутому наклону резонансной 
дисперсии среды внутри индуцированного уз-
кого спектрального окна прозрачности возмож-
но реализовать сильное замедление резонанс-
ного пробного поля оптического диапазона. 
Например, в работе [12] реализовано уменьше-
ние групповой скорости распространения ми-
кросекундного импульса в газе атомов натрия 
до 17 м/с при температуре несколько микро-
кельвинов. Групповая скорость 90 м/с наблю-
далась в газе атомов рубидия при температуре 
около 360  K [13], а также 45  м/с в кристалле 
Pr:Y2SiO5 при температуре 5 K [14]. При опреде-
ленных условиях возможно и вовсе “остановить 
свет” в среде, благодаря совместному действию 
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Ключевые слова: акустически индуцированная прозрачность, рентгеновское и гамма-излуче-
ние, замедление фотонов, эффект Мёссбауэра

Рассматривается эффект возникновения прозрачности резонансно поглощающей среды для 
электромагнитного излучения посредством возбуждения в среде поршнеобразных акустиче-
ских колебаний вдоль направления распространения излучения – акустически индуциро-
ванной прозрачности. Обсуждаются физический механизм и основные условия реализации 
эффекта, а также его применения для уменьшения скорости распространения фотонов гам-
ма-диапазона и восстановления по требованию произвольной части однофотонного волно-
вого пакета, резонансно поглощаемого средой.
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временной и пространственной дисперсии сре-
ды [15]. 

Однако для большинства экспериментов по 
ЭИП в оптическом диапазоне необходимо ис-
пользовать криогенные температуры для суже-
ния спектральных линий квантовых переходов 
среды. Кроме того, для реализации ЭИП необ-
ходимо также использовать достаточно интен-
сивные спектрально узкие когерентные источ-
ники. Такие источники имеются в оптическом 
диапазоне, однако на сегодняшний день отсут-
ствуют в рентгеновском и гамма-диапазонах. 
Это не позволяет непосредственно реализо-
вать ЭИП в высокочастотной области спектра, 
включая рентгеновский и гамма-диапазоны.

АКУСТИЧЕСКИ ИНДУЦИРОВАННАЯ 
ПРОЗРАЧНОСТЬ

Альтернативным способом реализации ин-
дуцированной прозрачности в рентгеновском 
и гамма-диапазонах является эффект акусти-
чески индуцированной прозрачности (АИП) 
[16–19], который не требует использования ин-
тенсивных когерентных управляющих полей 
и криогенных температур, а также может быть 
реализован даже в двухуровневой среде.

Эффект АИП состоит в просветлении резо-
нансной поглощающей среды вследствие аку-
стических колебаний среды как целого (порш-
необразные колебания) вдоль направления 
распространения излучения. Рассмотрим мо-
дельную двухуровневую поглощающую среду 
с однородно уширенной спектральной линией 
(рис. 2а). Спектр поглощения такой среды имеет 
вид лоренцевого контура с центральной часто-
той ω21 (рис. 2б, черная штриховая линия). Пусть 
поглотитель совершает гармонические поршне-
образные колебания с частотой Ω и амплитудой 
R вдоль направления распространения резо-
нансного излучения с частотой ω (рис. 2а).

Тогда вследствие эффекта Доплера частота 
резонансного перехода ω21 будет гармонически 
изменяться во времени (рис.  2а). Это может 
кардинально изменить отклик среды на моно-
хроматическое поле E = E0e-i(ωt-kz), где k = ω/c. 
Действительно, индуцированная полем коге-
рентность ρ21 колеблющегося поглотителя удов-
летворяет уравнению [16–19]
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Рис. 1. а – Общая энергетическая схема возбуждения квантовой когерентности на переходе |1〉↔|2〉 трехуровне-
вой среды, обусловливающей эффект ЭИП, и б – спектральное окно ЭИП внутри резонансной спектральной 
линии поглощения пробного поля на переходе |1〉↔|3〉. Ωp, Ωc – частоты Раби пробного и управляющего полей 
соответственно, пропорциональные амплитудам этих полей; ωp, ωc – несущие частоты пробного и управляюще-
го полей; γmn (mn = 21, 31, 32) – скорости релаксации соответствующих квантовых переходов, ∆p, ∆c – отстрой-
ки несущих частот полей от частот соответствующих квантовых переходов. Рисунок 1б построен для случая  
γ21 << γ31, γ32, ∆c = 0 и Ωc/γ31 = 0.2; также на нем приведена оценка ширины индуцированного спектрального окна 
ЭИП в этом случае.
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где *
12 21d d=  и 12 11 22n ρ ρ= -  – эффективный 

дипольный момент и разность населенностей 
между состояниями |1〉 и |2〉, 21γ  – полушири-
на спектральной линии резонансного перехода, 
ϑ – начальная фаза колебаний поглотителя, и 
предполагается, что 21,Ω ω ω . Решение урав-
нения (1) можно записать в виде
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где когерентность

	

( )0
12 21 021

2( )t ikz
n

i
n

n

i
n d E e J pωρ η+

¥
-

=-¥
= å


	 (3)

описывает отклик поглотителя на частоте ω па-
дающего поля, а величина
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(4)

описывает возникновение когерентности, а 
следовательно, поля на комбинационных ча-
стотах q qω ω Ω= + , q  ≠  0. Амплитуды коге-
рентностей ( )

21
qρ , q = 0, ±1, ±2, …, определяются 

спектральными свойствами резонансного 
квантового перехода поглотителя, 

	 ( )21 21

1
,n i n

η
γ ω ω Ω

=
+ - + 	

(5)

а также индексом модуляции p kR= , который 
задает величины функций Бесселя первого 
рода соответствующего порядка Jn(p). Таким 
образом, в общем случае падающее монохрома-
тическое поле становится на выходе из погло-
тителя многокомпонентным. При определен-
ных значениях индекса модуляции амплитуды 
когерентностей ( )

21
qρ  на комбинационных часто-

тах могут быть достаточно большими, что по-
зволяет преобразовать падающее монохромати-
ческое или квазимонохроматическое излучение 
в последовательность ультракоротких импуль-
сов, как это было показано в работах [16, 20–22]. 
Однако если амплитуда осцилляций поглоти-
теля принимает значения 

,iR R=  где 1 0.38 ,R λ»  2 0.88 ,R λ»  

	 3 1.37 ,R λ» ...,	
(6)

где 2 kλ π= , соответствующие индексу моду- 
ляции 

   ,ip p=  где 1 2.4,p »  2 5.5,p »  3 8.6,p » ..., (7)

Рис. 2. а – Схема энергетических уровней двухуровневого поглотителя, совершающего поршнеобразные гар-
монические колебания вдоль направления распространения электромагнитного поля, а также схема предлага-
емого метода мёссбауэровской спектроскопии тестируемой среды с временным разрешением; б – спектр резо-
нансной восприимчивости такого поглотителя в случае АИП. Поглощение (красная сплошная линия, правая 
ось) и дисперсия (синяя сплошная линия, левая ось) построены согласно (8) при p = p1 = 2.4 и Ω/γ21 = 5. Черная 
штриховая линия (правая ось) – спектральная линия неподвижного поглотителя, построенная в соответствии 
с (8) при p = 0. Черная штриховая линия также может иллюстрировать спектр падающего на среду импульса 
поля с шириной 2γ21. 
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то в формулах (3) и (4) имеем J0(pi) ≈ 0. В этом 
случае, если Ω > γ21, что, как правило, соответ-
ствует ультразвуковым акустическим колеба-
ниям поглотителя, то, как следует из (2)–(5), 
возбуждаемая резонансным полем ω = ω21 коге-
рентность ρ21 мала на всех частотах и уменьша-
ется с увеличением частоты колебаний погло-
тителя за счет членов γ21/(nΩ) в (5). Вследствие 
этого среда становится прозрачной для резо-
нансного поля, а соотношения (6), (7) являют-
ся необходимыми условиями АИП (более под-
робно см. [16–19]). Поскольку среда в условиях 
АИП практически не взаимодействует с полем, 
то поле на выходе из среды сохраняет свои 
спектральные и временные характеристики. 

Как следует из (6), реализация АИП для из-
лучения оптического диапазона трудно реали-
зуема, поскольку требует значительных вели-
чин амплитуды (R ~ 0.2 мкм для длины волны 
λ  ~  600  нм) и частоты (Ω/(2π)  >  1  ГГц) коле-
баний среды вследствие относительно боль-
ших длин волн излучения и большого уши-
рения соответствующих спектральных линий 
в твердом теле. Эти ограничения отсутствуют 
в рентгеновском и гамма-диапазонах благода-
ря малой длине волны излучения и очень уз-
ким спектральным линиям мёссбауэровских 

(взаимодействующих с излучением без отдачи) 
квантовых переходов ядер твердотельной среды. 

Эффект АИП был экспериментально проде-
монстрирован при комнатной температуре для 
одиночных фотонов с энергией 14.4 кэВ, ис-
пускаемых радиоактивным мёссбауэровским 
источником 57Co и распространяющихся в сре-
де ядер 57Fe, входящих в состав фольги нержа-
веющей стали толщиной 25  мкм с естествен-
ным (около 2%) содержанием нуклида 57Fe 
во фракции железа [17]. Вибрация фольги с ча-
стотой 9.8 МГц и амплитудой 0.33 Å позволила 
примерно в 150 раз уменьшить резонансное по-
глощение фотонов. При этом как спектральные, 
так и временные характеристики прошедших 
сквозь фольгу фотонов были сохранены благо-
даря АИП (рис. 3).

ЗАМЕДЛЕНИЕ ИМПУЛЬСА ПОЛЯ  
В СРЕДЕ В УСЛОВИЯХ  АКУСТИЧЕСКИ 
ИНДУЦИРОВАННОЙ ПРОЗРАЧНОСТИ

Рассмотрим резонансную восприимчивость 
среды χ21(ω) на частоте падающего поля ω для 
случая p = p1. Учитывая соотношение между 
резонансной поляризацией P21, когерентностью 

(0)
21ρ  и полем E, (0)

21 12 21 021 ( ) i t
aP f Nd E e ωρ χ ω -= =  

Рис. 3. Измеренные в [17] спектр (а) и нормированная интенсивность (б) однофотонного волнового пакета, про-
порциональные соответственно спектральной и временной зависимостям вероятности детектирования фото-
нов с энергией 14.4 кэВ, испускаемых радиоактивным мёссбауэровским источником 57Co, на выходе из фольги 
нержавеющей стали с естественным содержанием ядер 57Fe в условиях АИП. Синие и зеленые точки с довери-
тельными интервалами – измеренные значения в условиях АИП и в случае неподвижного поглотителя соот-
ветственно, черные пунктирные линии – исходный однофотонный волновой пакет, зеленая сплошная линия 
на (а) – спектр однофотонного волнового пакета на выходе из неподвижного поглотителя. Параметры экспе-
римента [17] следующие: полная ширина спектральных линий источника и поглотителя – 1.36 МГц и 1.7 МГц 
соответственно; оптическая толщина поглотителя – 5.2; частота и амплитуда колебаний фольги – 9.8 МГц и 
0.33 Å соответственно.
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(где N – концентрация резонансно поглоща-
ющих частиц, fa – фактор Мёссбауэра–Лэмба, 
учитывающий вероятность поглощения излу-
чения без отдачи в случае взаимодействия гам-
ма-излучения с ядрами атомов), получим непо-
средственно из (3), (5):
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Как показано на рис. 2б, спектральное окно 
АИП сопровождается достаточно большим на-
клоном дисперсионной кривой в окрестности 
резонанса. Аналогично случаю ЭИП, такой 
наклон дисперсии приводит к существенному 
уменьшению групповой скорости распростра-
нения резонансного излучения в среде. Груп-
повая скорость тем меньше, чем меньше частота 
колебаний поглотителя. Однако с уменьшени-
ем частоты колебаний растет поглощение поля 
в окне прозрачности. Кроме этого, в случае до-
статочно короткого импульса с широким спек-
тром возникает неравномерность поглощения 
и дисперсии спектральных составляющих поля 
(рис. 2б, черная штриховая линия), что приво-
дит к искажению огибающей импульса. 

Таким образом, можно определить мини-
мальную частоту колебаний поглотителя, 
обеспечивающую наименьшую скорость рас-
пространения волнового пакета в среде и од-
новременно достаточно небольшие искажения. 
Она примерно равна сумме ширин спектраль-
ных линий источника поля и поглотителя [19]. 

С учетом этого в [19] было показано, что 
однофотонный импульс, испускаемый син-
хротронным мёссбауэровским источником Ев-
ропейского центра синхротронного излучения 
(European Synchrotron Radiation Facility, ESRF, 
Франция [23]) длительностью на полувысоте 
100 нс (с шириной спектра 3.4 МГц) может быть 
задержан на 42 нс с сохранением 73% энергии 
импульса при комнатной температуре в фольге 
нержавеющей стали Fe70Cr19Ni11, на 95% обо-
гащенной нуклидом 57Fe во фракции железа, 
толщиной 1.2 мкм, колеблющейся с частотой 
3.36 МГц и амплитудой 0.33Å. Соответствую-
щая скорость распространения однофотонного 
волнового пакета составляет 30 м/с.

Отметим, что в [19] был рассмотрен предель-
ный случай естественного уширения резонанс-
ной спектральной линии 57Fe, 2γ21 = 1.13 МГц. 
В условиях эксперимента [17] ширина ука-
занной спектральной линии в фольге нержа-
веющей стали при комнатной температуре 
составляла 2γ21  =  1.7  МГц. Соответственно, 
для эффективного уменьшения скорости рас-
пространения волнового пакета в такой среде 
при достаточно небольших его искажениях 
необходимо увеличить минимальную частоту 
колебаний фольги до 3.81 МГц. Это приведет 
к увеличению скорости распространения одно-
фотонного импульса до 38 м/с и уменьшению 
его задержки в среде до 33 нс (рис. 4).

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПО ТРЕБОВАНИЮ 
ЧАСТИ ВОЛНОВОГО ПАКЕТА 

ПОСРЕДСТВОМ ЗАДЕРЖАННОЙ 
АКУСТИЧЕСКИ ИНДУЦИРОВАННОЙ 

ПРОЗРАЧНОСТИ

Акустически индуцированную прозрачность 
можно также использовать для восстановления 
по требованию произвольной части волнового 
пакета. В качестве примера рассмотрим од-
нофотонный волновой пакет с энергией фо-
тона 14.4  кэВ, получаемый в экспериментах 

Рис. 4. Нормированная интенсивность (синяя ли-
ния) однофотонного волнового пакета с энергией 
фотонов 14.4 кэВ от синхротронного мёссбауэров-
ского источника ESRF на выходе из фольги не-
ржавеющей стали в условиях АИП. Черная пунк
тирная линия соответствует исходному фотону. 
Полная ширина спектральной линии поглотите-
ля – 1.7 МГц; оптическая толщина поглотителя – 13, 
частота колебаний поглотителя Ω/(2π) = 3.81 МГц. 
Площадь под каждой кривой пропорциональна 
энергии соответствующего импульса.
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с радиоактивным источником 57Co и поглоти-
телем в виде вышеупомянутой фольги нержаве-
ющей стали с естественным содержанием ядер 
57Fe [17, 20, 21]. Такой волновой пакет имеет 
лоренцевый спектр с шириной 1.36 МГц и со-
ответствующую огибающую в форме резкого 
фронта и экспоненциально спадающего хвоста 
с длительностью по полувысоте интенсивности 
примерно 80 нс (рис. 3б и рис. 5, черная пунк
тирная линия).

Будем полагать, что изначально поглотитель 
покоится, а в произвольный момент времени 
tstart, отсчитываемый от фронта импульса, по-
глотитель начинает совершать гармонические 
колебания в условиях АИП. Тогда до момента 
включения колебаний испущенный источни-
ком однофотонный волновой пакет будет ис-
пытывать резонансное поглощение вследствие 
возбуждения противофазной ядерной поляри-
зации поглотителя на частотах падающего поля, 
которая деструктивно интерферирует с возбуж-
дающим эту поляризацию полем (рис. 5, синяя 
линия).

Включаемые в момент tstart колебания по-
глотителя приводят к подавлению поляриза-
ции ядер в окрестности частоты падающего 
волнового пакета и появлению отклика ядер 
на комбинационных частотах, которые отсто-
ят от частоты резонанса на целое число частот 
колебаний. Таким образом, при высокой ча-
стоте колебаний среды Ω/γ21 >> 1 резонансный 
поглотитель становится прозрачным для резо-
нансного поля, и непоглощенная часть одно-
фотонного волнового пакета выходит из по-
глотителя с сохранением экспоненциальной 
формы огибающей (рис. 5, синяя линия) и, как 
следствие, лоренцевым контуром спектральной 
линии исходного однофотонного импульса. 
В этом смысле можно говорить о восстановле-
нии по требованию рассматриваемого однофо-
тонного волнового пакета.

Описанный метод восстановления одно-
фотонного волнового пакета радиоактивного 
источника 57Co может быть использован для 
проведения мёссбауэровской ядерной спек-
троскопии с временным разрешением. Дей-
ствительно, если после поглотителя поместить 
исследуемую среду-мишень, допированную 
ядрами 57Fe, как это делается в традиционной 
мёссбауэровской спектроскопии (рис.  1), то 
благодаря задержанной АИП только восстанов-
ленная в момент времени tstart часть однофотон-
ного волнового пакета будет взаимодействовать 
с ядрами 57Fe мишени. И если в среде в течение 
измерений происходят процессы, приводящие 
к изменению состояний ядер 57Fe, то можно 
исследовать их динамику путем измерения как 
огибающей однофотонного волнового пакета, 
так и его спектра на выходе из тестируемой сре-
ды при различных значениях времени задерж-
ки tstart.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотренный эффект 
акустически индуцированной прозрачности 
является перспективным аналогом электро-
магнитно-индуцированной прозрачности 
в рентгеновском и гамма-диапазонах. Он по-
зволяет реализовать эффективную задержку 
излучения в среде при комнатной температуре, 
обусловленную значительным уменьшением 
скорости распространения импульса поля, а 

Рис. 5. Временная зависимость нормированной 
интенсивности однофотонного волнового пакета 
с энергией фотона 14.4 кэВ, излучаемого радиоак-
тивным мёссбауэровским источником 57Co с ши-
риной линии 1.36 МГц, в окрестности его несущей 
частоты на выходе из фольги нержавеющей стали 
с естественным содержанием ядер 57Fe, которая 
начинает осциллировать в режиме АИП (p = 2.41, 
Ω/(2π) = 100 МГц) в момент времени tstart = 150 нс 
(синяя сплошная линия), а также на входе в по-
глотитель (черная пунктирная линия) и на выхо-
де из этого же, но покоящегося поглотителя (зе-
леная штриховая линия). Оптическая толщина 
поглотителя – 5.2, ширина спектральной линии 
поглощения – 2γ21 = 1.7 МГц. 
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также восстановить по требованию его спек-
трально-временные характеристики.
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ACOUSTICALLY INDUCED TRANSPARANCY FOR GAMMA-RAY 
PHOTONS AND SOME OF ITS APPLICATIONS

I. R. Khairulina, Y. V. Radeonycheva

aFederal Research Center  A.V. Gaponov-Grekhov Institute of Applied Physics 
of the Russian Academy of Sciences, Nizhny Novgorod, Russia

In this paper, we consider the effect of the emergence of transparency of a resonantly absorbing 
medium for electromagnetic radiation due to the excitation of piston-like acoustic oscillations of 
the medium along the direction of radiation propagation – acoustically induced transparency. The 
physical mechanism and basic conditions for the implementation of the effect are discussed, as well as 
its application to reduce the propagation velocity of gamma-ray photons and on-demand recovery of an 
arbitrary part of a single-photon wave packet resonantly absorbed in the medium.

Keywords: acoustically induced transparency, x-ray and gamma-ray radiation, slowing down photons, 
Mössbauer effect
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В последние годы в связи с созданием техно-
логий и изделий нового поколения существенно 
возрос интерес к использованию в промышлен-
ности микро- и нанодисперсных сред [1, 2]. Физи-
ческие свойства таких структурно неоднородных 
сред можно характеризовать эффективными па-
раметрами, усредненными по представительному 
объему Ω, линейные размеры которого находятся 
в диапазоне l << Ω1/3<< L, где l – микромасштаб 
структурных неоднородностей, L – масштаб ма-
кроскопических неоднородностей в среде после 
усреднения. Далее усреднение локальных физи-
ческих величин по объему Ω будем обозначать 
угловыми скобками, например, эффективный 
поток тепловой энергии –

1=
Ω òq qi i (x, y,z)dxdydz.

 
В макроскопическом масштабе L объем Ω фак-

тически является физической точкой. Переход  

от микроскопически неоднородной среды к эк-
вивалентной гомогенной (в объеме Ω) среде ча-
сто называют проблемой гомогенизации. Ре-
шение этой проблемы в общем случае является 
чрезвычайно сложной задачей, так как эффек-
тивные параметры дисперсной среды зависят 
не только от объемной концентрации и физиче-
ских свойств составляющих ее компонентов, но 
и от микроструктуры среды – геометрической 
формы дисперсных частиц, их коллективного 
дистанционного взаимодействия, распределе-
ния по размерам, а также от статистических 
характеристик пространственной структуры 
[3]. Имеется всего несколько случаев, в кото-
рых были найдены аналитические решения 
для вычисления эффективного коэффициен-
та теплопроводности двухфазной дисперсной 
среды. Вследствие физической (математиче-
ской) аналогии [4] такое же положение имеет 
место для коэффициентов электропроводно-
сти, диэлектрической проницаемости и других 
физических величин. Любые приближенные 
теоретические или полуэмпирические форму-
лы гомогенизации, которых к настоящему вре-
мени предложено достаточно много, должны 

DOI: 10.31857/S2686740024020067, EDN: KHHSDC

Ключевые слова: двухфазная дисперсная среда, точные решения, эффективный коэффициент 
теплопроводности, взаимодействие дисперсных частиц

Используя наиболее общие физические принципы локальности и симметрии, получены точ-
ные решения для коэффициента теплопроводности двухфазной дисперсной среды. Два реше-
ния определяют известные границы Хашина–Штрикмана. Третье решение, инвариантное 
относительно преобразования инверсии фаз, существенно сужает границы Хашина–Штрик-
мана, что подтверждается сравнением с многочисленными экспериментами других авторов. 
Показано, что учет дистанционного взаимодействия дисперсных частиц при их повышенной 
концентрации лишь незначительно (менее 3%) влияет на конечный результат.
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иметь количественную оценку области приме-
нимости и оценку погрешности предсказания 
эффективных свойств конкретной среды, оце-
нить которые часто не представляется возмож-
ным [5]. Поэтому важно иметь общие неравен-
ства, определяющие границы изменения той 
или иной физической величины в заданных 
условиях. В ряде случаев эти границы позво-
ляют достаточно точно предсказать свойства 
дисперсной среды без детального знания ее ми-
кроструктуры. Такие границы для двухфазной 
дисперсной среды, которые получили названия 
границ Винера и Хашина–Штрикмана (Х–Ш), 
были получены из довольно общих предпосы-
лок – классических энергетических неравенств 
и вариационных принципов в работе [6], а так-
же с использованием свойств гармонических 
функций и симметрии изотропной среды в ра-
боте [7]. Фельдерхоф в работе [8] получил более 
узкие границы изменения эффективной ди
электрической проницаемости для суспензии 
идентичных сфер с учетом двух- и трехчастич-
ных взаимодействий.

В данном сообщении границы допустимых 
изменений эффективного коэффициента те-
плопроводности дисперсной среды получены 
с использованием концепции локального поля, 
свойств симметрии среды и аналитических ре-
шений краевых задач уравнения Лапласа как 
с учетом, так и без учета взаимодействия дис-
персных частиц. К преимуществам предлагае-
мого подхода следует отнести его физическую 
наглядность и универсальность – представле-
ние конечного результата в виде простых ана-
литических формул и применимость к средам 
с произвольным соотношением концентраций 
и теплопроводностей фаз.

Рассмотрим в рамках макроскопического 
подхода двухфазную (i = 1, 2) дисперсную среду, 
состоящую из однородных и изотропных фаз 
с известными коэффициентами молекулярной 
теплопроводности λi, Дж/мс К. Каждая фаза 
занимает свой неизменный объем

i
if

W
=

W

и может находиться в любом из трех агрегатных 
состояний. Пусть внутри каждой фазы тепло-
проводность описывается линейным законом 

Фурье: qi = −λiÑTi, где qi – локальный поток 
тепловой энергии, Дж/м2с; ÑTi – локальный 
градиент температуры внутри i-й фазы, К/м. 
Локальная теплопроводность в такой среде 
принимает одно из двух значений λ1 или λ2, так 
как f1 + f2 = 1. Тогда эффективный коэффици-
ент молекулярной теплопроводности дисперс-
ной среды λ* определяется из линейного урав-
нения 〈qi〉 = −λ*〈ÑTi〉, и безразмерная формула 
для вычисления эффективного коэффициента 
теплопроводности будет иметь следующий вид:

	

*
21 2

21 2

1
,

1 1 (1 )
f

f
ψα

α ψ
-

=
- - - 	 (1)

где 
*

*

1

λα
λ

= ; 2

1

λα
λ

= ; ψ21– неизвестный линей-

ный оператор (ψ2 = ψ21ψ1), 2
i

iψ =
∇ ∇

∇

Τ Τ

Τ
.
 

Из формулы (1) видно, что вся информация 
о геометрической структуре дисперсной сре-
ды и характере коллективного взаимодействия 
частиц при их повышенной концентрации со-
держится в операторе ψ21. Этот оператор опре-
деляет связь между локальными векторными 
полями 〈ÑT2〉 и 〈ÑT1〉. Это важно, поскольку 
в силу линейности закона Фурье, уравнения 
Лапласа и граничных условий процесс перено-
са тепла в дисперсной среде имеет локальный 
характер. Таким образом, векторное поле 2

kT∇  
внутри каждой k-й частицы (и тепловой поток) 
определяются локальным полем 1

kT∇ , которое 
в зависимости от структуры среды может в разы 
отличаться от внешнего или среднего поля 
〈ÑT〉. Для сферических частиц локальное поле 

1
kT∇  вычисляется в центре сферической поло-

сти k-й частицы, если ее удалить из среды. Сле-
дуя работе [9], задачу определения оператора ψ21 
будем называть задачей о взаимодействии фаз.

В рамках макроскопического подхода эта за-
дача имеет точное решение лишь для простей-
ших слоистых структур. Действительно, если 
слои параллельны интенсивности внешнего 
поля E = 〈ÑT 〉, то 〈ÑT1〉 = 〈ÑT2〉. Подставляя 
ψ21 = 1 в формулу (1), получим: *

1 1 2 2f fλ λ λ= = + .  
Если слои перпендикулярны интенсивности 
внешнего поля, то равны потоки тепла:
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1 1 2 2λ λ=Τ Τ∇ ∇  и 
1

21
2

,
λψ
λ

=

соответственно:

1 2
*

1 2

1 f f
λ λλ^

= + .
 

Эти точные решения совпадают с границами 
Винера * *λ λ λ^ =£ £* , которые были получены 
независимыми методами в работах [6, 7] для 
дисперсной среды с произвольной анизотроп-
ной внутренней микроструктурой. 

Совпадение границ Винера с точными ре-
шениями для слоистых сред не является слу-
чайным, поскольку, как правило, точные ре-
шения удается найти лишь в средах, которые 
обладают определенной степенью симметрии. 
В таких средах пространственное распределе-
ние неоднородностей соответствует некоторым 
предельным микроструктурам [10]. Слоистые 
среды являются такими предельными микро-
структурами произвольной анизотропной дис-
персной среды.

В общем случае задачу о взаимодействии фаз 
необходимо решать на более детальном микро-
структурном уровне, решая уравнение Лапла-
са для дисперсной среды при удовлетворении 
соответствующих граничных условий на бес-
конечности и на всех межфазных поверхностях. 

Далее будет показано, что точные решения 
для статистически однородной и изотропной 
дисперсной среды, одна из фаз которой пред-
ставлена сферическими частицами, также со-
ответствуют предельным микроструктурам, 
которые определяют границы изменения ко-
эффициентов теплопроводности для любых 
двухфазных сред с произвольной микрострук-
турой, когда известны лишь свойства фаз и их 
концентрация. Действительно, сфера имеет 
бесконечное множество плоскостей симме-
трии и предельные геометрические свойства: 
для любого выпуклого тела заданного объема 
сфера имеет минимальную площадь поверхно-
сти. Более того, у сферы имеется и ряд экстре-
мальных физических свойств. Так, например, 
из всех тел с данным объемом сфера имеет наи-
меньшую электростатическую емкость (А. Пу-
анкаре, 1903; Г. Сеге, 1930).

В работе [11] в гидродинамической поста-
новке идеальной несжимаемой жидкости впер-
вые в аналитическом виде была решена задача 
о взаимодействии фаз в суспензии идентичных 
сферических частиц с учетом их парных взаи-
модействий для произвольных соотношений 
плотностей фаз – 2 2

gϕ ψ ϕÑ = Ñ , где 〈∇φ〉 = U(0) –  
внешнее поле воздействия на среду. Из этого 
решения и соотношения 〈∇φ〉 = 〈∇φ1〉 f1 + 〈∇φ2〉 f2  
нетрудно получить оператор связи между ло-
кальными скоростями 2 121

gϕ ψ ϕÑ = Ñ : 

	
[ ]221

3
1 ( ) ,

1 2
g k fψ γ

γ
= +

+ 		
(2)

2

3

7 1 1415 1
( )

72 1 2 5632 1 2

5 1
,

2112 1 2

k
γ γγ

γ γ

γ
γ

æ ö- - ÷ç= + +÷ç ÷ç+ +è ø

æ ö- ÷ç+ ÷ç ÷ç +è ø

где 21
gψ  – решение задачи о взаимодействии фаз 

в гидродинамической постановке; 

2

1

ργ
ρ

= ,
 

ρ2 и ρ1 – плотность дисперсной частицы и дис-
персионной жидкости соответственно. 

Решение (2) получено с учетом членов разло-
жений искомых функций по малому параметру 

a
l

δ =
 
(где a – радиус дисперсной частицы, l – 

расстояние между центрами частиц) до степе-
ни δ14, что важно при описании свойств среды 
при повышенной концентрации частиц [8] и со-
ответствует погрешности вычисления коэффи-
циента k(γ) меньше 0.25%.

Используя решение (2) и формулы соответ-
ствия физической аналогии динамики иде-
альной несжимаемой жидкости и процессов 
теплопередачи (верхний индекс t) – 21 21

g tψ ψ® ,
  1

2
αγ +

®
 

[9], легко получить решение за-

дачи о взаимодействии фаз для процессов 
теплопередачи:

	
[ ]21

3
1 ( ) ,

2
t kψ β

α
= +

+ 		
(3)

	
2 3( ) 0.0486 0.0628 0.0003 .k β β β β= + + 	 (4)
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В формулах (3) и (4) 

1
2

αβ
α

-
=

+
.
 

После подстановки (3) в (1) получим искомую 
аналитическую зависимость для эффективной 
теплопроводности дисперсной среды, с учетом 
коллективного взаимодействия дисперсных ча-
стиц, в виде

	

* 2
2 2

2

1 ( )
.

1 ( )

k f
f

k f

ββ β
β

+
=

+ 		
(5)

В формуле (5) 
*

* 1
2

αβ
α

-
=

+
.
 

При слабом взаимодействии частиц, k(β) << 1,  
формула (5) переходит в так называемую эв-
ристическую формулу Максвелла (Клаузиуса–
Моссоти) при любой объемной концентрации 
дисперсных частиц 0 < f2 < 1:

	
*

2 .М fβ β= 		  (6)

Таким образом, вопреки существующему мне-
нию [12], в предположении отсутствия взаимо-
действия частиц, теория не накладывает ника-
ких ограничений на объемную концентрацию 
дисперсных частиц в формуле (6). В дальнейшем 
формулу (6) будем называть аналитической фор-
мулой Максвелла, поскольку в научной литера-
туре формулой Максвелла часто называют ее 
линейное приближение 2

2 21 3 ( ).*α β= + f + O f

Аналитическую формулу Максвелла (6) 
можно получить и не используя ограничения 
монодисперсности сферических частиц, непо-
средственно из формулы (1) и принципа ло-
кальности [9]. 

Используя полученное решение (5), оценим 
влияние взаимодействия дисперсных частиц 
на неточность аналитической формулы Мак-
свелла при различных значениях параметра α 
и повышенных концентрациях дисперсных 
частиц. При изменении параметра α от нуля 
до бесконечности безразмерный параметр β из-
меняется в пределах –0.5 < β < 1, а коэффици-
ент k(β) – в пределах –0.0086 < k(β) < 0.1117.  
Максимальная погрешность ε формулы (6) 

из-за пренебрежения взаимодействием дис-
персных частиц 

* *

*
100%М

М

β βε
β
-

=
 

достигается при f2 = 0.5 и составляет при β = 1 
около 2.7%, что, как правило, меньше погреш-
ности измерения коэффициентов теплопро-
водности. На рис. 1 дана зависимость макси-
мальной погрешности ε от параметра β. Там же 
приведены расчетные данные Фельдерхофа [8], 
полученные независимым статистическим ме-
тодом. Видно, что они очень хорошо согласуют-
ся с полученной аналитической зависимостью. 

Таким образом, основным фактором вли-
яния на зависимость эффективного коэффи-
циента теплопроводности дисперсной среды 
от концентрации дисперсных частиц явля-
ется чисто геометрический фактор стеснен-
ности дисперсных частиц, который в полной 
мере учитывается аналитической формулой 
Максвелла (6). Влияние дистанционного вза-
имодействия частиц при повышенной концен-
трации дисперсной фазы приводит лишь к не-
значительным поправкам. 

Используя это замечательное свойство ана-
литической формулы Максвелла и свойства 
симметрии однородной и изотропной дисперс-
ной среды, можно построить еще два важных 
точных решения. Действительно, поскольку 
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Рис. 1. Максимальная погрешность (при f2 = 0.5) 
аналитической формулы Максвелла (6) в зависимо-
сти от параметра β, которая возникает из-за прене-
брежения взаимодействием частиц. Линия – анали-
тическая зависимость ε. Точки – расчетные данные 
Фельдерхофа [8] при –0.3 < β < 0.3.
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формула (6) дает достаточно высокую точность 
во всем диапазоне параметров α и f2, то мы 
можем увеличивать объемную концентрацию 
дисперсной фазы до такой степени, что она об-
разует сплошной континуум. В этом случае, по-
меняв местами в формуле (6) нижние индексы 
(1 ↔ 2), т.е. применив преобразование инверсии 
фаз (λ1, f1) ↔ (λ2, f2) – 

1α
α

®
, 

*
* αα

α
®

 
и  f2 → f1 = 1 − f2, 

мы получим точное решение, которое опи-
сывает дисперсную среду с другой (предель-
ной) геометрией матрицы и дисперсной фазы 
(см. рис. 2):

	

*

1*

1
.

1 22
f

α α α
αα α

- -
=

++ 		
(7)

Сравнение формул (6) и (7) с границами Х–Ш,  
которые (при α > 1) имеют вид

	

2 1

1 2
1 1 ,

1
1 3 1 3

f f
f f

α α
α

α α

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç+ £ £ + ÷ç ÷ç ÷÷ç+ + ÷çè ø- -

*

    

(8)

показывает, что при α > 1 аналитическая фор-
мула Максвелла (6) в точности совпадают с ниж-
ней границей Х–Ш, а решение (7) – с верхней. 

Таким образом, формулы (6) и (7) являются 
точными решениями (без учета взаимодействия 
частиц), которые совпадают с границами Х–Ш и 
описывают предельные микроструктуры (а) и (б) 
рис. 2. Физическая реализуемость решения (6) в 
широком диапазоне параметров f2 и α доказана 
сравнением с экспериментами в работах [9, 13]. 
Область практической применимости решения 
(7), второй границы Х–Ш, требует уточнения. 

Из рис. 1 видно, что микроструктура (б) дис-
персной среды, когда сферы образуют непре-
рывную фазу, физически может реализоваться 
(не нарушая исходного условия однородности 
и изотропности среды) лишь при относительно 

Рис. 2. Два симметричных типа микроструктуры однородной и изотропной дисперсной среды, образованной 
полидисперсными сферическими частицами: a – дисперсная фаза – сферические частицы, среда описывается 
формулой Максвелла (6); б – сферические частицы образуют непрерывную фазу (матрицу), среда описывается 
формулой (7). 1 – дисперсионная жидкость (матрица); 2 – дисперсная фаза.

(а) (б)
2 21 1
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высоких концентрациях f2, когда трудно отличить, 
какая из фаз является непрерывной. Поэтому бо-
лее реалистичной второй границей (при α > 1 – 
верхняя граница) будет решение, инвариантное 
относительно преобразования инверсии фаз (λ1, 
f1) ↔ (λ2, f2). Такое точное решение легко постро-
ить как линейную комбинацию решений (6) и (7): 

	

* *

1 2* *

1
( 2) (2 1) 0.

2 2
f f

α α αα α
α α α

- -
+ + + =

+ +   
(9)

Нетрудно убедиться, что решение (9) не изме-
няется относительно замены нижних индексов 
1↔2, т.е. оно инвариантно относительно преоб-
разования инверсии фаз. В частном случае, при 
равных объемных концентрациях фаз f1 = f2 = 0.5, 
формула (9) упрощается до уравнения

	
* 2 *2

( ) 2 0.
1

αα α α
α

+ - =
+ 	

(10)

На рис. 3 показано (линия 2) единственное 
положительное решение уравнения (10) α* = f(α). 
Там же приведены точные решения (6) и (7) при  
f1 = f2 = 0.5, которые, как было показано выше, 
определяют границы Х–Ш, и многочисленные 
экспериментальные данные при 0.45 < f2 < 0.65, 
взятые из работы [12], где в виде таблиц приведе-
ны данные более 60 измерений различными ав-
торами эффективных коэффициентов теплопро-
водности в самых различных двухфазных средах. 
Видно, что и при достаточно высоком значении 
f2 = 0.5 точное решение (7), которое описывает 
ситуацию, когда дисперсные частицы образуют 
непрерывный континуум (рис. 2б), практически 
реализуется лишь в узком диапазоне –0.3 < β < 0.3,  
когда все три решения (6), (7) и (10) практически 
совпадают друг с другом. В то время как получен-
ное в данной работе точное решение (10), инва-
риантное относительно преобразования инвер-
сии фаз, не только существенно сужает границы 
Х–Ш, но и четко ограничивает сверху все экспе-
риментальные точки в широком диапазоне при-
веденных значений параметра 1.81 < α < 743.8.

На рис. 4 дано сравнение точных решений (6), 
(7) и (9) при α = 50 с экспериментами [12] при 
близких значениях параметра 37.08 < α < 66.7 
в координатах λ*/λ1 = f( f2). 

Видно, что в диапазоне объемных концентраций 
дисперсной фазы 0.1 < f2 < 0.74 экспериментальные 

данные ограничиваются снизу аналитической 
формулой Максвелла, а сверху, как и на рис. 3, – 
точным решением (9). Верхняя граница Х–Ш 
(линия 3), которая совпадает с точным решени-
ем (7), может реализоваться на практике лишь 
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Рис. 3. Границы (линии 1–2) возможных изменений 
эффективного коэффициента теплопроводности 
в любой однородной и изотропной дисперсной сре-
де с произвольной микроструктурой при f1 = f2 = 0.5:  
1 – аналитическая формула Максвелла (6); 2 – ре-
шение (10), инвариантное относительно преобразо-
вания инверсии фаз, 3 – верхняя (нижняя) граница 
Хашина–Штрикмана при α  >  1 (при α  <  1). Точ-
ки – эксперименты [12].

Рис. 4. Границы возможных изменений (линии 1–2) 
эффективного коэффициента теплопроводности 
в любой однородной и изотропной дисперсной 
среде с произвольной микроструктурой при α = 50. 
Обозначения как на рис. 3.
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при f2 > 0.8, где она приближается к решению (9).  
В работе [12] имеется лишь два эксперимен-
тальных подтверждения такой ситуации: f2 = 0.9, 
α = 1167.3, α* = 992 и f2 = 0.925, α = 1879.4, α* = 1606.

Таким образом, полученное в данной работе 
точное решение (9), инвариантное относитель-
но преобразования инверсии фаз, существенно 
сужает известные границы Хашина–Штрикма-
на (8), тем самым существенно увеличивая об-
ласть надежной предсказуемости свойств одно-
родных и изотропных двухфазных дисперсных 
сред с произвольной микроструктурой. 
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EXACT SOLUTIONS AND BOUNDS FOR THE THERMAL 
CONDUCTIVITY COEFFICIENT OF A DISPERSED MEDIUM

В. V. Boshenyatova

aInstitute of Applied Mechanics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS A.M. Lipanov

Exact solutions for the thermal conductivity coefficient of a two-phase dispersed medium are obtained 
using the most general physical principles of locality and symmetry. Two solutions define the well-known 
Hashin–Shtrikman bounds. The third solution, invariant under the phase inversion transformation, 
significantly narrows the Hashin–Shtrikman boundaries; this is confirmed by comparison with numerous 
experiments by other authors. It has been shown that taking into account the remote interaction of 
dispersed particles at their increased concentration only slightly (less than 3%) affects the result.

Keywords: two-phase dispersed medium, exact solutions, effective thermal conductivity coefficient, 
interaction of dispersed particles
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Уравнение Навье–Стокса является нелиней-
ным и нелокальным. Как следствие, статистиче-
ские зависимости, выведенные из этого уравне-
ния, являются незамкнутыми, и статистическое 
описание приводит к бесконечной цепочке урав-
нений для многоточечных функций плотности 
распределения вероятности (ФПРВ). Приведем 
коротко обзор методов замыкания для иерархии 
Ландгрена–Монина–Новикова (ЛМН) для поля 
вихря (скорости), который не претендует на пол-
ноту, но представляет основные подходы. Рас-
пределения вероятностей поля вихря (скорости) 
или многоточечные эйлеровы функции плот-
ности распределения вероятности (ФПРВ) [1] 

(1) (1) ( ) ( )( , , , , , )E
n n nf x x tω ω , = 1, ,n ¥  (где ω(i) – зна- 

чение компоненты завихренности Ω(x(i),t) ≡ Ω(i)  

в точке x(i) в момент времени t) удовлетворяют 
иерархии ЛМН [2–4]. ФПРВ рассматриваются 
как в эйлеровом, так и в лагранжевом описании 
турбулентности. Кроме возможности формули-
ровать аналитически реализуемые замыкания 
бесконечной цепочки ЛМН уравнений 

	 , 1 1= , = 1, , ,n
n n n n n

f
L f L f n

t + +
¶

+ ¥
¶



	
(1)

где n, (n + 1)-точечные ФПРВ fn, fn+1 связаны по-
средством нелокальных операторов Ln и Ln,n+1, 
которые будут представлены ниже, иерархия 
ЛМН допускает применение прямого числен-
ного моделирования. Это направление, сочета-
ющее аналитические замыкания и численные 
исследования, было инициировано в [4] с ис-
пользованием условной вероятности распреде-
ления поля завихренности, т.е. pn,n+1 = fn+1 / fn. 
Прямое численное моделирование позволило 
проверить условные ФПРВ для малых n и пока-
зать, что ЛМН-иерархия несовместима с пред-
ставлением ФПРВ гауссовым случайным полем, 
что совпадает с выводом [4] для двухточечных 
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Ключевые слова: обобщенный принцип Бернье, двумерная турбулентность, уравнения Ланд-
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Концепция Брeнье – представление решения уравнений идеальной несжимаемой гидродина-
мики в терминах вероятностных мер на множестве лагранжевых траекторий в случае их сто-
хастичности, является обобщением принципа наименьшего действия Арнольда построения 
гладких решений уравнений Эйлера. В настоящей работе вариационный обобщенный прин-
цип Бренье применяется для замыкания бесконечной цепочки уравнений Ландгрена–Мони-
на–Новикова на n-точечные функции плотности распределения вероятности fn поля вихря 
двумерных турбулентных потоков. Кроме того, в рамках статистического подхода предложена 
аппроксимация вариационной задачи с условиями на концах, поставленная Шнирельманом 
для уравнения Эйлера.

Представлено академиком РАН М.П. Федоруком 28.11.2023 г.

Поступило 28.11.2023 г.
После доработки 28.11.2023 г.

Принято к публикации 12.02.2024 г.

© 2024 г.      В. Н. Гребенёв1,*, А. Н. Гришков2,**

УДК 532.517.45

ОБОБЩЕННЫЙ ПРИНЦИП БРЕНЬЕ И ПРОБЛЕМА ЗАМЫКАНИЯ 
ИЕРАРХИИ ЛАНДГРЕНА–МОНИНА–НОВИКОВА ДЛЯ ПОЛЯ ВИХРЯ 

1Федеральный исследовательский центр  
информационных и вычислительных технологий,  
Новосибирск, Россия
2Институт математики и статистики,  
Университет Сан-Паулу, Сан-Паулу, Бразилия
*E-mail: vngrebenev@gmail.com
**E-mail: grishkov@ime.usp.br



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 515	 2024

44	 ГРЕБЕНЁВ, ГРИШКОВ	

распределений и является тестом для верифи-
кации замыкания. Свойства ФПРВ поля завих-
ренности в обратном каскаде проанализирова-
ны в [1] на основе двухточечной статистики, где 
замыкание иерархии ЛМН специфицируется 
заданием условной вероятности распределе-
ния поля завихренности. Уравнения характе-
ристик ЛМН использовались для описания 
динамики “квази-вихрей” в смысле “квази-ча-
стиц” Ландау. Введение условного усреднения 
для одноточечных статистик в кинетическое 
уравнение было проведено в [5]. Показана воз-
можность учитывать небольшие отклонения 
от сильной негауссовости ФПРВ завихрен-
ности до более выраженных статистических 
корреляций. Замыкание иерархии ЛМН для 
поля скорости выполнено посредством введе-
ния условных ФПРВ для градиента давления 
и диссипации для однородной изотропной 
турбулентности (см. обзор в [1]). Статистиче-
ские симметрии ЛМН-иерархии использова-
лись для проведения сравнения с результатами 
прямого численного моделирования условных 
усреднений. Наблюдаемые отклонения от гаус-
совости одноточечных ФПРВ для поля скоро-
сти являются результатом довольно сложного 
взаимодействия статистических корреляций. 
ФПРВ поля скорости также может быть связа-
на с ФПРВ для инкремента скорости. Показано 
(см. обзор в [6]), что в определенном диапазоне 
масштабов r турбулентного потока инкремент 
является марковским случайным процессом и 
уравнения для ФПРВ замыкаются с использо-
ванием трехточечной статистики. Эволюция 
для условной n-точечной ФПРВ на масштабах 
r определяется уравнением Фоккера–Планка. 
Таким образом, для определенного диапазона 
масштабов бесконечная система кинетических 
уравнений для ФПРВ может быть замкнута и 
преобразована в трехмасштабную (или четы-
рехточечную) модель. В отличие от “правила 
слияния” (fusion rule), которое использовалось 
(см. обзор в [6]) с целью замыкания иерархии 
ФПРВ на этапе двухточечных статистик, пред-
ложенное марковское замыкание действует на 
следующем уровне иерархии ФПРВ как трех-
точечное замыкание. Установлено (см. обзор 
[6]), что уравнения Фоккера–Планка инвари-
антны относительно дополнительных стати-
стических симметрий [7], которые необходимо 
использовать для правильного представления 

статистики скорости в случаях неоднородного 
потока при построении замыканий. Существу-
ет класс моделей двухточечных корреляций, 
основанных на преобразовании Фурье кине-
тического уравнения. Двухточечные модели 
используются в качестве замыкания подсето-
чечных членов в LES-методах (см., например, 
[1]), где подсеточная вязкость выражается как 
функция спектра энергии. Существует также 
класс замыканий, основанный как на методах 
возмущения уравнения Навье–Стокса (квази-
нормальное приближение, приближение пря-
мого взаимодействия, диаграммы Уайлда), так 
и на методах квантовой теории поля (ренор-
мгруппа, правила слияния, инстантоны). Как 
отмечено в [6], предложенные замыкания не 
воспроизводят явления перемежаемости поля 
скоростей ввиду сильной нелинейности урав-
нений гидродинамики. Таким образом, методы 
замыкания статистических зависимостей в тур-
булентности требуют дальнейшего развития.

Цель сообщения – применить вариацион-
ный принцип Бренье [8] для замыкания иерар-
хии ЛМН на n-точечные ФПРВ поля вихря. т.е. 
эйлерову ФПРВ E

nf . Вариационный принцип 
Бренье (ВПБ) является обобщением принципа 
наименьшего действия Арнольда построения 
гладких решений уравнений Эйлера. ВПБ опи-
сывает решения уравнений Эйлера в терминах 
вероятностных мер (обобщенных потоков) на 
множестве лагранжевых траекторий. Понятие 
обобщенных потоков является естественным 
для описания лагранжевых траекторий гидро-
динамической турбулентности в терминах слу-
чайных процессов. Будет дана интерпретация 
обобщенного потока в рамках статистического 
описания гидродинамической турбулентно-
сти. В качестве основной величины движения 
берется случайное поле завихренности и эво-
люция E

nf  определяется иерархией ЛМН в эй-
леровой формулировке [1], которая выводится 
из статистической формы уравнений Эйлера 
с использованием закона Био–Савара. Переход 
к лагранжевой формулировке осуществляется 
эквивалентной записью ЛМН-иерархии в виде 
уравнений вдоль характеристик (лагранжевы 
траектории) ЛМН-иерархии. Статистическая 
форма ВПБ выводится с использованием урав-
нений характеристик, и минимизация функци-
онала выполняется по вариационной перемен-
ной 1

E
nf + . При этом, согласно ВПБ, два краевых 
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условия, начальное и конечное распределение 
ФПРВ 1

E
nf +  вдоль характеристик должны быть 

заданы. Как результат, 1
E

nf + , определенная 
из вариационного принципа (оптимальный 
статистический ансамбль реализаций), позво-
ляет замкнуть E

nf -уравнение ЛМН-иерархии. 
При этом статистическая форма ВПБ совпа-
дает с вариационным принципом Арнольда 
(ВПА) (рассматривая формально предел при 
n → ∞) для краевой задачи о геодезической, 
соединяющей две заданные конфигурации 
жидкости. Постановка такой задачи впервые 
предложена в [9] и изучена с привлечением дис-
кретного аналога группы диффеоморфизмов 
для идеальной несжимаемой жидкости, кото-
рая не является классической в гидродинамике. 
Для двумерного случая неизвестно [9], суще-
ствует ли всегда решение вариационной зада-
чи с условиями на концах. В настоящей работе 
предложена другая аппроксимация этой задачи, 
основанная на статистической версии уравне-
ния Эйлера, т.е. ЛМН-иерархии, которая более 
ориентирована на численные эксперименты, 
что представляет отдельную тему исследования.

1. ОБОБЩЕННЫЙ ПРИНЦИП БРЕНЬЕ

Следуя [10], приведем основные сведения 
о вариационном принципе Бренье. Согласно 
ВПА [11], движение идеальной жидкости реа-
лизуется как экстремаль функционала – инте-
грированная по времени t ∈ [0, T] кинетическая 
энергия частиц жидкости для T << 1. Хорошо 
известно [10], что для воспроизведения харак-
терных особенностей турбулентных потоков 
ВПА необходимо ослабить. Один из подходов – 
ВПБ, который формулируется как нахождение 
экстремали функционала Бренье [8] 

	   
=0 0 =

[ ] = [ ] [ ] inf,

| = , | = ,t t T T

B D Sµ µ γ γ

µ µ µ µ

®ò
	 (2)

где μ[Dγ] – равномерные по t вероятност-
ные меры (обобщенные потоки) на лагранже-
вых случайных траекториях ( , )t a tγ  потока 
( , ) ( , )a t a tγ  с начальным условием γ(a,0) = a и 
краевыми условиями

	 0[ ]( = 0) = , [ ]( = ) = ,TD t D t Tµ γ µ µ γ µ
    

(3)

которые представляют распределения вероят-
ности траектории пройти через заданные точки 

в моменты времени t = 0, t = T, Dγ – вектор, ду-
альный касательному вектору γt. Вариацион-
ный функционал определяется как

	   2

0

1
[ ] = | ( , ) | d ,

2

T

t

D

S a t adtγ γò ò 	 (4)

где | γt(a,t) |2 – квадрат римановой длины каса-
тельных векторов, S[γ] – случайная величина, 
μ[Dγ] – вероятность для траектории γ(a,t) прой-
ти через заданные точки, когда t меняется от 0 
до T. Доказаны следующие свойства задачи (2), 
(3) [8]: а) решение задачи существует в смысле 
обобщенного потока; б) обобщенный вариаци-
онный принцип реализует (классические) ре-
шения уравнения Эйлера при условии, что T = 1, 
при этом μT = δ(x − y(a,T)da, где (a,t) ⟼ y (a,t) – 
лагранжевый поток движения идеальной жид-
кости и y(a,T) – положение в момент времени 
t = T, мера μ[Dy] сингулярна на лагранжевых 
траекториях; в) при t > T стохастические дви-
жения идеальной жидкости определяются ве-
роятностной мерой (обобщенный поток) μ[Dγ].

ВПБ – задача линейной оптимизации, в ко-
торой как целевая функция, т.е. μ[Dγ], так и 
ограничения (3) линейно зависят от аргументов, 
которые необходимо минимизировать. В дис-
кретной постановке задача оптимизации со-
стоит в минимизации усредненного линейного 
функционала энергии [10] 

	     
( ) ( ),i n d nn
i E iµ Σ µ

	 (5)

где последовательность индексов =1, ,{ }n n Nt
i



 – дис- 

кретные лагранжевы траектории, i = (i1,...,id) ∈ [1, Nx]d,  
Nt – шаг по времени; = d

x xD NÈ  – разбиение 
на равные объемы d

xN , d = dimD, Ed(in) – энер-
гия дискретных лагранжевых траекторий in. 
Обобщенные потоки – конечномерные тен-
зоры, представленные ( )

Nd t
xN  значениями дис- 

кретной меры 1{ } = ( , , )n Nt
i i iµ µ  . Краевые усло-

вия (3) – матрицы с предписанными вероят-
ностями лагранжевых траекторий начально-
го и конечного положения в триангуляции D. 
Эффективные алгоритмы, численная реали-
зация задачи (5), (3) и обсуждение примене-
ния к турбулентным потокам приведены в [10]. 
Дискретные течения, для которых определены 
аналоги вариационного функционала – груп-
па перестановок d

xN , которая впервые введена 
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в [9] для аппроксимации лагранжева потока и 
рассматривалась как модель основной группы 
диффеоморфизмов идеальной несжимаемой 
жидкости. Эта конструкция позже применя-
лась в [8, 10].

2. ЗАМЫКАНИЕ ИЕРАРХИИ  
ЛАНДГРЕНА–МОНИНА–НОВИКОВА  

НА ОСНОВЕ ВАРИАЦИОННОГО 
ПРИНЦИПА БРЕНЬЕ

Формулируется вариационный принцип 
Бренье в терминах оптимального статисти-
ческого ансамбля. Конкретно, уравнение (1) 
специфицируется как E

nf -уравнение иерархии 
ЛМН для поля вихря. Далее, следуя [1], урав-
нение переписывается в лагранжевой формули-
ровке, движение n частиц определяется уравне-
ниями характеристик. Для вычисления длины 
касательного вектора характеристики вводится 
риманова метрика, которая определяется усло-
вием инвариантности элемента длины отно-
сительно группы преобразований симметрии  

E
nf -уравнения [12, 13].

2.1. ЛМН-иерархия статистического описания 
поля вихря

Используются следующие обозначения:

( )
(1) (1) ( ) ( )

( ) ( )=1

( , , , , ; ) =

( , )

E
n n n

n
i ii

f x x t

x t

ω ω

δ ω ω= -Õ



 
есть n-точечная эйлерова ФПРВ, n = 1,..., ω(i), 
i = 1,...,n – значение компоненты завихренности 
Ω(x(i),t)(≡Ω(i)) в точке x(i) = (xi, yi), 

E
nf -уравнение 

при внешнем воздействии F принимает вид [1] 
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(6)

с начальным условием 

    
{ }( ) { }( )0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ), ;  = 0 = , .E E
n l l n l lf x t f xω ω

	
(7)

Компонен ты скорости определ яются 
формулами 
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(9)

Далее будем использовать обозначения 

 1 1 2 2
(1, 1) (1, 1) (1, 1) (1, 1)( ) = , ( ) = .n n n nr rα α α α+ + + + 	 (10)

Класс ФПРВ определяется условиями нор-
мализации, совпадения и разделения ФПРВ [1] 
на соответствующих масштабах.

Характеристики уравнения (6) описывают 
динамику n лагранжевых частиц Xn( j)(t): 

 

{ }

( )

( ) ( ) ( ) { , }= ( ), ( )( ) ( ) ( ) ( )
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( ) =

( , ) | , ,

(0) = ,

n j
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 (11)
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j l l
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F x t x
ω Ω

Ω

ω

Ω ω

=
	
(12)

где j = 1,...,n и l = 1,...,n. Нижний индекс в вы-
ражении {ω(l), x(l)} = {Ω(l)(t), Xn(l)(t)} означает, что 
статистика вычисляется в текущем положении 
частицы на характеристике. Завихренность ме-
няется вдоль характеристики согласно (12). Да-
лее предполагаем, что находимся в равновесной 
стадии турбулентности, т.е. внешнее воздей-
ствие отсутствует. Тогда, ввиду (12), завихрен-
ность переносится вдоль Xn(l)(aj,t) без измения. 
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При этом fn-уравнение инвариантно преобразу-
ется для {ω(l),x(l)} c ω(l) = 0, т.е. вдоль характери-
стик нулевой завихренности, что согласуется с ре-
зультатами [15]. Группа симметрий G = G1 × ...× Gn  
определяет расслоение 

(1) ( )
= x x n

P P P´ ´

 

многообразия D с базой x( j), где слой 
( )x j

P  – 
группа преобразований Gj. Такие расслоения 
называются главными. Группа Ли Gj  имеет вид 
[13]

	
*
(1) (1)= ( ),z F z
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где F = U = iV, U, V – произвольные сопряжен-
ные гармонические функции, удовлетворяю-
щие условиям Коши–Римана, т.е. F – конфор-
мное отображение, 

( )z k
F  – производная по ( )kz . 

Fʹ(z( j),z(n+1)) определено на C × C, параметр груп-
пы a опущен в обозначениях. Характеристики 
X n( j) (Zn( j) ∈ C) в комплексных переменных 
z( j) = x( j) + iy( j) конформно-инвариантно преоб-
разуются группой Gj. Инфинитезимальный 
оператор алгебры Ли tj подгруппы Hj ⊂ Gj, пре-
образующей ( )jz  и E

nf , имеет вид 
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где Ф(z( j)) – произвольное конформное отобра-
жение, так что 

* * *
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2
*

( ) ( ) ( ) ( )

= ( ), = , = ,

= ,    = .

j j j z j j z jj j

E E
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z F z dz F dz dz F dz

f F f F F F
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Уравнение (12) описывает динамику j-й 
лагранжевой частицы на j-й компонен-
те n-мерного комплексного пространства 
Сn = С(1) × ... × С(n), где С( j)  C. Таким образом, 

1 2
( ) ( ), ( ),( ) = ( ) ( )n j n j t n j tZ t X t iX t+  – кривая на C( j), 

вдоль которой 0
( )jω  сохраняется. Элемент дли-

ны (метрика) в C( j) определяется функцией Λ: 

	
2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ( , ) .j j j j jdl z z dz dzΛ

	 (23)

Инфинитезимальный оператор наиболее 
широкой группы преобразований, инвариант-
но преобразующей 2

( )jdl , следовательно, длину 
характеристики Zn( j)(t), совпадает с T( j) [14]. Та-
ким образом, условие 2 = E

nfΛ  определяет ри-
манову длину вектора скорости 

( )( )n j
d

Z s
dt

,
 

инвариантную относительно действия группы Hj.
Сформулируем статистический аналог ВПБ. 

Кинетическая энергия лагранжева потока Xn( j)(aj,t),  
интегрированная по t, равна 

	

2

( ) ( )

0

1
[ ] = ( , ) d .

2
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n j n j j j

D

d
S X X a t a dt

dtò ò 	
(24)

Принимая во внимание (9), (10) и конформ-
ный вид метрики 2

( )jdl , т.е. (23), получаем 
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где {ω(l), x(l)} = {Ω(l)(t), X n(l)(aj, t)} задает лагран-
жево представление поля скорости и в лагран-
жевом описании S[X n( j)] – случайная величина. 
Лагранжева ФПРВ поля вихря равна
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Функционал Бренье статистического ансам-
бля случайной величины S[X n( j)] определяется 
формулой 
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(27)

где μ[DX n] – двойная стохастическая мера [8]: 
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Интегрируя (27) относительно da1...dan и ис-
пользуя формулу (см. [16]): 
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получаем 
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(30)

Функционал (30) рассматривается на харак-
теристиках x( j) = Xn( j)(aj,t), и, принимая во вни-
мание, что E

nf постоянна вдоль характеристики 
(см. формулу (30), где ω(Xn( j)(aj,t)) = ω0(aj)), полу-
чаем с учетом начального условия (7), что пра-
вая часть (30) равна
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 (31)

Таким образом, функционал Бренье имеет вид 
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Принцип Бренье наименьшего действия для 
функционала (32) формулируется так:
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где 1,0
E

nf + , 1,
E

n Tf +  – заданные ФПРВ поля вих-
ря в моменты времени t = 0, t = T. Конкретно, 
имеем 
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где 0
( 1) ( 1)( ( ))n nxδ ω ω+ +-  и ( 1) ( 1)( ( ))T
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суть ФПРВ поля вихря ω( j) при t = 0, t = T в на-
чальной и “финальной” точках соответственно. 
Условие равномерности ассоциированной вероят-
ностной меры μ относительно t – это условие на 
характеристиках X n( j)(aj,t). Равенство d / dt Ωn( j)(t) = 0  
вдоль X n( j)(aj,t) ведет к независимости μ от t на 
характеристиках. Следовательно, условие рав-
номерности выполнено. Статистическая фор-
мулировка ВПБ переходит в ВПА при n → ∞  
( j → ∞). Действительно, переходя формально 
к пределу при n → ∞, имеем (X n( j)(aj,t), Ωn( j)(aj,t)) →  
→ (X(a,t)), Ω(a,t)), где a заполняют D. Уравнения 
(11), (12) сходятся к уравнению завихренности 
в лагранжевой формулировке (см. формулы 
(52а), (52b) [1]): 
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При этом правая часть (32) стремится к 
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где под интегралом в (38) – ядро Био–Савара. 
Интеграл (39) совпадает с интегрированной 
по t кинетической энергией объема жидкости. 
Проверка выполнения соответствующих крае-
вых условий элементарна. Полученная вариа-
ционная краевая задача для функционала (39) 
с заданными конфигурациями жидкости при 
t = 0 и t = T [9] не является классической, при 
которой задается начальное положение траек-
тории жидкой частицы и ее скорость.
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Brenier’s concept – a representation of solutions to the equations of ideal incompressible fluids in 
terms of probability measures on the set of Lagrangian trajectories in the case of their stochasticity, is 
a generalization of Arnold’s principle of least action of finding smooth solutions of Euler’s equations. 
In this work, the variational generalized Brenier principle (Brenier, J. Am. Math. Soc. 1989) is used 
to close the infinite chain of Landgren–Monin–Novikov equations for the n-point probability density 
functions fn of the vortex field of two-dimensional turbulence. In addition, within the framework of the 
statistical approach, an approximation of the variational problem with conditions at the ends posed by 
Shnirelman (Mat. Sat. 1985) for the Euler equation is proposed.
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 МЕХАНИКА 

51

Датчики на основе микроэлектромеханиче-
ских систем (МЭМС), разработанные за послед-
ние десятилетия, показали высокий уровень 
выходных характеристик и в то же время низкое 
энергопотребление наряду с высокой надежно-
стью. Благодаря своим небольшим размерам и 
высокой чувствительности к изменениям раз-
личных физических величин, МЭМС-датчики 
имеют весьма обширный спектр потенциаль-
ных приложений, среди которых можно назвать 
инерциальные датчики (акселерометры [1], ги-
роскопы [2]), датчики давления [3], гравиметры 
[4], датчики скорости и градиента скорости по-
тока [5], датчики перемещения, а также датчи-
ки массы [6] и газовые детекторы [7]. Детекторы 
массы осаждаемых частиц и газовые детекторы 

находят применение в относительно новой об-
ласти применения МЭМС, а именно в биомеди-
цинских системах. Среди конкретных приложе-
ний можно назвать датчики для диагностики 
заболеваний посредством измерения массы не-
больших биологических элементов, таких как 
молекулы, вирусы и бактерии [8, 9], а также 
датчики для мониторинга состава воды и воз-
духа (в основном измеряется концентрация того 
или иного газа) [10] для мониторинга качества 
воздуха и обнаружения потенциальной утечки 
выхлопных газов на предприятиях. 

За последнее время были исследованы раз-
личные архитектуры и механизмы измерения 
сверхмалых масс посредством механических 
колебаний. Самым распространенным и широ-
ко изученным является резонансный детектор 
массы, где добавление массы на единственный 
чувствительный элемент меняет значение его 
собственной частоты колебаний [11–15]. 

DOI: 10.31857/S2686740024020083, EDN: KHFDZA

Ключевые слова: МЭМС, слабосвязанные резонаторы, локализация колебаний, детектор мас-
сы осаждаемых частиц

Проведено исследование нелинейной динамики параметрически возбуждаемых изгибных 
колебаний двух слабосвязанных балочных микрорезонаторов при электротепловом возбуж-
дении. Получено установившееся гармоническое распределение температуры в объеме резо-
наторов в частотной области. Выведена система уравнений механически связанных балочных 
резонаторов с учетом осажденной частицы на один из них. С помощью асимптотических 
методов нелинейной динамики получены уравнения в медленных переменных, которые были 
исследованы методами теории бифуркаций. Показано, что в идеально симметричной системе 
в определенном диапазоне частот наблюдается эффект нарушения симметрии – возникно-
вение режима с различными амплитудами колебаний двух балочных резонаторов, что может 
быть положено в основу нового принципа высокоточных измерений слабых возмущений раз-
личной физической природы, в частности – измерений сверхмалых масс осаждаемых частиц.
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Отдельным классом приборов для измерения 
массы следует отметить микроканальные резо-
наторы, в которых для детектирования исполь-
зуются резонансные характеристики связанной 
системы резонатор–жидкость–частица [16, 17].

Наряду с классическими резонансными 
МЭМС-датчиками интенсивно развивающим-
ся направлением является изучение модально-
го взаимодействия между разными степенями 
свободы нелинейных и слабосвязанных колеба-
тельных систем для применения особенностей 
этого взаимодействия к задачам высокоточных 
измерений, в том числе и задачам детектирова-
ния массы [18–21].

Авторы работы [22] изучают явления потери 
симметрии при осаждении частиц при помо-
щи аппарата нелинейных нормальных мод и 
предлагают измерять их массу на основе от-
слеживания перехода между различными ло-
кализованными режимами, где резко меняется 
отношение амплитуд колебаний двух резонато-
ров. В работе [23] показано, что при параметри-
ческом возбуждении колебаний чувствитель-
ность детекторов массы может быть повышена 

на 1–2 порядка по сравнению с режимом вы-
нужденных колебаний вследствие работы дат-
чика на основе отслеживания бифуркации. Ав-
торами показано, что чувствительность вблизи 
точки бифуркации типа “вилка” может быть 
повышена на три порядка, и при этом детектор 
демонстрирует превосходную помехоустойчи-
вость в определенном диапазоне демпфиро-
вания, что открывает возможность избежать 
проблемы недостаточной надежности для де-
текторов массы на основе бифуркации.

Настоящая работа посвящена качественному 
аналитическому исследованию нелинейной ди-
намики параметрически возбуждаемых изгиб-
ных колебаний в системе двух слабосвязанных 
микромеханических резонаторов в целях разра-
ботки нового класса МЭМС-датчиков на основе 
эффекта модальной локализации колебаний. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассматривается система из двух заделан-
ных с двух сторон микробалочных резонаторов 
(рис. 1), связанных механически через тонкую 

Рис. 1. Модель слабосвязанных микрорезонаторов с иллюстрацией механизма возбуждения колебаний.
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упругую перемычку, изгибная жесткость ко-
торой много меньше изгибной жесткости ре-
зонаторов. В центре одной из балок осажена 
частица массы mp. Геометрические параметры 
резонаторов подобраны таким образом, что 
резонаторы имеют равные длины L1 = L2 = L, 
ширины b1 = b2 = b и толщины h1 = h2 = h. Пред-
полагается, что h << L и что прогибы резона-
торов 1,2w  в процессе колебаний малые, но ко-
нечные, так что модель учитывает растяжение 
средней плоскости. Резонаторы изготовлены из 
изотропного упругого материала плотности ρ и 
с модулем Юнга E.

Параметрические изгибные колебания воз-
буждаются путем неравномерного по длине и 
времени нагрева микробалочных элементов 
вследствие протекания электрического тока J 
гармонического вида (1). Механизм возбужде-
ния колебаний проиллюстрирован на рис. 1:
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где VDC – амплитуда постоянной компоненты 
напряжения, VAC и ω – амплитуда и частота пе-
ременной компоненты напряжения, ρe – удель-
ное сопротивление материала балки, t– время.

С применением принципа Гамильтона мо-
жет быть получено следующее уравнение для 
системы:
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где x  – координата вдоль оси резонаторов, µ – 
коэффициент демпфирования в среде вокруг 
резонаторов, 1,2N  – осевая сила, действующая 

на резонаторы, � 3E I
l

κ =
¢ ¢
¢

 – коэффициент ста-
тической изгибной жесткости перемычки, E ,́ 
I´ и l´ – момент инерции сечения, длина пере-
мычки и модуль Юнга материала перемычки 

соответственно, I – момент инерции сечения 
резонаторов, S – площадь сечения резонаторов, 
δ() – дельта-функция Дирака.

Распорное усилие N̂  1,2 вызвано эффектом Джо-
уля из-за нагрева резонаторов N̂  th(1,2), а также эф-
фектом растяжения средней плоскости N̂  e(1,2):
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где α – коэффициент линейного температурно-
го расширения материала резонаторов, T1,2(x

 
)̂ –  

распределение температуры вдоль оси резона-
торов (вычисляется ниже), T0 – начальная тем-
пература резонаторов. 

После введения безразмерных параметров
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может быть получено уравнение в безразмер-
ном виде:
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2. НАХОЖДЕНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ 
ГАРМОНИЧЕСКОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ТЕМПЕРАТУРЫ В ОБЪЕМЕ 
РЕЗОНАТОРОВ

Нестационарное одномерное уравнение те-
плопроводности вдоль оси балки x∈[0,L] имеет 
вид

	 ( )
2

2

1 1
, ,

T

T T
Q x t

ktx α
¶ ¶

- = -
¶¶

 



  	
(5)

где T k
c

α
ρ

=  – температуропроводность, k – ко-

эффициент теплопроводности, ρ – плотность, 
c – удельная теплоемкость материала резона-
торов, ( ),Q x t   – объемное тепловыделение в ре-
зонаторе вследствие протекания тока.

Тепловые граничные условия показаны на 
рис. 1. Объемное тепловыделение из-за про-
текания тока может быть описано следующим 
образом:
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суть статическая и динамическая компоненты 
объемного тепловыделения соответственно.

Статическая компонента TS установившегося 
распределения температуры в резонаторе имеет вид
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Установившееся гармоническое распределе-
ние температуры Td в резонаторе может быть 
найдено в частотной области, для этого задача 

записывается в комплексной форме как сум-
ма двух гармоник 1dT  и 2dT  с частотами ω и 2ω 
соответственно:
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Физическое распределение температуры при 
этом представляется как

( ) ( ){ } ( ){ }1 2, , exp exp 2 .d d dT x t Re T i t Re T i tω ω ω= + 

 

 

Решение гармонической задачи (6) с помо-
щью функции Грина может быть представлено 
следующим образом [24]:
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граничных условиях имеет вид
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3. МЕХАНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

Для получения модели пониженного порядка 
применяется метод Бубнова–Галёркина с разло-
жением по собственным формам изгибных коле-
баний ненагруженного резонатора. В разложении 
удерживается лишь первое слагаемое, соответ-
ствующее первой форме изгибных колебаний ϕ1 (x),  
так как предполагается движение резонаторов 
именно по первой форме изгибных колебаний. 
Уравнения колебаний приобретают вид
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где параметры введены следующим образом:
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К полученной системе (7) применяется ме-
тод многих масштабов [25], асимптотическое 
разложение по которому проводится до треть-
его порядка включительно. В результате была 
получена система уравнений в медленных пе-
ременных, нелинейная динамика которой ис-
следуется далее.

4. ЗОНЫ ВОЗМОЖНОЙ РАСКАЧКИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ

При анализе параметрических колебаний пер-
вым шагом исследования является поиск зон па-
раметрического резонанса. В данной работе были 
применены два метода для построения диаграмм 

Айнса–Стретта: классический подход теории 
Флоке, а также с использованием критерия 
устойчивости Рауса–Гурвица для системы в мед-
ленных переменных. На рис. 2 представлены 
зоны раскачки колебаний при длине перемычки 
между резонаторами равной Lsm = 500 мкм, при 
отсутствии осажденных частиц mp = 0.

Зоны параметрической раскачки колебаний 
в системе слабосвязанных резонаторов пред-
ставляют собой комбинацию из двух зон, ти-
пичных для одного резонатора. Левая зона, 
обозначенная синим пунктиром, соответству-
ет зоне возможной раскачки синфазных коле-
баний, правая, обозначенная красным пун-
ктиром, – противофазных колебаний. Данные 
зоны имеют “носики”, которые при уменьше-
нии демпфирования (увеличении добротности) 
стремятся к значениям собственных частот 
синфазных (без учета работы упругой перемыч-
ки) и противофазных (с учетом перемычки) ко-
лебаний. Зоны имеют пересекающиеся области, 
в них вид колебаний будет зависеть от началь-
ных условий. Также стоит отметить, что реше-
ния для зон раскачки колебаний, полученные 
двумя методами, совпадают.

5. АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ

На рис. 3а представлена амплитудно-частот-
ная характеристика системы при VAC = 0.94 B, 
т.е. до момента взаимного пересечения зон 
раскачки колебаний.

Рис. 2. Зона главного параметрического резонанса. 
Штриховка – теория Флоке, пунктир – критерий 
Рауса–Гурвица, VDC = 0, mp = 0.
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Синфазная ветвь АЧХ (синяя линия) пред-
ставляет собой классическую амплитудно-ча-
стотную диаграмму при параметрическом 
возбуждении с характерной “жесткой” нели-
нейностью. Ветвь противофазных колебаний 
(красная линия) имеет особенность в виде 
точки ветвления типа “вилка” при значении 
частоты, близком к удвоенной собственной ча-
стоте ненагруженного резонатора. После дан-
ной точки одна устойчивая ветвь АЧХ каждого 
резонатора разделяется на две ветви с различ-
ными амплитудами (оранжевая и фиолетовая 
линии), причем если один из резонаторов коле-
блется с амплитудой верхней ветви, то другой – 
с амплитудой нижней ветви. Режим колебаний 
системы, при котором амплитуды резонаторов 
различны, может быть полезным с точки зре-
ния измерения малых возмущений, вводи-
мых в систему, например, в виде осажденной 
частицы.

Далее на рис. 3б представлена амплитуд-
но-частотная характеристика резонаторов при 
наличии возмущения на одном из них в виде 
осажденной частицы массы mp = 10 пг. 

При наличии возмущения противофазная 
ветвь АЧХ-системы распадается на две непе-
ресекающиеся ветви, т.е. в системе также на-
блюдается режим колебаний с различными 
амплитудами, причем отношение амплитуд, 
а также точка перехода из режима с одинаковы-
ми амплитудами в режим с различными зави-
сят от величины возмущения, в нашем случае 
от массы осаждаемой частицы. Отсюда можно 
сделать вывод о возможности измерения массы 

осаждаемых частиц детектором, чувствитель-
ным элементом которого будет служить систе-
ма из слабосвязанных резонаторов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе выполнено параметри-
ческое исследование нелинейной динамики 
слабосвязанных резонаторов при электроте-
пловом возбуждении. При помощи принципа 
Гамильтона получена система уравнений с уче-
том геометрической нелинейности и наличия 
возмущения в виде точечной массы. Далее 
система была сведена к модели пониженного 
порядка при помощи метода Галёркина. При-
менен метод многих масштабов для получения 
системы в медленных переменных, которая 
затем исследовалась методами теории бифур-
каций. Показано, что в симметричной системе 
на устойчивой противофазной ветви ампли-
тудно-частотной характеристики существует 
зона значений частоты, при которых в системе 
наблюдается режим колебаний с различны-
ми амплитудами у резонаторов. При наличии 
осажденной частицы на амплитудно-частотной 
характеристике наблюдается возникновение 
изолированной ветви, также соответствующей 
противофазным колебаниям с различными 
амплитудами. 
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Рис. 3. АЧХ системы при отсутствии пересечения зон раскачки колебаний, VDC = 0, mp = 0 (а), mp = 10 пг (б).
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SYMMETRY BREAKING AND MODAL LOCALIZATION IN A SYSTEM 
OF PARAMETRICALLY EXCITED MICROBEAM RESONATORS

N. V. Piskuna, A. V. Lukina, I. A. Popova, L. V. Shtukina

aPeter the Great St.Petersburg Polytechnic University, Saint-Petersburg, Russia

Presented by Academician of the RAS N.F. Morozov

In this work, we study the nonlinear dynamics of parametrically excited bending vibrations of two 
weakly coupled beam microresonators under electrothermal excitation. A steady-state harmonic 
temperature distribution in the volume of the resonators in the frequency domain was obtained. A system 
of equations for mechanically coupled beam resonators is derived, considering the deposited particle 
on one of them. Using asymptotic methods of nonlinear dynamics, equations in slow variables were 
obtained, which were studied by methods of the theory of bifurcations. It is shown that in a perfectly 
symmetrical system in a certain frequency range, the effect of symmetry breaking is observed – the 
emergence of a mode with different amplitudes of oscillations of two beam resonators, which can be 
the basis for a new principle of high-precision measurements of weak disturbances of various physical 
natures, in particular – measurements of ultra-low masses of deposited particles.

Keywords: MEMS, weakly coupled resonators, modal localization, mass sensor
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Промерзание горных пород, насыщенных 
раствором солей, является сложным процессом, 
включающим различные механизмы переноса 
солей и влаги, а также развитие различных де-
формаций и напряжений в грунтовом скелете.

Согласно современным представлениям, 
в течение геологической истории толщи горных 
пород в прибрежной зоне Сибирского аркти-
ческого шельфа подвергались периодическим 
процессам трансгрессии и регрессии моря, а 
также замерзания и оттаивания, в результате 
чего здесь сформировалась мерзлота с большим 
количеством линз и прослоев сильноминерали-
зованных вод с отрицательной температурой, 

называемых криопэгами [1, 2]. В то же время 
известно, что соленая морская вода и криопэги 
самым существенным образом способствуют 
разрушению и деградации вечной мерзлоты и, 
соответственно, интенсивному высвобождению 
метана в результате разложения метастабиль-
ных газогидратов, содержащихся в мерзлых 
породах в самоконсервированном виде [3–5]. 
Метан является мощным парниковым газом и 
влияет на глобальное потепление [6]. Поэтому 
исследования закономерностей образования 
криопэгов при промерзании пород, насыщен-
ных раствором солей, весьма актуальны. 

Моделирование процессов как замерзания, 
так и оттаивания пород и почв, насыщенных 
раствором солей, проводили многие авторы 
[7–9]. Существенным отличием предлагаемой 
нами модели является то, что в ней учитывает-
ся осмос, связанный с градиентом концентра-
ции соли, который характерен для растворов и 
является мощным механизмом движения (ми-
грации) растворов в слабопроницаемых пори-
стых средах [10, 11]. Это, в частности, позволяет 
найти критерий образования криопэгов в про-
мерзающих засоленных грунтовых средах, ко-
торый существенно зависит от коэффициента 
осмотической фильтрации. Кроме того, как 
правило, аналогичные модели не учитывают 

DOI: 10.31857/S2686740024020094, EDN: KHEIDT

Ключевые слова: промерзание, засоленные породы, криопэги, осмос, математическая модель, 
моделирование

На основе математической модели, учитывающей эффект осмоса, получен критерий обра-
зования криопэгов в промерзающих породах, насыщенных раствором соли. Показано, что 
указанный критерий существенно зависит от коэффициента осмоса. Исследованы свойства 
криопэга в зависимости от параметров задачи.
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деформацию вмещающих пород, что не всегда 
оправдано, особенно при влиянии осмоса, ко-
торый может создавать большие давления, спо-
собные разрушить пласт.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Имеется горизонтальный проницаемый 
грунтовый пласт, насыщенный раствором 
соли с постоянной концентрацией и с заданной 
температурой. В некоторый момент времени 
на верхней границе температура падает ниже 
температуры замерзания при данном локаль-
ном давлении и данной концентрации раство-
ра. Тогда сверху вниз будет распространяться 
фронт частичного замерзания раствора (рис. 1).

Требуется сформулировать математическую 
модель рассматриваемого процесса и исследо-
вать условия образования и свойства криопэгов.

Отметим, что, вообще говоря, над двумя 
слоями, показанными на рис. 1, будет присут-
ствовать еще один полностью замерзший слой 
с подвижной границей. Однако можно пока-
зать, что если проницаемость не слишком мала, 
то граница этого слоя будет двигаться намного 
медленнее передней границы частичного за-
мерзания, показанной на рис. 1. В этом случае 
указанный первый слой в первом приближе-
нии можно не учитывать. При необходимости 
учет этого слоя не составит принципиальных 
трудностей.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Приведем систему уравнений в первом слое. 
Направим ось z вниз и выберем систему коор-
динат, как это показано на рис. 1.

Область I. Система в этой области находится 
в состоянии фазового равновесия, потому со-
гласно уравнению состояния температура явля-
ется функцией давления и концентрации соли. 
Обычно считается, что температура зависит 
от концентрации линейно. Другими словами, 
уравнение состояния можно записать в виде

	 0( ),wp P T cψ= +
		

(1)

здесь p = Pw(T) – известная функция, уравне-
ние состояния для чистой жидкости. 

Система уравнений в рассматриваемой обла-
сти пласта запишется в виде
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где k – проницаемость; s – водонасыщенность; 
ρw, ρi – плотности воды и льда соответственно; 
v – поле скорости раствора; Cm – эффективная 
теплоемкость единицы объема насыщенной 
пористой среды; Cw, Ci, Cs – теплоемкости воды, 
льда и пород; T – температура; с – концен-
трация; с0 – характерная концентрация; λm –  
эффективная теплопроводность насыщенной 
пористой среды; λw, λi, λs – теплопроводности 
воды, льда и пород; μ1 – химический потенциал 

Рис. 1. Схема задачи: I – частично замороженная 
область пласта, насыщенная льдом и раствором 
соли, находящимися в термодинамическом равно-
весии; II – незамороженная область пласта, насы-
щенная раствором соли; *( )z z t=  – фронт частич-
ного замерзания раствора.

I

II

0

z*

z
h
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растворителя в растворе; η – вязкость раствора; 
D – коэффициент диффузии соли в растворе; 
q – удельная теплота плавления льда; а – кон-
центрация соли в твердой фазе пористой среды; 
K – константа адсорбционного равновесия; βw – 
коэффициент теплового расширения.

В дальнейшем в этой системе будем полагать 
коэффициенты дμ1 / дc, dPw / dT постоянными 
величинами, при этом сами величины давления, 
температуры и концентрации связаны нели-
нейной зависимостью фазового равновесия (1).  
Кроме того, для простоты будем считать фа-
зовую проницаемость раствора линейной, т.е. 
положим 

( ) .wf s s=

В (2) учтена установившаяся адсорбция соли. 
Например, в случае изотермы Ленгмюра урав-
нение адсорбции имеет вид 

	
( , ) ,

1
Kc

a K c a
Kc¥=

+ 	
(3)

где a∞ – значение предельной адсорбции; 
с – равновесная концентрация адсорбента 
в растворе. 

Отметим, что первый член в законе Дарси 
в (2), пропорциональный градиенту концентра-
ции, есть осмотическая сила [10]. В (2) первое 
уравнение – это обобщенный закон Дарси, вто-
рое – уравнение баланса массы воды, третье и 
четвертое – уравнения баланса соли и энергии. 

В дальнейшем будем полагать, что выполнено 
неравенство 
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 (4)

где h – толщина слоя; T0 – температура на 
нижней границе области II, T 0 – температура 
на границе z = 0. Неравенство (4) означает, что 
градиент температуры на линии насыщения, 
вызванный гидростатическим перепадом дав-
ления, который по оценкам составляет пример-
но один градус на сто метров, мал по сравнению 
с рассматриваемым градиентом температуры.

В соответствии с условием (4) в дальнейшем в 
первом уравнении системы (2) будем пренебре-
гать силой тяжести.

Систему уравнений в области II получим 
из системы (2), если положить водонасыщен-
ность s равной единице и учесть, что давление 
уже не будет зависеть от температуры и концен-
трации, а будет независимой переменной. 

Граничные условия. Считая для простоты 
нижний слой бесконечным, граничные ус-
ловия, характеризующие сохранение потоков 
массы воды, соли и энергии, можно записать 
в виде 
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(6)
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(7)

где T 0 – значение температуры на границе z = 0.
Здесь индексы определены следующим обра-

зом: индекс “+” характеризует указанную вели-
чину при приближении к той или иной границе 
снизу, индекс “–” – при приближении сверху, 
индекс “*” указывает на значение на границе 
z = z*, верхний индекс “0” – на границе z = 0, 
нижний индекс “0” – на границе z → ∞.

Отметим, что водонасыщенность на грани-
це фазового перехода может терпеть разрыв. 
В дальнейшем давление будем отсчитывать от 
гидростатического, а температуру от T 0. 

Запишем задачу (2) в безразмерном виде. Для 
этого введем масштабы:
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В безразмерном виде, сохраняя обозначения 
прежними, имеем в области I:
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(9)

здесь PeT, Pec – числа Пекле по температуре и 
концентрации соответственно.
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Уравнения в области II получим, полагая 
в (9) водонасыщенность тождественно равной 
единице, а давление независимой величиной.

АВТОМОДЕЛЬНАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Решение будем искать в автомодельном виде, 
вводя новую координату ξ:
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Тогда будем иметь систему в частично замо-
роженной области II:
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Полагая водонасыщенность s равной единице, 
получим уравнения во втором слое. В качестве 
граничных условий имеем равенства (5)–(7),  
записанные в автомодельных координатах.

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ 
ОБРАЗОВАНИЯ КРИОПЭГОВ

Под криопэгом будем понимать замкнутую 
область пласта, насыщенную высокоминерали-
зованным раствором в условиях отрицательных 
температур. Полагаем, что поры на границе 
криопэга полностью заполнены льдом.

Для того чтобы криопэг мог образоваться, па-
раметры рассматриваемого процесса промерза-
ния должны удовлетворять некоторым критери-
ям. В данном разделе выведены математические 
неравенства, соответствующие этим условиям. 
Физическая суть этих условий заключается в том, 
что если коэффициент осмоса слишком большой, 
то втягивание влаги, вызванное осмосом, из та-
лой области в промерзающую будет превалиро-
вать над промерзанием, и криопэг образоваться 
не может. Напротив, если осмотический коэффи-
циент равен нулю, то выталкивание раствора из 
промерзающей области, вызванное ростом рав-
новесного давления при охлаждении и разностью 
плотностей воды и льда, будет доминирующим 
процессом, и криопэг в условиях рассматривае-
мой модели также не образуется. 

В данном разделе полагаем, что водонасы-
щенность в начале координат, т.е. на охлаждае-
мой границе, равна нулю. В простейшем случае 
двухмерной задачи для образования криопэга 
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необходимо, чтобы водонасыщенность обра-
щалась в нуль, кроме начала координат, в еще 
одной точке промерзающей области ξ0 ≤ ξ*, и 
в этой точке производная водонасыщенности 
должна быть отрицательной, т.е. должны вы-
полняться условия:
при 0 * : 0, 0s sξ ξ ξ ¢= £ = < . 		   (13)

Рассмотрим полное, включая скорость, урав-
нение для водонасыщенности, которое получа-
ется из системы (12) после исключения вторых 
производных по температуре и концентрации:
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(14)

Положим в этом уравнении s = 0, тогда получим
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Разлагая решение в ряд Фурье по степеням ζ, 
с учетом последних двух уравнений в (12) усло-
вия возникновения криопэга запишутся в виде
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Здесь 0 0

dT
T

dξ ξ
¢ =

=
.

Если такой точки ξ0 в частично заморожен-
ной области, т.е. области 0 < ξ0 ≤ ξ*, нет, то 
криопэг отсутствует.

Рассмотрим случай малых коэффициентов 
осмоса, когда 

 	 0fγ ψ .
	

(17)

Тогда из (16) приближенно получим
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Значение ξ0 находится из второго уравнения 
(16) или приближенно из уравнения
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Отсюда следует, что для наличия криопэ-
га требуется, чтобы коэффициент осмоса был 
отличным от нуля. Кроме того, из (19) следует, 
что с ростом коэффициента осмоса величина 
ξ0 растет и при некотором критическом значе-
нии γfc достигает границы фазового перехода ξ*, 
при дальнейшем росте γf криопэг раскрывается 
и водонасыщенность рассматриваемой обла-
сти на фазовой границе растет. Таким образом, 
с одной стороны, малые значение коэффици-
ента осмоса необходимы для формирования 
криопэга, а с другой – при превышении этим 
коэффициентом критического значения закры-
тый криопэг не образуется.

Указанное критическое значение γfc находит-
ся из условия ξ0 = ξ* или

	 *( ) 0.s ξ =
	

(20)
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Приближенно γfc можно вычислить, полагая 
в (19) ξ0 = ξ*.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В данной задаче о промерзании насыщен-
ных пород имеются две силы: выталкивающая 
раствор в незамерзшую область и втягивающая. 
Выталкивающая сила связана с тем, что равно-
весное давление растет с уменьшением темпе-
ратуры, а также с разностью плотностей воды 
и льда, а втягивающая – вызвана осмотической 
силой. В зависимости от значений параметров 
превалирует та или иная сила. Основные свой-
ства рассматриваемого процесса промерзания 
обусловлены главным образом конкуренцией 
этих сил. 

Из представленных в предыдущем разделе 
результатов следует, что при определенных ус-
ловиях промерзания пород насыщенных рас-
твором солей в мерзлоте могут образоваться 
криопэги (замкнутые “карманы с рассолом”). 
Математический критерий образования крио-
пэга в рамках рассматриваемой постановки за-
дачи дает формулы (13)–(19). 

Некоторые свойства, связанные с криопэга-
ми, полученные на основе численного решения 
системы (12), иллюстрирует рис. 2. Как пока-
зывают расчеты, криопэги в рассматриваемых 
условиях образуются при наличии коэффици-
ента осмоса γf, но он должен быть достаточно 
мал. Рисунок 2a показывает, что с увеличением 

коэффициента осмоса криопэг растет и рас-
ширяется (кривая 2). При дальнейшем росте γf 
криопэг открывается (кривая 3). На рис. 2б по-
казана эволюция криопэга во времени. Видно, 
что криопэг расширяется вместе с продвиже-
нием фронта промерзания. На рис. 2в показаны 
распределения водонасыщенности с глубиной 
через год после начала промерзания для раз-
личных сжимаемостей пород. Как и следовало 
ожидать, с ростом водоемкости размер крио-
пэга становится больше. Кроме того, заметим, 
что раствор внутри криопэга практически 
неподвижен.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе предложенной математической 
модели проведены исследования процесса 
промерзания пород, насыщенных растворами 
солей с учетом осмотического эффекта. Вы-
веден математический критерий образования 
закрытых “карманов с рассолами” (криопэгов) 
в мерзлой зоне промерзающих пород. Показа-
ны закономерности зависимости процесса об-
разования криопэгов от коэффициента осмоти-
ческой силы и других параметров задачи. 

На основе численного исследования показа-
но, что при больших значениях осмотического 
коэффициента в промерзающих грунтах поро-
вый раствор втягивается в промерзающую об-
ласть из талой области, а при малых, напротив, 
выталкивается. Выталкивающая сила связана 

Рис. 2. Распределение водонасыщенности с глубиной при Pec = 10, PeT = 0.1, c0 = 1.7 %, T0 = −2°C.
(a) t = 1 год, βp = 0.1 при разных значениях коэффициента осмоса: γf  / γf0 = 0.5; 1.3; 1.8 (1−3);
(б) γf  / γf0 = 1.3, βp = 0.3 для разных значений времени: t = 1; 4; 10 год (1−3);
(в) t = 1 год, γf  / γf0 = 10 при разных значениях сжимаемости пород: βp = 0.01, 0.1, 0.3 (1−3).
Здесь γf0 = 10−3 – характерный для криопэга в данных условиях безразмерный осмотический коэффициент.
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с тем, что равновесное давление растет с умень-
шением температуры, а также с разностью 
плотностей воды и льда. Это вполне согласует-
ся с результатами физических экспериментов, 
когда при промерзании глинистые грунты, где 
осмотические свойства сильно выражены, втя-
гивают раствор, а пески, напротив, выталкива-
ют [12, 13]. Сравнение результатов математиче-
ских экспериментов с физическими показали 
не только качественное, но и очень хорошее 
количественное согласие во многом благода-
ря учету осмотического эффекта, без которого 
указанное согласие не достигается.
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MATHEMATICAL CRITERION FOR THE FORMATION OF CRYOPAGS 
DURING THE FREEZING OF ROCKS SATURATED WITH SALT 

SOLUTION
M. M. Ramazanova,b, N. S. Bulgakovaa,c, Academician of the RAS L. I. Lobkovskyd
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Based on a mathematical model that takes into account the osmosis effect, a criterion for the formation 
of cryopegs in freezing rocks saturated with a salt solution is obtained. It is shown that this criterion 
significantly depends on the osmosis coefficient. The properties of the cryopeg are investigated 
depending on the parameters of the problem.

Keywords: freezing, saline rocks, cryopegs, osmosis, mathematical model, modeling
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Одним из важнейших факторов, ограничи-
вающих применение волоконных световодов 
в различных условиях эксплуатации, является 
стойкость защитного покрытия. Используе-
мые в большинстве случаев стандартные акри-
латные полимерные покрытия допускаются 
к использованию при температурах до 85°С, 
специальные акрилатные покрытия допускают 
эксплуатацию до 150°С, на основе силиконо-
вой резины – до 200°С, полиимидные лаковые 
покрытия – до 350°С. Герметичные металличе-
ские защитные покрытия существенно расши-
ряют области применения волоконных светово-
дов. Они позволяют использовать волоконные 

световоды при более высоких температурах, 
не разлагаются под действием ионизирующе-
го излучения, не выделяют газов (важно в ус-
ловиях высокого вакуума или высокочистых 
веществ), а также допускают пайку – очень 
важное свойство для герметизации разъемов и 
вводов в вакуум или другие тяжелые условия. 

Нанесение металла (алюминия) из расплава 
на кварцевые волокна впервые было продемон-
стрировано в 1960-е гг. [1] при разработке ком-
позиционных материалов типа металл-стекло-
волокно. В конце 1970-х гг. такой подход впервые 
был использован для нанесения алюминиевого 
покрытия на волоконные световоды [2]. 

В этой технологии световод, имеющий срав-
нительно низкую температуру, проходит через 
тонкий слой (обычно несколько миллиметров) 
расплавленного металла. Если температура 
расплава находится достаточно близко к темпе-
ратуре плавления, некоторый слой металла мо-
жет “намерзнуть” на поверхности световода [3]. 
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Показано, что прочность волоконных световодов в медном покрытии в условиях высоких 
температур на воздухе снижается со временем в первую очередь из-за деградации медного 
покрытия за счет окисления, приводящей далее к появлению и росту точечных дефектов 
на поверхности кварцевого стекла. При этом световоды сохраняют работоспособность при 
600°С в течение ~1.5 ч, а при 500°С – в течение ~16 ч. Величина энергии активации процесса 
находится в диапазоне 120–123 кДж/моль. Полученные результаты позволяют прогнозиро-
вать стабильность работы световодов на воздухе при 300°С в течение ~1.5 лет, а при 250°С – 
в течение ~17 лет.
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Преимуществом метода намораживания 
является достаточная толщина покрытия (10–
30 мкм), сравнительно высокая скорость нане-
сения и относительная простота. Понятно, что 
чем выше температура плавления металла, тем 
интереснее он как материал покрытия. Однако 
следует отметить, что при нанесении на свето-
воды металлов возникает проблема взаимодей-
ствия горячего металла с поверхностью стек-
ла, что может существенно снизить прочность 
световода уже в процессе нанесения [4–6]. Этот 
эффект ограничивает выбор металлов для по-
крытия температурой плавления до 1100°С. 
Основным недостатком металлических покры-
тий являются повышенные оптические потери 
вследствие микроизгибов, возникающих при 
намораживании сравнительно толстой метал-
лической оболочки [7–10]. Это делает невоз-
можным использование световодов с металли-
ческими покрытиями в протяженных линиях 
связи. Тем не менее в ряде важных специальных 
применений, где не нужна многокилометровая 
длина, световоды в металлических покрытиях 
не имеют альтернативы.

Из металлов алюминий является наиболее 
изученным материалом покрытия. Температура 
плавления алюминия составляет 660°С, однако 
даже ниже этой температуры могут протекать 
химические реакции кварцевого стекла с алю-
минием [4–6]. В результате поверхность кварце-
вого стекла повреждается, а прочность волокна 
снижается. Скорость деградации поверхности 
сильно зависит от температуры. Начальная 
прочность на изгиб, которая может достигать 
10–12 ГПа, снижается в три раза после старе-
ния волокна при температуре 500°С в течение 
10 ч. При 400°С такая же деградация прочно-
сти происходит через 5 мес [6]. Замечательным 
свойством алюминиевого покрытия является 
формирование на его поверхности при старе-
нии на воздухе тонкой герметичной оксидной 
пленки, которая препятствует дальнейшему 
окислению покрытия, позволяя долговремен-
ное использование световодов в алюминиевом 
покрытии в окислительной атмосфере при по-
вышенных температурах. В то же время эта ок-
сидная пленка препятствует процессу пайки, 
делая невозможными для световодов в алюми-
ниевом покрытии важные применения, связан-
ные с герметизацией вводов.

Золото, серебро и медь – металлы, которые не 
вступают в реакцию с кремнеземом при высо-
ких температурах. Их температуры плавления 
составляют 1064, 962 и 1084°С соответственно. 
Но золото и серебро являются драгоценными 
металлами, поэтому эксперименты по нанесе-
нию таких покрытий и дальнейшее их приме-
нение оказываются крайне проблематичными. 
В такой ситуации медь оказывается наиболее 
подходящим материалом.

Нанесение медного покрытия методом на-
мораживания позволяет получить световод 
с прочностью на разрыв 3.5 ГПа и однородной 
прочностью на изгиб 10 ГПа [8]. При исключе-
нии окисления покрытия в инертной или водо-
родной атмосфере (медь быстро окисляется при 
температуре выше 300°С) было показано, что 
снижение прочности волокон с медным покры-
тием после старения при Т = 750°С в течение 1 ч 
незначительно, тогда как значительный эффект 
наблюдается в течение 2–3 ч [8]. Рентгеновский 
анализ показал, что снижение прочности вы-
звано кристаллизацией поверхности кварце-
вого стекла и образованием кластеров меди 
внутри кремнезема вблизи его поверхности [8]. 
Последнее происходит за счет диффузии меди. 
Этот механизм деградации прочности волокна 
отличается от образования дефектов в волок-
нах с алюминиевым покрытием, где происхо-
дит химическая реакция кварцевого стекла 
с алюминием.

Во всех работах по изучению свойств свето-
водов в медном покрытии эксперименты прово-
дились только в инертной или восстановитель-
ной атмосфере и при этом делалось замечание, 
что в окислительной атмосфере (на воздухе) ме-
ханическая стойкость будет существенно ниже 
из-за окисления меди. То есть медное покры-
тие будет уступать алюминиевому. Тем не менее, 
как уже было указано выше, есть ряд важных 
применений, связанных, в частности, с пайкой 
световодов, где медное покрытие нельзя заме-
нить алюминиевым. Поэтому вопрос о стой-
кости световодов в медном покрытии при 
повышенной температуре на воздухе имеет се-
рьезное практическое значение. Данная работа 
является первым систематическим исследова-
нием этого вопроса.
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДИКИ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

В качестве объекта исследования использо-
вался волоконный световод с медным покры-
тием. Диаметр световода – 125 мкм, толщина 
медного покрытия – 20 мкм, т.е. диаметр по-
крытого волокна был 165 мкм. Во время вы-
тяжки световода перед нанесением медного 
покрытия на стеклянную поверхность методом 
CVD [11] наносился тонкий (~30 нм) технологи-
ческий подслой углерода. Такой подслой пони-
жает адгезию медного покрытия к кварцевому 
стеклу, препятствуя повреждению поверхно-
сти стекла при охлаждении за счет большой 
разницы коэффициентов теплового расшире-
ния стекла и металла, способствуя сохранению 
высокой прочности волокна. В экспериментах 
использовались образцы волоконного свето-
вода в свободной намотке с диаметром витка 
d = 15.5 см и длиной L = 20 м.

Испытание образцов световодов с медным 
покрытием происходило при повышенных тем-
пературах в воздушной атмосфере в темпера-
турной камере АГНИ ПКТ48-1280-13Ф3-Н2-S2 
(диапазон температур от 20°С до 1200°С, допу-
стимое отклонение температуры ± 5°С). Снача-
ла производился нагрев камеры до температуры 
выдержки (Т = 500°С, 520°С, 540°С, 560°С, 580°С, 
600°С) со скоростью нагрева 10°С/мин. В мо-
мент достижения нужной температуры про-
изводилась укладка образца световода в сво-
бодной намотке в разогретую температурную 
камеру. После истечения времени выдержки 
образец извлекался из температурной камеры. 
Прочность измерялась сразу после остывания.

Измерение изгибной прочности осущест-
влялось методом двухточечного изгиба (рис. 1) 
в соответствии с методикой, описанной в [12] 
на скорости сближения испытательных сжима-
ющих пластин 630 мкм/с. Для измерения пре-
дельной прочности использовалась установка 
двухточечного изгиба Fiber Sigma 2 PointBend. 
Момент разрушения образца определялся с по-
мощью акустического датчика, позволявше-
го с большой точностью измерять расстояние 
между пластинами при разрушении. Метод 
двухточечного изгиба позволяет изучать соб-
ственную прочность именно стеклянного во-
локонного световода независимо от состояния 
защитного покрытия, так как в испытаниях 

не участвуют какие-либо зажимы (как в слу-
чае испытаний на растяжение). При этом в од-
ном тесте нагрузке подвержена эквивалентная 
длина всего в несколько миллиметров, одна-
ко для понимания состояния световода этого 
оказывается достаточным. Для каждого режи-
ма отжига проводилось, как правило, 30 тестов 
на изгиб. Самое продолжительное время теста 
при каждой температуре ограничивалось, когда 
средняя прочность была ниже 1 ГПа и световод 
в некоторых местах уже рассыпался в руках, что 
делало невозможным достоверные измерения.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Так как разброс прочности стеклянных воло-
кон описывается распределением Вейбулла, ре-
зультаты измерений приводятся в координатах 
Вейбулла. В этом случае результаты измерения 
прочности дефектов одной природы, как пра-
вило, приблизительно ложатся на одну прямую. 
Чем круче наклон прямой, тем более узким яв-
ляется распределение прочности. Типичные 
результаты измерений прочности образцов, 
полученных при различном времени выдержки 
при температуре 540°С, представлены на рис. 2. 
Видно, что на фоне изначально узкого исход-
ного распределения, характерного для «безде-
фектных» световодов, после некоторого време-
ни выдержки при высокой температуре среди 
результатов начинают появляться более слабые 

Рис. 1. Схема установки двухточечного изгиба,  
где 1 – образец световода; 2 – акустический датчик; 
3 – сжимающие пластины.
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значения прочности, характеризующиеся ши-
роким распределением. То есть новые дефекты, 
связанные с воздействием температуры, появ-
ляются поначалу в виде сравнительно редких 
точек со сравнительно широким разбросом 
размеров таких дефектов. Это приводит к по-
явлению на графике Вейбулла участка с более 
пологим наклоном, который смещается в сто-
рону низкой прочности после более продол-
жительной термообработки. Для описания 
деградации волоконного световода нам было 
важно определять положение края распределе-
ния со стороны низкой прочности. Использо-
валась следующая методика: выбирались 6 ми-
нимальных значений прочности (из 30 тестов), 
из них исключались 2 наименьших значения, а 
для оставшихся вычислялось среднее значение. 
Такой подход позволяет снизить влияние на ре-
зультат возможного разброса данных, который 
характерен для точек на краю распределения.

Полученные таким образом результаты из-
мерений деградации прочности при выдержке 
при температурах от 500 до 600°С с шагом 20°С 
представлены на рис. 3. Эксперименты показа-
ли, что в течение некоторого «индукционного» 
времени (которое сокращается с ростом тем-
пературы) прочность не меняется, а затем на-
чинает резко снижаться. Снижение прочности 

означает появление и рост дефектов на сте-
клянной поверхности световода. Теория раз-
рушения утверждает, что прочность хрупкого 
тела σ связана с размером дефекта (глубиной 
трещины) а следующим соотношением [13]:

 	
1

.
a

σ 
	 (1)

Таким образом, используя в качестве коор-
динаты σ −2, мы получаем качественные зависи-
мости роста относительного исходного размера 
дефектов на поверхности световода от времени 
термообработки. Рисунок 4 показывает, что 
в течение «индукционного» времени дефекты 
на поверхности световодов не изменяются, по-
сле чего начинают быстро расти. В логарифми-
ческих координатах данные приблизительно 
ложатся на прямые с величиной наклона ~4, 
что означает зависимость роста размера дефек-
тов от времени а ~ t 4.

Как было указано выше, при исключении 
окисления покрытия в инертной или водо-
родной атмосфере снижение прочности воло-
кон с медным покрытием после старения при 
Т = 750°С в течение 1 ч незначительно, тогда как 
значительный эффект наблюдается в течение 
2–3 ч. Причиной снижения прочности явля-
лась кристаллизация поверхности кварцевого 
стекла [8]. В настоящей работе при прокали-
вании на воздухе основной причиной является 
окисление медного покрытия и формирование 
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Рис. 2. Результаты измерений прочности образцов 
волоконного световода в медном покрытии после 
выдержки на воздухе при температуре 540°С в ко-
ординатах Вейбулла. F – накопленная вероятность 
разрушения.

Рис. 3. Результаты измерений прочности образцов 
волоконного световода в медном покрытии после 
выдержки на воздухе при разных температурах.
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оксидной пленки. Длительное воздействие 
окисляющей атмосферы (в данном случае – 
воздуха) приводит к образованию оксидного 
слоя сложной структуры: сверху – сформиро-
вавшийся сетчатый пористый слой окислов 
меди, с размерами пор в сотни нанометров-ми-
кроны, под которым находится переходный 
слой, где происходит межкристаллическая 
коррозия [14]. При этом наблюдается появле-
ние и рост пор в еще не окислившихся слоях 
меди. Можно предположить, что наблюдаемое 
«индукционное» время (задержка до начала де-
градации прочности) соответствует времени 
прорастания пор сквозь медное покрытие до 
поверхности стекла. Вероятно, проникнове-
ние кислорода к поверхности стекла по порам 
приводит к ускоренной кристаллизации стек-
ла в этих точках. В пользу этой гипотезы может 
говорить большой разброс данных по изгиб-
ной прочности, когда нагружаются совсем ма-
ленькие участки волокна, а также присутствие 
среди этих данных некоторого количества ре-
зультатов с высокой прочностью. Зависимость 
скорости деградации от температуры можно 
описать уравнением Аррениуса:

	   0 ,
Eа

RTt t e
-

=
		

(2)

где t – время деградации до определенного состо-
яния, t0 – предэкспоненциальная константа, Еа – 
энергия активации процесса, R – универсаль-
ная газовая постоянная, Т – температура (K).

Таблица 1. Зависимость энергии активации и пред
экспоненциальной константы от времени

Параметры для t1 Параметры для t2

Е0, кДж/моль 120.7 + 5.7 122.8 + 3.7

ln t0 (t0, мин) –12.55 + 0.83 –12.23 + 0.55

t0, мин 3.5 х 10-6 4.9 × 10-6

Используя данные, представленные на рис. 3, 
мы определили при каждой температуре ис-
пытаний время, когда начиналось снижение 
прочности с уровня 10 ГПа (t1), а также когда 
прочность снизилась до 3 ГПа (t2) – при таком 
уровне прочности образцы еще оставались рабо-
тоспособными. Полученные данные приведены 
на графике в координатах ln(t) от 1/T (рис. 5). 
На графике в таких координатах данные, удов-
летворяющие уравнению Аррениуса, должны 
ложиться на прямую линию. На рис. 5 экспери-
ментальные точки действительно хорошо ложат-
ся на прямые. В результате линейной аппрок-
симации для t1 и t2 были получены параметры 
уравнения – величины энергии активации Еа и 
предэкспоненциальной константы t0 (табл. 1).

Из приведенных в табл. 1 данных можно сде-
лать вывод, что величины энергии активации 
для t1 и t2 совпадают с учетом погрешности 
и находятся в диапазоне 120–123 кДж/моль. 
Здесь следует отметить, что при испытаниях  

Рис. 4. Качественные зависимости роста относи-
тельных размеров дефектов на поверхности свето-
вода от времени термообработки.

Рис. 5. Зависимости времени начала снижения 
прочности с уровня 10 ГПа (t1) и времени снижения 
прочности до 3 ГПа (t2).
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на воздухе световодов в алюминиевом покрытии 
отчетливо наблюдается рост дефектов линейно 
со временем (наклон графиков в координатах σ −2  

от ln(t) равен ~1) при величинах энергии акти-
вации в диапазоне 250–290 кДж/моль в зави-
симости от режима нанесения покрытия [6], 
что хорошо коррелирует с данными по скорости 
продвижения фронта реакции от границы раз-
дела между алюминием с кварцевым стеклом [4]. 

Процесс снижения прочности световодов, 
покрытых медью, как было указано выше, име-
ет более сложный многоступенчатый меха-
низм, требующий более детального изучения, 
тем не менее полученных данных достаточно 
для оценки срока эксплуатации световодов 
в медном покрытии при температурах ниже 
испытательных.

Из табл. 2 следует вывод, что возможна крат-
ковременная эксплуатация волоконного све-
товода в медном покрытии при температуре 
600°С в течение ~1.5 ч или при 500°С в течение 
16 ч. В долговременной перспективе эксплуата-
ция световода с медным покрытием при повы-
шенной температуре 300°С возможна в течение 
1.5 лет, а при температуре 250°С – в течение 
17 лет. Таким образом, как и ожидалось, све-
товоды в медном покрытии при долговремен-
ной эксплуатации на воздухе заметно уступают 
по термостойкости световодам в алюминиевом 
покрытии. Тем не менее результаты подтвер-
ждают возможность долговременной эксплуа-
тации световодов в медном покрытии при тем-
пературах ниже 250°С, что вполне достаточно 
для ряда применений, особенно требующих 

пайки в местах герметичных вводов в зоны 
с высоким уровнем радиации или с высоким 
вакуумом. В таких случаях медное покрытие 
не имеет альтернативы. 

Сравнение данных результатов с полученны-
ми ранее в инертной или восстановительной 
атмосферах [8] показывает, что крайне акту-
альной технологической задачей в настоящее 
время является создание на поверхности мед-
ного покрытия дополнительного защитного 
слоя, предотвращающего взаимодействие меди 
с кислородом воздуха. В таком случае возможно 
радикальное удлинение срока службы при по-
вышенных температурах, а также существенное 
увеличение диапазона применимости светово-
дов в медном покрытии вплоть до ~1000°С.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучение прочности волоконных светово-
дов в медном покрытии в условиях высоких 
температур на воздухе показало, что снижение 
прочности со временем обусловлено в первую 
очередь деградацией медного покрытия за счет 
окисления, приводящей далее к появлению и 
росту точечных дефектов на поверхности квар-
цевого стекла. При этом световоды сохраняют 
работоспособность при 600°С в течение ~1.5 ч, 
а при 500°С – в течение ~16 ч. Величина энер-
гии активации процесса находится в диапазо-
не 120–123 кДж/моль. Полученные результаты 
позволяют прогнозировать стабильность рабо-
ты световодов на воздухе при 300°С в течение 

~1.5 лет, а при 250°С – в течение ~17 лет.
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It has been shown that the strength of copper-coated optical fiber in air at elevated temperatures 
decreases over time, primarily due to degradation of the copper coating due to oxidation, which leads 
to the appearance and growth of point defects on the surface of silica glass. In this case, the optical 
fibers remain operational at 600°C for ~1.5 hours, and at 500°C for ~16 hours. The activation energy 
of the process is in the range of 120–123 kJ/mol. The results obtained make it possible to predict the 
stability of the optical fibers in air at 300°C for ~1.5 years, and at 250°C for ~17 years.

Keywords: optical fiber, metal coating, strength, activation energy, service life
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Низколегированные высокопрочные стали 
с промежуточными карбидами с пределом те-
кучести σ0.2 ≥ 1400 МПа применяются для изго-
товления деталей самолетов и ракет [1]. Наибо-
лее широкое применение нашли стали AISI4340 
с 0.3 вес. %Si и 300М с 1.6 вес. %Si и одинако-
вым содержанием других легирующих элемен-
тов [1, 2]. Термическая обработка этих сталей 
представляет собой закалку и низкотемпера-
турный отпуск, который приводит к образова-
нию структуры отпущенного мартенсита с про-
межуточными η-карбидами Fe2C и остаточного 
аустенита в форме пленок по границам реек 
[1–3]. Обеспечение достаточной пластичности 
и ударной вязкости в этих сталях достигает-
ся сочетанием вакуумно-дугового переплава 
и прецизионной термической обработки [1, 2]. 
Применение этих сталей для изготовления ав-
томобильных деталей, деталей сельскохозяй-
ственной и железнодорожной техники требует 
упрощения технологий получения и обработки 

этих сталей, а также снижения стоимости ис-
пользуемых легирующих элементов. Для реше-
ния этой задачи необходимо понимать фазовые 
превращения, протекающие при отпуске низ-
колегированных высокопрочных сталей и при-
чины их влияния на механические свойства.

В настоящее время достаточно детально из-
учены фазовые превращения в высокопроч-
ных сталях с низким содержанием Si, которые 
идут в несколько стадий [4, 5]. Стадия I свя-
зана с выделением промежуточных η-карби-
дов в интервале температур 200–320°С [4, 5]. 
На стадии II происходит распад остаточного 
аустенита, причем эта стадия идет одновре-
менно со стадиями I и III [4, 5]. На стадии III 
происходит выделение цементита по границам 
структурных элементов мартенсита в темпера-
турном интервале 250–400°С [4, 5]. Содержание 
элементов замещения во всех карбидах, выде-
ляющихся на стадиях I–III, и в мартенситной 
матрице одинаково. Такие карбиды называют-
ся пара-равновесными [4, 6]. На стадии IV идет 
сфероидизация и рост цементита при темпе-
ратурах >420°C, причем он обогащается Mn и 
Cr, а содержание в нем Si падает до 0%. Такой 
цементит называется орто-равновесным [4, 6].

DOI: 10.31857/S2686740024020116, EDN: KGMDSX

Ключевые слова: сталь, механические свойства, микроструктура, остаточный аустенит

Низкотемпературный отпуск стали типа 54ХГС2ФБ обеспечивает сочетание высокого пре-
дела текучести σ0.2=1890 МПа с относительным удлинением после разрыва δ=6% и ударной 
вязкостью KCV=11 Дж/см2 за счет выделения нестехиометрического η-карбида Fe2C. Крем-
ний подавляет выделение цементита с неравновесным содержанием легирующих элементов 
как из мартенсита, так и при распаде остаточного аустенита. Цементит с равновесным содер-
жанием легирующих элементов выделяется при 500°С отпуске, что обеспечивает сочетание 
σ0.2=1360 МПа с δ=9% и KCV=18 Дж/см2.
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Введение ≥1.5 вес.%Si в низколегированные 
стали подавляет образование пара-цементи-
та в интервале температур отпуска 250–400°С, 
что устраняет либо существенно уменьшает 
снижение пластичности и ударной вязкости 
в результате развития необратимой отпускной 
хрупкости [5–7]. Соответственно, стадия IV 
отпуска сразу следует за стадией I, причем 
перекрытие стадий I и II не вызывает охруп-
чивания, поскольку при распаде остаточного 
аустенита выделяются промежуточные карби-
ды. Подавление стадии III за счет легирования 
кремнием позволяет поднять температуру низ-
котемпературного отпуска без риска развития 
необратимой отпускной хрупкости. Это откры-
вает возможности для производства высоко-
прочных сталей с промежуточными карбидами 
без применения дорогостоящих металлургиче-
ских технологий.

Целью настоящего исследования является 
рассмотрение фазовых превращений при от-
пуске и их влияния на механические свойства 
в стали типа 54ХГС2ФБ.

Была исследована сталь Fe–0.53C–1.6Si–
0.9Mn–0.76Cr–0.014V–0.05Nb–0.015Al–0.011N–
0.008S–0.006P (в вес.%), выплавленная в от-
крытой индукционной печи с последующим 
электрошлаковым переплавом. После 4 ч отжи-
га при 1150°С сталь была прокована с последу-
ющей нормализацией. Термическая обработка 
включала в себя аустенитизацию при темпе-
ратуре 900°С в течение 40 мин с последующей 
закалкой в воду и 1 ч отпуск при температурах 
200, 280, 400, 500°С.

Испытания на растяжение проводились 
на образцах с длиной рабочей части 35 мм и по-
перечным сечением 7×3 мм на испытательной 
машине “Instron 5882”, а испытания на удар-
ную вязкость были выполнены на стандарт-
ных образцах типа 11 по ГОСТ 9454-78 разме-
ром 55×10×10 мм и 2-мм концентратором вида V 
на копре “Instron SI-1M” при комнатной темпе-
ратуре. Микроструктурные исследования про-
водили с помощью растрового электронного 
микроскопа FEI Quanta 600 FEG, оснащенно-
го анализатором картины дифракции обрат-
но рассеянных электронов (EBSD). Плотность 
дислокаций была определена из EBSD данных 
по методике, описанной в работах [6–8]. Объ-
емную долю остаточного аустенита определя-
ли с помощью рентгеноструктурного анализа 
на дифрактометре Rigaku Ultima IV по мето-
дике, описанной в работе [9]. Идентификацию 
карбидов проводили на фольгах с использо-
ванием просвечивающего электронного ми-
кроскопа JEM-2100, оборудованного пристав-
кой INCA для энергодисперсионного анализа 
по методике, описанной в работах [6–9]. Про-
грамма Thermo-Calc с базой данных TCFE7 
была использована для расчетов равновесных 
концентраций углерода в феррите и удельного 
объема карбидов при различных температурах 
отпуска, а также для равновесного химического 
состава цементита.

Закалка приводит к формированию струк-
туры пакетного мартенсита (рис. 1а) с разме-
ром исходных аустенитых зерен (ИАЗ) 14 мкм 
за счет присутствия карбонитридов M(C,N), 

Рис. 1. Структура после закалки: карта разориентировок (а), остаточный аустенит по границам реек (б).

10 мкм 100 нм 100 нм

(а) (б)

аустенитаустенит аустенитаустенит
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толщиной реек 190 нм, плотностью дислока-
ций 1015 м–2. Большинство ИАЗ содержит более 
4 пакетов, различающихся плоскостями {111}γ,  
а большинство пакетов состоит из блоков, 
принадлежащих к шести различным ориен-
тационным соотношениям Курдюмова–Зак-
са  111 101 (011) (111)¢¢

é ù é ù
ê ú ê úë û ë û  γαα γ

 [8–10]. Соответ-
ственно, мартенситное превращение привело 
к формированию структуры пакетного мар-
тенсита с минимально возможными упруги-
ми деформациями [10]. Остаточный аустенит 
располагается в основном по границам реек 
в форме пленок толщиной 25 нм (рис. 1б). От-
пуск не приводит к заметным изменениям па-
раметров структуры пакетного мартенсита, но 
сильно влияет на фазовый состав.

Распад остаточного аустенита начинается 
при температуре <200°С и после отпуска при 
400°С он практически отсутствует (рис. 2а). Пе-
реходные η-карбиды Fe2C в виде пластин дли-
ной 53 нм и толщиной 5 нм выделяются при 
200°С (рис. 2б) и их удельный объем достига-
ет 8% максимума при 280°С (рис. 2в). Известно 
[11], что стехиометрическое содержание углеро-
да в η-карбиде составляет 33 ат.% и для такого 
удельного объема карбидов необходимо боль-
шее количество углерода, чем его имеется в ста-
ли. Следовательно, выделение эксперименталь-
но наблюдаемого удельного объема η-карбидов 
возможно только за счет отклонения их хими-
ческого состава от стехиометрии [4]. Нестехио-
метрические η-карбиды могут образовываться 
при содержании углерода от 13 ат.% и вполне 

Рис. 2. Влияние отпуска на фазовый состав: зависимость удельного объема остаточного аустенита от температу-
ры отпуска (а), промежуточный η-карбид Fe2C после низкотемпературного отпуска (б), зависимость удельного 
объема карбидов от температуры отпуска – при Т ≤ 400°С промежуточные карбиды, при 500°С цементит (в), 
цементит после 500°С отпуска (г).
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устойчивы при содержании углерода от 13 ат.% [4].  
Длина пластин переходного карбида после 
отпуска при 280°С увеличивается до 70 нм, а 
толщина до 7 нм. После отпуска при 400°С эти 
размеры увеличиваются до 100 нм и 10 нм со-
ответственно, а удельный объем переходного 
карбида уменьшается до 6% (рис. 2в). Такое 
количество переходных карбидов соответству-
ет содержанию в них углерода в количестве 
25 ат.% при термодинамически равновесном 
содержании углерода в феррите. Очевидно, что 
распад мартенсита полностью завершается при 
Т ≥ 280°С. Никаких признаков выделения це-
ментита при температурах Т ≤ 400°С выявлено 
не было, а содержание таких элементов, как Cr, 
Mn, Si, в промежуточных карбидах и матрице 
одинаково. То есть промежуточный η-карбид 
является пара-равновесным.

Цементит выделяется после 500°С отпуска 
в виде частиц круглой формы по границам реек 
и блоков (рис. 2г). Его химический состав со-
ответствует термодинамически равновесному. 
Это орто-цементит. Таким образом, 1.6 вес. %Si 
подавило выделение пара-цементита и, соот-
ветственно, стадию III при отпуске (табл. 1). 
Пара-цементит с высоким содержанием Si име-
ет очень большую энергию [12], и его выделе-
ние при Si ≥ 1.5 вес. % становится невыгодным 
с точки зрения энергии Гиббса. Кроме того, 
распад остаточного аустенита на стадии II при-
водит к образованию промежуточных карбидов, 
а не пара-цементита [4, 13]. Фазовые превраще-
ния на стадиях I и II приводят к образованию 
структуры феррит-η-карбид (табл. 1). Частицы 
промежуточного карбида внутри ферритной 

матрицы полностью растворяются на стадии IV 
после выделения орто-цементита по границам 
структурных элементов пакетного мартенсита. 
То есть уникальной особенностью низколеги-
рованных сталей с содержанием Si ≥ 1.5 вес.% 
является четкое разделение низкотемператур-
ного отпуска, при котором выделяются только 
промежуточные карбиды, от среднетемпера-
турного, при котором происходит выделение и 
рост цементита (табл. 1) [6]. Стадийность выде-
ления карбидов при распаде мартенсита может 
быть записана следующим образом:

Нестехиометрический η-карбид → стехиоме-
трический η-карбид→ Fe3C с термодинамически 
равновесным химическим составом.

Уникальная стадийность фазовых превраще-
ний привела к необычной зависимости преде-
ла текучести (σ0.2), временного сопротивления 
разрушению (σB), относительного удлинения 
после разрыва (δ) и ударной вязкости (KCV) 
от температуры отпуска (табл. 2).

Закаленная сталь настолько хрупка, что 
разрушение при растяжении происходит сра-
зу после начала пластического течения. Это 
не позволило с приемлемой точностью изме-
рить характеристики прочности. Отпуск при 
280°С обеспечивает одновременное повышение 
прочности и пластичности при сохранении 
ударной вязкости по сравнению с отпуском 
при 200°С. То есть высокий удельный объем 
частиц нестехиометрического η-карбида, рас-
полагающихся в ферритной матрице, обеспе-
чивает высокую прочность, а уход углерода 
из мартенсита – достаточную пластичность. 

Температурный 
интервал отпуска, °С

Стадия 
отпуска

Фазовые превращения Комментарии

200–400 I Выделения промежуточных 
η-карбидов в матрице

В интервале 200–300°С выделяются 
нестехиометрические карбиды, а при 
более высокой температуре происходит их 
трансформация в стехиометрические карбиды

>200–400 II Распад остаточного аустенита 
по механизму бейнитного 
превращения с выделением 
промежуточных карбидов

Размер промежуточных карбидов, 
выделяющихся по границам бейнитного 
феррита больше размера карбидов, 
выделяющихся в ферритной матрице

>400 IV Выделение и рост 
орто-цементита

Цементит формирует цепочки  
по границам 

Таблица 1. Стадийность отпуска в стали типа 54ХГС2ФБ



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 515	 2024

78	 ДУДКО и др.	

Уменьшение удельного объема промежуточ-
ных карбидов после отпуска при 400°С умень-
шает прочность и увеличивает пластичность. 
1.6 вес.%Si полностью подавило необратимую 
отпускную хрупкость за счет предотвращения 
выделения пара-цементита в форме пластин по 
границам [4–8, 11]. Кроме того, распад оста-
точного аустенита сопровождается увеличе-
нием пластичности и не влияет на KCV, что 
противоречит классическим представлениям 
о роли этой фазы в обеспечении пластично-
сти и ударной вязкости высокопрочных сталей 
c промежуточными карбидами [1]. Отпуск при 
500°С обеспечивает повышение пластичности 
и ударной вязкости за счет понижения проч-
ностных характеристик, что обеспечивается 
выделением частиц цементита округлой формы 
по границам. Следует отметить, что прочность 
и твердость данной стали оказались на 15–18% 
выше, чем основных пружинных сталей после 
аналогичной термической обработки при оди-
наковых величинах пластичности [14].

Таким образом, сталь типа 54ХГС2ФБ де-
монстрирует чрезвычайно высокую прочность 
после низкотемпературного отпуска, приводя-
щего к образованию структуры феррит – не-
стехиометрический η-карбид с небольшим 
количеством остаточного аустенита при удов-
летворительных величинах пластичности и 
ударной вязкости, а среднетемпературный от-
пуск обеспечивает уникальное для пружинных 
сталей сочетание прочности и пластичности 
за счет структуры троостита отпуска с зерно-
граничными частицами цементита.
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EFFECT OF TEMPERING ON PHASE TRANSFORMATIONS  
IN LOW-ALLOY STEEL WITH 1.6%Si 

V. A. Dudkoa,b, D. Y. Yuzbekovaa,b, Academician of the RAS M. N. Erokhina, 
S. M. Gaidara, R. O. Kaibysheva

aRussian State Agrarian University – Moscow Timiryazev Agricultural Academy, Moscow, Russia
bBelgorod State University, Belgorod, Russia

Low temperature tempering of a 0.53%C–1.6%Si–0.9%Mn–0.76%Cr–0.14%V–0.05%Nb steel provides 
combination of high yield stress σ0.2=1890 MPa with elongation-to-failure δ=6% and Charpy V-notch 
(CVN) impact energy of 11 J/cm2 due to precipitation of non-stoichiometric η-carbide Fe2C. Silicon 
suppresses precipitation of para-equilibrium cementite both from martensite and retained austenite. 
Orthoequilibrium cementite precipitate upon tempering at 500°С providing combination of σ0.2=1360 
MPa with δ=9% and CVN impact energy of 18 J/cm2.

Keywords: steel, mechanical properties, microstructure, phase transformation
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В океанических волноводах интерференция 
мод шумового сигнала формирует устойчивую 
интерференционную картину (интерферограм-
му) максимумов спектральной плотности энер-
гетических параметров волнового поля в пере-
менных частота-расстояние [1]. Для решения 
задачи обнаружения и локализации шумового 
источника впервые предложен голографиче-
ский подход, основанный на записи двумерной 
частотно-временной интерферограммы с при-
менением двумерного преобразования Фурье 
[2]. Интерферограмма регистрируется вектор-
но-скалярным приемником (ВСП) [3]. 

Голографическая обработка шумового сигна-
ла s(t) на фоне помехи n(t) с применением ВСП 
строится следующим образом. За время наблю-
дения ∆t в частотной полосе ∆f накапливают-
ся J независимых временных реализаций s1(t) =  

= p(t) + n(t) и s2,3(t) = vx,y(t) + n(t) длительностью t1 
и с временным интервалом t2 между ними

	 J = ∆t / (t1 + t2).	 (1)

Здесь p(t) – звуковое давление, vx,y(t) – горизон-
тальные компоненты вектора колебательной 
скорости частиц жидкости. Преобразованием 
Фурье восстанавливаются частотно-временные 
шумовые реализации s1,2,3( f, t) и формируются 
интерферограммы звукового давления I( f, t) и 
составляющих потока мощности Wx( f, t), Wy( f, t):

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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= =   
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где верхний индекс * обозначает комплекс-
но-сопряженную величину. Так как сигнал и 
помеха некоррелированы, то интерферограм-
мы (2) приближенно можно рассматривать как 
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Ключевые слова: векторно-скалярный приемник, шумовой источник, обнаружение, локали-
зация, голографическая обработка, отношение сигнал/помеха

Изложена голографическая обработка шумовых сигналов с использованием векторно-ска-
лярных приемников. Представлены результаты эксперимента по обнаружению и оценке пе-
ленга подводного шумового источника, который проводился в акватории Черноморского 
побережья. Прием шумоизлучения источника осуществлялся векторно-скалярными при-
емниками. Голографическая обработка позволила обнаруживать, пеленговать и разрешать 
подводный источник при малом входном отношении сигнал/помеха на фоне интенсивного 
надводного судоходства.
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линейную комбинацию интерферограмм шу-
мового поля сигнала и помехи
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Здесь P( f, t) = |p( f, t)|2, X( f, t) = vx( f, t) p*( f, t),  
Y( f, t) = vy( f, t) p*( f, t) – интерферограммы шу-
мового сигнала; N( f, t) = |n( f, t)|2 – интерферо-
грамма помехи.

Применением к интерферограммам (2) дву-
мерного преобразования Фурье вычисляются 
голограммы FI(τ, v), ( )ô  ,

xWF v(τ, v), ( )ô  ,
yWF v(τ, v). Спек-

тральные плотности голограмм, согласно (3), 
равны сумме спектральных плотностей голо-
грамм сигнала и помехи. Например, по отно-
шению к интерферограмме Wx( f, t) голограмма 
имеет вид
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(4)

где ν и τ – частота и время голограммы; 
( ) 1, 2 0 /2f f f∆=  , f0 − средняя частота спектра. 

Спектральные плотности голограмм шумоиз-
лучения источника сосредоточены в узкой по-
лосе, ограниченной прямыми 

	 , .v v v vετ δ ετ δ= + = - 	 (5) 

Здесь δ = 1 / ∆t, ε – угловой коэффициент пря-
мой, на которой расположены координаты пи-
ков фокальных пятен, обусловленных интер-
ференцией мод. Вне этой полосы спектральная 
плотность сигнала практически подавлена. Фо-
кальные пятна лежат в первом и третьем ква-
дрантах голограммы, если источник прибли-
жается к приемнику, и во втором и четвертом 
квадрантах, когда он удаляется от приемника. 
Если источник неподвижен, то фокальные пят-
на расположены на оси времени τ. Спектраль-
ная плотность помехи распределена по всей об-
ласти голограммы. Рассмотрим обнаружение и 
определение пеленга шумового источника.

В качестве критерия обнаружения источни-
ка принимается условие, согласно которому 
максимум функции углового распределения 

спектральной плотности голограммы (функции 
обнаружения) 

	
( ) ( )   0 0

0

, , ,I IG q F q d
∆τ

χ τ χτ τ= ò
	

(6)

в направлении χ = ε расположения пиков фо-
кальных пятен сигнала в два и более число раз 
превышает помеховый уровень в направлениях 
χ ≠ ε при входном отношении сигнал/помеха q0

	 GI[ε, q0] ≥ 2GI(χ, q0).	 (7)

Здесь ∆τ – линейный размер области кон-
центрации по оси времени τ; χ – варьируемое 
значение углового коэффициента при инте-
грировании вдоль прямых χτ=ν . За оценку ε при- 
нимается положение максимального пика, 
max GI (χ) = GI (ε).

Направление на источник, пеленг ϕ, оцени-
вается через отношение максимумов функций 
обнаружения для горизонтальных составляю-
щих потоков мощности

	
( )

( )
( )

 

 
0

0
0

,
tg .

,
y

y

W

W

G q
q

G q

ε

ε
=

	
(8)

Восстановление пеленга неоднозначно: зна-
чения ϕ, ϕ + π, согласно (8), равнозначны. Об-
ласти голограмм ( ) ,

xWF vτ , ( ),
yWF vτ , FI (τ, v) за 

пределами зоны концентрации спектральной 
плотности сигнала очищаются от помехи и 
выполняются обратные двумерные преобра-
зования Фурье по восстановлению двумерных 
интерферограмм  ( ) ,xW f t ,  ( ) ,yW f t , ( ) ,I f t . Не-
однозначность пеленга устраняется при рас-
смотрении в момент времени t* на частоте f* 
отношений восстановленных интерферограмм

Рис. 1. Схема движения АНПА (пунктир), Ф – точка 
финиша.

C Ф ВСП1
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ВСП3
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Если: а) γx > 0, γy > 0, то источник расположен 
в I квадранте ВСП; б) γx < 0, γy > 0 – во II ква-
дранте; в) γx < 0, γy < 0 – в III квадранте; г) γx > 0,  
γy < 0 – в IV квадранте. 

Эксперимент проводился в акватории глу-
биной H = 8−10 м Черноморского побережья, 
которая была удалена от района надводного 
судоходства на расстояние r = 1−2 км. Три ВСП 
(ВСП1−ВСП3) располагались на дне. В качестве 
подводного источника шума использовался ма-
логабаритный автономный необитаемый под-
водный аппарат (АНПА), спектральные харак-
теристики шумоизлучения которого приведены 
в [4]. Скорость подводного аппарата u = 1.5 м/с, 
глубина погружения z = 4 м. Схема движения 
аппарата приведена на рис. 1. Характерные 
расстояния: С−ВСП1 ≈ 990 м, С−ВСП2 ≈ 740 м,  
С−ВСП3 ≈ 810 м, ВСП1−ВСП2 ≈ 450 м; 

ВСП1−ВСП3 ≈ 440 м; ВСП2-ВСП3 ≈ 410 м; 
ВСП1−линия ВСП2-ВСП3 ≈ 390 м. Здесь C – 
точка старта. Прямой галс – начало 14:13, окон-
чание 14:23:30; обратный галс – начало 14:24, 
окончание 14:31. 

Частотный диапазон f = 0.8–1.7 кГц. Пара-
метры обработки: ∆t = 60 с, t1 = 1.5 с, t2 = 0.5 с,  
J = 30. Обработка повторялась для последую-
щих временных интервалов, но сдвинутых от-
носительно предыдущего на интервал δT = 60 с. 
За время эксперимента было сформировано 
N = 17 временных интервалов, позволявших 
отследить динамику движения АНПА. В точ-
ке С входные отношения сигнал/помеха q0 для 
каналов звукового давления ВСП оцениваются 
как q0 = −8.8 дБ (ВСП1), q0 = −10.9 дБ (ВСП2), 
q0 = −11.1 дБ (ВСП3). 

Для трех моментов времени результаты об-
работки по каналу звукового давления ВСП1 
приведены на рис. 2−4. С целью повышения 
контрастности на интерферограммах выреза-
ны средние значения. На голограммах вдоль 
осей времени и частоты отфильтрованы узкие 

Рис. 2. Нормированные интерферограмма (а), модуль голограммы (б), функция обнаружения (в). Время 14:13.

Рис. 3. Нормированные интерферограмма (а), модуль голограммы (б), функция обнаружения (в). Время 14:24.
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полосы спектральной плотности, отвечающие 
неподвижным надводным судам и поверхност-
ному волнению соответственно.  

В первую минуту эксперимента (рис. 2) интер-
ференционные полосы имеют вид горизонталь-
ных линий, не позволяющих судить об обнару-
жении источников звука. Голограмма позволяет 
осуществлять независимые отображения раз-
личных источников. На функции обнаружения 
наблюдаются АНПА и одно надводное судно, 
приближающиеся к ВСП1 (χ > 0), а также два над-
водных судна, удаляющиеся от него, χ < 0. После 
разворота АНПА (рис. 3) угловой коэффициент 
наклона локализованных полос, расположение 
фокальных пятен и пика функции обнаружения 
демонстрируют приближение АНПА к ВСП1. 
Надводное судоходство не наблюдается. За две 
минуты до окончания эксперимента (рис. 4) ин-
терферограмма, голограмма и функция обнару-
жения указывают на удаление АНПА от ВСП1. 
Надводные суда не обнаруживаются. На рис. 4 
также показан механизм очищения голограммы 
от помехи и восстановление интерферограммы, 

голограммы и функции обнаружения, который 
использовался при оценках пеленга АНПА. До 
очищения интерференционные полосы размы-
ты (рис. 4а). Фильтрация спектральной плотно-
сти сигнала на голограмме проводилась в полосе, 
показанной пунктиром (рис. 4б). 

На рис. 5 приведены временные зависимости 
ϕ(t) пеленга АНПА, регистрируемые ВСП1. Мо-
дельная зависимость основана на данных экспе-
риментальной траектории движения подводного 
аппарата. Экспериментальная зависимость по-
строена на основе алгоритма (8), (9). Крупномас-
штабные скачки пеленга на обоих зависимостях 
связаны с прохождением областей траверса при 
прямом и обратном галсах. Мелкомасштабные 
осцилляции пеленга на экспериментальной за-
висимости обусловлены наличием помехи и не-
прямолинейным движением подводного аппа-
рата в горизонтальной плоскости. 

Полученные результаты показывают вы-
сокую помехоустойчивость голографической 
обработки при обнаружении и идентифика-
ции малогабаритного АНПА на фоне помехи и 
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Рис. 4. Нормированные интерферограммы (а, г), модули голограмм (б, д), функции обнаружения (в, е): а, б, в – 
до очищения от помехи, г, д, е – после очищения от помехи. Время 14:29.
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интенсивного надводного судоходства. Подво-
дный аппарат обнаруживался и локализовался 
на всех дальностях, которые были заданы усло-
виями проведения эксперимента. 
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HOLOGRAPHIC METHOD OF LOCALIZATION OF UNDERWATER  
NOISE SOURCE IN SHALLOW WATER 
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Holographic signal processing of noise signals by using of the vector-scalar receivers is described. The 
results of an experiment on the detection and direction estimation of an underwater noise source are 
presented. The experiment was conducted in Black Sea. The source noise emission was received by 
vector-scalar receivers. Holographic signal processing made it possible to detect, localize and resolve 
an underwater source with a low input signal/interference ratio against the background of intensive 
surface navigation.

Keywords: vector-scalar receiver, noise source, detection, localization, holographic signal processing, 
signal-to-noise ratio
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Рис. 5. Модельная (сплошная линия) и эксперимен-
тальная (точки) временные зависимости пеленга ϕ(t).
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Арктический район Мирового океана при-
влекает все большее внимание исследователей 
из различных областей науки. Серьезной при-
чиной для такого внимания является уменьше-
ние площади многолетнего льда, что открывает 
возможности к изучению и освоению все более 
северных районов океана в отсутствие ледово-
го покрова. Существенно, что в Арктических 
шельфовых зонах сосредоточены рекордные 
запасы углеводородного сырья, и здесь же на-
ходятся важные транспортно-логистические 
узлы, включая Северный морской путь. Одним 
из методов исследования Арктического шельфа 

является дистанционное акустическое зон-
дирование, возможности которого во многом 
определяются потерями при дальнем волно-
водном распространении звука на расстояния 
много большие, чем глубина акватории. Поте-
ри, или затухание звука с расстоянием в первую 
очередь зависят от характеристик морского дна. 
Верхний слой донных осадочных пород на Ар-
ктическом шельфе крайне неоднороден. Этот 
факт подтверждают результаты инженерной 
сейсморазведки в одном из районов Карского 
моря, где удалось получить трехмерное рас-
пределение скорости звука в верхнем слое дон-
ных осадков в объеме 37 000 ×  20 000 ×  80 м 
(рис. 1а) [1]. Полученные данные позволили 
выявить области водоподобных осадков, где 
скорость звука в дне близка к скорости звука 
в воде. (При этом плотность дна в этих осад-
ках остается большей, чем плотность воды.) 
Указанные области выделены черным цветом 
на рис.  1а. При распространении звука над 
водоподобными осадками значительная часть 

DOI: 10.31857/S2686740024020137, EDN: KGEVKC

Ключевые слова: потери при распространении звука, арктический шельф, водоподобные дон-
ные осадки, дистанционное зондирование, вертикальная цепочка гидрофонов

Аналитически и в рамках численного моделирования рассмотрена возможность дистанцион-
ной оценки размеров областей водоподобных осадков в мелководных шельфовых зонах по по-
терям при дальнем распространении низкочастотного звука. Под водоподобными понимают-
ся осадки, скорость звука в которых близка к скорости звука в воде, но имеющие значительно 
большую плотность. Проведен модельный статистический анализ средних по глубине потерь 
при распространении звука на акустических трассах фиксированной длины в одном из райо-
нов Карского моря с известной структурой верхнего слоя дна, которое включает в себя водо-
подобные области. Продемонстрирована линейная зависимость потерь при распространении 
звука от протяженности областей водоподобных осадков на низких частотах. На основе этого 
результата предложена методика дистанционной интегральной оценки горизонтального раз-
мера области водоподобных осадков по данным акустического зондирования.
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энергии безвозвратно «утекает» из водного слоя 
в дно, что обусловлено малым контрастом ско-
ростей звука между граничащими средами и 
приводит к аномальному усилению затухания 
звука [1].

Обнаружение областей водоподобных осад-
ков может иметь важное значение для оператив-
ной океанологии. Трехмерная сейсморазведка и 
пробное бурение являются очень информатив-
ными, но весьма затратными методами. С их по-
мощью затруднительно осуществлять быструю 
оценку параметров верхнего слоя дна в нужном 
районе, а также отслеживать их изменение с 
течением времени. Разработка новых методик, 
позволяющих дистанционно и оперативно опре-
делять наличие и протяженность областей водо-
подобных осадков, является актуальной задачей.

В настоящей работе проводится аналитиче-
ское и численное исследование распространения 
низкочастотного звука в шельфовой зоне с не-
однородным дном с целью обнаружения связи 
между потерями при распространении звука и 

протяженностью областей водоподобного дна, 
что важно при разработке методик крупномас-
штабного акустического мониторинга Аркти-
ческого шельфа. Для исследований выбиралась 
модель мелководной части Карского моря (рис. 1).

Для упрощенной аналитической оценки по-
терь при распространении применяется метод 
нормальных волн (мод). Будем рассматривать 
такие звуковые частоты, при которых в волново-
де постоянной глубины H имеется только одна 
энергонесущая мода. На Арктическом шельфе, 
средняя глубина которого не превышает 50 м, 
такая ситуация не является экзотической и мо-
жет реализовываться даже на звуковых частотах 
(более 20 Гц). В адиабатическом приближении 
комплексная амплитуда звукового давления, 
сформированного первой модой, в конце неод-
нородной трассы на глубине z записывается как

	
( ) ( ) ( )10

1; exp ,
R

i r dr
p z R A z

ξò=
	

(1)

где A1 (z) – амплитуда 1-й моды. (Здесь и далее 
при анализе предполагается, что величина A1 (z)  

∆ 1 ( = 50 Гц) ∆ 2 ( = 50 Гц) 

(а)

(в)

0
0

40
80

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
1460

1560

25

30

35

40

45
1700

1650

1600

1500

155010000

20000

30000

20000 0
0

10000

10000

20000

30000

20000

(б)

∆ 1 ( = 120 Гц) ∆ 2 ( = 120 Гц) 

r, м

X, м X, м

Y ,
 м

H
, м

c b
, м

/с

c b
, м

/с

Y,
 м

Z ,
 м

Рис. 1. а – Разрез поля скорости звука в дне cb (x, y, z) на глубине z = 55 м от поверхности воды; б – батиметрия 
H (x, y) в одном из районов Карского моря; в – вертикальный разрез скорости звука вдоль акустической трассы, 
отмеченной штриховой линией на (а) и (б), с указанием границ участков водоподобного дна согласно критерию 
(5) для частоты f = 50 и 120 Гц. Данные для одного из районов Карского моря.
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не зависит от длины акустической трассы R, 
т.е. ослабление звукового поля, обусловленное 
цилиндрическим расширением фронта волны, 
скомпенсировано.) ζ1 (r) = q1 (r) + iγ1 (r) / 2 – го-
ризонтальное волновое число 1-й моды с уче-
том затухания γ1 (r) / 2. Неоднородность вдоль 
трассы обусловлена только неоднородной 
структурой дна. Предположим, что дно состо-
ит из чередующихся участков водоподобных и 
неводоподобных осадков. Общая длина участ-
ков первого типа составляет ∆rwl, второго – 
∆rnw = R − ∆rwl.

Коэффициент затухания первой моды для 
водоподобных участков будем считать незави-
сящим от расстояния r. Обозначим его γwl / 2. 
Аналогично для неводоподобных – γnw / 2. Ра-
нее было показано [2], что коэффициент γwl  ми-
нимум на порядок превышает γnw . Это связано 
с тем, что в области водоподобного дна первая 
мода является вытекающей. Для рассматри-
ваемых условий Карского моря γwl  ~ 10−3 1/м, 
γnw  ~ 10−4 1/м.

Средние по глубине потери при распростра-
нении относительно опорного расстояния r0 
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с учетом неравенства γwl >> γnw можно предста-
вить как

	 TL = TL0 + (10γwl lg e)∆rwl,	 (3)

где TL0 – потери в отсутствие водоподобных 
осадков на трассе. Из (3) следует, что в случае 
распространения низкочастотного звука в од-
номодовом режиме средние потери TL линейно 
зависят от протяженности области водоподоб-
ных осадков ∆rwl. Выражение (3) будет спра-
ведливо, если водоподобные области обладают 
примерно одинаковыми средними характери-
стиками: скоростью звука cb, плотностью ρb и 
коэффициентом поглощения αb.

Здесь следует сказать несколько слов о выборе 
критерия водоподобности донных осадков. В на-
стоящей работе этот критерий привязан к осо-
бенностям волноводного распространения зву-
ка в мелком море. Дно считается водоподобным, 

если средняя по глубине скорость звука 〈cb 〉λ 
в верхнем слое осадков толщиной λ (λ – длина 
звуковой волны) меньше фазовой скорости пер-
вой моды Vph,1:

	 〈cb 〉λ < Vph,1.	 (4)

Это условие эквивалентно тому, что первая 
мода является вытекающей – угол скольжения 
ее бриллюэновского луча больше угла полного 
внутреннего отражения на границе вода/дно. 
В волноводе, имеющем однородный водный 
слой толщины H со скоростью звука (cw), первая 
мода на частоте ω становится вытекающей, ког-
да максимум ее вертикального профиля сме-
щается на дно. При этом действительная часть 
горизонтального волнового числа моды может 
быть представлена как: 

( ) ( )2 2
1 / / 2wq c Hω π» - . 

Пользуясь этим выражением и определением 
фазовой скорости моды Vph,1 = ω / q1, неравен-
ство (4) приобретает вид
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2
.

1 / 2

w
b

w

c
c

c H
λ

π ω
<

- 	
(5)

Для Карского моря (cw = 1460 м/с, H = 30 м, 
f = ω / 2π = 50 Гц) отличие средней скорости 
звука 〈cb 〉λ в водоподобных осадках от скорости 
звука в воде cw не превышает 3% и уменьшает-
ся с частотой. Критерий (5) будет использован 
далее при обработке данных о скорости звука 
в дне.
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Рис. 2. Профили скорости звука в Карском море.



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 515	 2024

88	 СИДОРОВ и др.	

Проверим аналитически полученную ли-
нейную связь (3) с помощью прямого числен-
ного моделирования методом широкоуголь-
ного параболического уравнения (код RAM 
[3]) для условий Карского моря с известной 
пространственно-неоднородной структурой 
поля скорости звука cb(x, y, z) в донных осадках 
(рис. 1а). Поверхность дна имеет небольшой на-
клон: глубина H (x, y) плавно изменяется от 25 
до 50 м (рис. 1б). Для получения зависимости 
потерь TL от протяженности ∆rwl в прямоуголь-
нике 37 × 20 км случайным образом выбира-
ются N = 500 трасс длиной R = 5 км. Пример 

вертикального разреза скорости звука вдоль 
одной из таких трасс, на которой присутству-
ют водоподобные осадки, изображен на рис. 1в. 
Белыми штриховыми линиями показаны гра-
ницы водоподобного дна по критерию (5) для 
частот f = 50 и 120 Гц.

Анализ результатов пробного бурения по-
казал [1], что пространственная изменчивость 
плотности дна ρb незначительная, поэтому при 
численном моделировании берется постоянное 
значение ρb = 1850  кг/м3. Коэффициент зату-
хания звука αb в осадках принимается равным 
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Рис. 3. а, в – Гистограммы потерь при распространении звука TL с огибающими в виде функций Берра 12-го 
типа; б, г – зависимости потерь при распространении TL от протяженности водоподобных осадков ∆rwl с ап-
проксимирующими прямыми (штриховые линии) и доверительными интервалами δ (сплошные линии) для 
вероятности 95%. Статистика для 500 акустических трасс длиной R = 5 км. Верхний ряд – частота f = 50 Гц, 
нижний – f = 120 Гц. Скорость звука в водном слое постоянна – cw = 1460 м/с.
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0.33 дБ/λ. Плотность воды ρw = 1000 кг/м3. Рас-
сматривается два типа вертикальных профилей 
скорости звука в водном слое (рис. 2): постоян-
ный со скоростью cw = 1460 м/с и градиентный 
cw = cw (z).

В численных экспериментах в начале трас-
сы помещается тональный источник звука ча-
стоты f = 50 или 120 Гц на глубине zs = 14 м, а 
в конце – вертикальная линейная антенна [4], 
которая перегораживает всю толщину водного 
слоя и используется, во-первых, для выделения 
первой волноводной моды и, во-вторых, для 
получения средних по глубине потерь при рас-
пространении TL согласно (2).

Рассмотрим случай постоянной скорости зву-
ка в водном слое. Гистограмма потерь при рас-
пространении на частоте f = 50 Гц, построенная 
по 500 трассам, приведена на рис. 3а. Видно, что 
большинство потерь попадает в диапазон 25–
35 дБ, что главным образом соответствует дну без 
водоподобных участков. Однако имеется и нену-
левой “хвост”, который простирается до значе-
ний 80 дБ. Огибающая полученной гистограммы 
хорошо аппроксимируется функцией Берра 12-го  
типа (Burr Type XII distribution [5]). На рис. 3б 
построена зависимость потерь при распростра-
нении TL от суммарной протяженности водо-
подобных осадков ∆rwl. Кружками отмечены 
результаты для отдельных трасс, штриховой ли-
нией – линейная аппроксимация, сплошными 
линиями – границы доверительного интервала 

для вероятности 95%. Конгломерат кружков при 
∆rwl = 0 км отвечает трассам без водоподобных 
осадков. Остальные кружки достаточно хоро-
шо ложатся вдоль аппроксимирующей прямой 
с коэффициентом детерминации R2 = 0.85 (см. 
табл. 1), что подтверждает адекватность формулы 
(3). Выпадение некоторых точек из тренда связано 
с тем, что водоподобные области имеют не совсем 
одинаковые характеристики, и что правая часть 
в критерии (5) вычислялась только для одной 
наиболее распространенной глубины аквато-
рии H = 30 м. Результаты для частоты f = 120 Гц 
(рис. 3в и 3г) демонстрируют меньший разброс 
(R2 = 0.91), но и меньшее количество точек, отве-
чающих водоподобному дну. Это обусловлено тем, 
что с увеличением частоты под критерий (5) по-
падают все менее протяженные области, что про-
демонстрировано на рис. 1в. В ситуации, когда 
профиль скорости звука является градиентным, 
хорошая корреляция сохраняется только для ча-
стоты f = 50 Гц (см. рис. 4 и табл. 1).

Исходя из результатов статистической обработ-
ки модельных данных для шельфовой зоны глуби-
ной H  = 25–50 м можно сделать вывод о том, что 
при потерях TL  более 35 дБ (без учета цилиндриче-
ского расхождения фронта) на расстоянии R = 5 км 
и частотах f = 50–120 Гц на акустической трассе 
присутствуют участок(-ки) водоподобных осад-
ков общей протяженностью не менее ∆rwl = 1 км. 
Наибольшая надежность оценки достигается 
при постоянстве скорости звука в водном слое. 

Рис. 4. То же, что и на рис. 3б, но для градиентных профилей скорости звука в воде: а – Профиль № 1, б – Про-
филь № 2, которые показаны на рис. 2.
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Ожидается, что при учете в критерии (4) или (5) 
изменения глубины вдоль трасс и вертикально-
го профиля скорости звука может быть получена 
наилучшая корреляция между TL и ∆rwl.

Обнаруженные в данной работе линейные за-
висимости потерь при распространении от про-
тяженности областей водоподобных осадков 
представляют собой удобные для практики гео-
акустические характеристики отдельных мелко-
водных районов арктического шельфа, позволя-
ющие по средним по глубине потерям оценивать 
размеры таких областей. Однако эти линейные 
соотношения носят универсальный характер и 
слабо зависят от распределения скорости звука 
в водном слое только на низких частотах, когда 
длина акустической волны сравнима с глубиной 
исследуемой акватории. Для реализации требу-
ется одиночный низкочастотный излучатель и 
вертикальная приемная цепочка гидрофонов, 
перекрывающая водный слой по глубине.
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Таблица 1. Квадрат коэффициента линейной кор
реляции R2 на частотах 50 и 120 Гц для различных 
профилей скорости звука в воде

cw = 1460 м/с Профиль № 1 Профиль № 2

50 Гц 0.85 0.83 0.83
120 Гц 0.91 0.48 0.50

ESTIMATION OF WATER-LIKE BOTTOM LENGTH ALONG  
AN ACOUSTIC TRACK IN SHALLOW WATER
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Analytically and within the framework of numerical simulations, remote sensing of the water-like 
bottom in shallow water based on low-frequency sound propagation loss is considered. Water-like bottom 
sediments are understood as sediments in which the sound speed is close to the sound speed in water, but 
having a significantly higher density. A model statistical analysis of depth-averaged transmission loss is 
carried out for acoustic tracks of a fixed range in one of the areas of the Kara Sea with a known structure of 
the upper layer of the bottom, which includes water-like areas. A good correlation between low-frequency 
transmission loss and the length of water-like bottom is demonstrated. Based on this result, a method for 
remote integral estimation of the water-like bottom size at an acoustic track between a single source and 
a vertical array of hydrophones is proposed.

Keywords: transmission loss, arctic shelf, water-like bottom sediments, remote sensing, vertical array 
of hydrophones
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