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Введение. В данной работе численно моделируется задача распространения темпе-
ратуры в нефтеносном пласте с трещиной гидроразрыва, в который закачивается 
охлаждающая жидкость посредством вертикальной нагнетательной скважины. 
Материалы и методы. Для описания процесса распространения температуры 
в пласте под действием нагнетаемой в него жидкости используется уравнение кон-
вективного теплообмена Фурье – Кирхгофа. Для решения этого уравнения при-
меняется метод Галеркина с разрывными базисными функциями на разнесенных 
неструктурированных сетках. Для описания процесса изменения давления в пла-
сте под действием работы нагнетательной скважины применяется уравнение, по-
лученное на основе уравнения неразрывности и закона Дарси. Для его решения 
используется метод Галеркина с разрывными базисными функциями на неструк-
турированной треугольной сетке. Для распараллеливания численного алгоритма 
применяется библиотека MPI.
Результаты исследования. В статье представлен численный алгоритм и результа-
ты моделирования динамики полей температуры и давления в нефтеносном пласте 
с трещиной гидроразрыва, в который посредством вертикальной нагнетательной 
скважины закачивается охлаждающая жидкость.
Обсуждение и заключение. Реализована численная методика на основе разрывно-
го метода Галеркина для математического моделирования температурного поля 
и поля давления в нефтеносном пласте с трещиной гидроразрыва и нагнетатель-
ной скважиной. Полученные картины для распределения температуры и давления 
в пласте адекватны и хорошо согласуются с заданными начально-краевыми усло-
виями. Дальнейшая работа в данном направлении предполагает моделирование 
на тетраэдральных неструктурированных сетках для более точного исследования 
протекающих процессов.

УДК 519.85:622.276.42                                  DOI: 10.15507/2658-4123.031.202101.161-174

http://vestnik.mrsu.ru ISSN Print 2658-4123
ISSN Online 2658-6525 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ /
PHYSICS AND MATHEMATICS

© Жалнин Р. В., Масягин В. Ф., Пескова Е. Е., Тишкин В. Ф., 2021 

 Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 License.
 This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License.

mailto:*pav-chumakov@yandex.ru
https://doi.org/10.15507/2658-4123.031.202101.161-174
http://vestnik.mrsu.ru
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


162162

 Том 31, № 1. 2021ИНЖЕНЕРНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И СИСТЕМЫ

Физико-математические науки  

Ключевые слова: разрывный метод Галеркина, вертикальная нагнетательная сква-
жина, гидравлический разрыв пласта, уравнение конвективного теплообмена, урав-
нение неразрывности, закон Дарси, неструктурированные сетки, разнесенные сет-
ки, MPI
Финансирование: исследование выполнено при поддержке ФГБУ «Российский 
фонд фундаментальных исследований» (проекты № 18-41-130001, № 18-31-00102) 
и гранта Президента РФ для молодых российских ученых – кандидатов наук (МК-
2007.2018.1).
Конфликт интересов: авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 
Для цитирования: Применение метода Галеркина с разрывными базисными функ-
циями к исследованию динамики изменения температуры и давления в пласте с на-
гнетательной скважиной и трещиной гидроразрыва / Р. В. Жалнин, В. Ф. Масягин, 
Е. Е. Пескова, В. Ф. Тишкин. – DOI 10.15507/2658-4123.031.202101.161-174 // Ин-
женерные технологии и системы. – 2021. – Т. 31, № 1. – С. 161–174.

Original article

Application of the Discontinuous Galerkin Method 
to the Study of the Dynamics of Temperature and 
Pressure Changes in a Formation with an Injection 
Well and a Hydraulic Fracture

R. V. Zhalnina, V. F. Masyagina*, E. E. Peskovaa,  
V. F. Tishkinb

aNational Research Mordovia State University (Saransk,  
Russian Federation)
bKeldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy 
of Sciences (Moscow, Russian Federation)
*masyaginvf@mrsu.ru

Introduction. In this article, the problem of temperature distribution in an oil-bearing for-
mation with a hydraulic fracture and a vertical injection well is numerically modeled.
Materials and Methods. To describe the process of temperature distribution in the forma-
tion under the action of the fluid injected into the formation, the Fourier-Kirchhoff equa-
tion of convective heat transfer is used. To solve this equation, the discontinuous Galerkin 
method on staggered unstructured grids is used. To describe the process of pressure change 
in the formation under the action of the injection well, an equation is used that is obtained 
based on the continuity equation and Darcy’s law. To solve it, the discontinuous Galerkin 
method on an unstructured triangular grid is used. To parallelize the numerical algorithm, 
the MPI library is used.
Results. The article presents a numerical algorithm and the results of modeling the dynam-
ics of the temperature fields in an oil reservoir with a hydraulic fracture and a vertical 
injection well.
Discussion and Conclusion. A numerical algorithm based on the discontinuous Galerkin 
method for  math modeling of the temperature and pressure fields in a oil-bearing forma-
tion with a hydraulic fracture and injection well was developed and implemented. The re-
sults obtained for the distribution of temperature and pressure in the fracture are adequate 
and in good agreement with the specified initial-boundary conditions. Further work in this 
direction involves modeling on tetrahedral unstructured meshes for a more accurate study 
of the ongoing processes.
Keywords: discontinuous Galerkin method, vertical injection well, hydraulic fracturing, 
convective heat transfer equation, continuity equation, Darcy’s law, unstructured grids, 
spaced grids, MPI
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Введение
В настоящее время в  связи с  вво-

дом в  эксплуатацию месторождений 
с  трудноизвлекаемыми запасами и  зна-
чительной выработкой многих крупных 
месторождений развитие нефтегазовой 
промышленности России происходит 
на фоне внушительного падения запа-
сов нефти и газа. Одним из важнейших 
факторов, оказывающих влияние на из-
влечение нефти из месторождения, явля-
ется состояние призабойной зоны пласта 
(ПЗП). Важным источником информации 
о ПЗП являются гидродинамические ис-
следования пластов и скважин (ГДИС).

В  устоявшихся методах ГДИС ана-
лизируются кривые давления в  беско-
нечном пласте при неустановившемся 
режиме радиальной фильтрации. Ос-
новные подходы (анализ данных по 
кривой падения давления и  по кривой 
восстановления давления) базируются 
на решении уравнения пьезопровод-
ности. Однако для более полного ис-
следования скважин очень важно рас-
сматривать, наряду с  методами ГДИС, 
методы термометрии1. Для скважин 
с  гидравлическим разрывом пласта 
такие исследования особенно важны. 
Отсюда возникает необходимость в раз-
работке математической модели для си-
стемы «скважина – трещина – пласт»2. 
Использование методов термометрии 
скважин и пластов на сегодняшний день 

позволяет увеличить нефтеотдачу пла-
стов за счет более эффективных мер по 
увеличению нефтедобычи.

Обзор литературы
Настоящая работа посвящена мате-

матическому моделированию процесса 
изменения температурного поля и поля 
давления в  пласте с  трещиной гидро-
разрыва под действием нагнетания ох-
лаждающей жидкости в  вертикальную 
скважину  [1]. Для описания математи-
ческой модели  данного процесса ис-
пользуются уравнения конвекции-диф-
фузии. В  настоящее время существует 
множество подходов к  решению этих 
уравнений. Одним из перспективных 
и  активно развивающихся является ме-
тод Галеркина с разрывными базисными 
функциями [2–4], который прекрасно за-
рекомендовал себя для решения уравне-
ний конвективного типа [5–8]. Также ак-
тивно развиваются подходы к созданию 
лимитеров повышенного порядка точ-
ности, которые обеспечивают монотон-
ность решения, полученного с помощью 
разрывного метода Галеркина  [9–11]. 
Дальнейшее развитие метода Галеркина 
с  разрывными базисными функциями 
привело к  его модификации с  исполь-
зованием разнесенных сеток (Staggered 
Discontinuous Galerkin Method), которая 
объединяет хорошие качества этих спо-
собов  [12–15]. К примеру, в ряде работ 
был построен оригинальный вычисли-

1 Гидродинамический разрыв пласта / Д. С. Кузнецов [и др.]. Томск, 2008. 114 с.
2 Чекалюк Э. Б. Термодинамика нефтяного пласта. М.: Недра, 1965. 238 с.; Руководство по ис-

следованию и интерпретации. Термодинамические исследования при различных режимах работы 
скважин. Уфа, 2002. 248 с.
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тельный алгоритм, в  котором вспомо-
гательные переменные, введенные для 
понижения порядка исходных уравне-
ний переноса тепла, рассчитываются 
на двойственной сетке, представленной 
в виде медианных контрольных объемов 
вокруг узлов основной сетки  [16–19]. 
Искомые величины аппроксимируются 
на основной неструктурированной тре-
угольной сетке. 

Материалы и методы
Для описания динамики изменения 

температуры, скорости и  давления бу-
дем рассматривать следующие уравне-
ния, которые подробно представлены 
в одной из наших работ3.

Процесс переноса тепла:
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Процесс изменения давления [20]:
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Для описания скорости течения 
жидкости используется закон Дарси4:

 u � � � � � ���
�
grad p x y D, , .      (3)

Ранее авторами был представлен 
подробный вывод уравнений для реше-
ния систем (1)–(3) на неструктуриро-
ванной двойственной сетке, здесь при-
ведем лишь полученные выражения5.
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3 Жалнин Р. В., Масягин В. Ф., Пескова Е. Е. Применение разрывного метода Галеркина 
для математического моделирования динамики распространения температуры в пласте с нагнета-
тельной скважиной // Аналитические и численные методы моделирования естественно-научных 
и социальных проблем: материалы XIV Междунар. науч.-техн. конф., 3–6 декабря 2019 г., Пенза / 
под ред. д-ра физ.-мат. наук, проф. И. В. Бойкова. Пенза: Изд-во ПГУ, 2019. С. 54–61. URL: https://
dep_vipm.pnzgu.ru/files/dep_vipm.pnzgu.ru/konference/achm_2019.pdf (дата обращения: 12.02.2021).

4 Там же.
5 Там же.



165165

Vol. 31, no. 1. 2021 ENGINEERING TECHNOLOGIES AND SYSTEMS

Physics and mathematics

i yij D i
j
k
j

y k
j

D D
k
j

j

j j

dS

n T dl T
y
dS

�

�

� �

� �

�

� � �
�
�

0

2

� � �

� � �
��



,
 

� � � � �� k
j x y k, , .0 2            (6)

Для решения систем (2), (3) исполь-
зуются выражения:

 

c
dp
dt

dS n u dl

n v dl

r i
ij

K i
j
k
j

x k
j

K

y k
j

K K

j j

j j

� �

�

� � �

�

� �

� �

0

2

� � �

�

�

�



 �� �
�
�

�
�
�

� � � � � � �

u
x
dS v

y
dS

x y k

k
j

K
k
j

k
j

j

� �

�

,

, , ,0 2 7

i ij K i
j
k
j

xK k
j

K
k
j

u dS

n p dl p
x
dS

j

j j

�� �

� �

�

� � �
�
�

0

2

� �

�
�

�
�
�

�


�
,
 

 � � � � ��k
j x y k, , 0 2 ,            (8)

i ij K i
j
k
j

yK k
j

K
k
j

v dS

n p dl p
y
dS

j

j j

�

�

� �

� �

�

� � �
�
�

0

2

� �

�
�

�
�
�

�


�
,
 

 � � � � ��k
j x y k, , ,0 2             (9)

где �i
j x y,� �� � , � i

j x y,� �� �  – системы 
базисных функций, заданные на эле-
менте Kj (элементы основной треу-
гольной сетки) и Dj (элементы двойст-
венной сетки) соответственно, в виде 
проекции на которые находятся темпе-
ратура, давление и компоненты векто-
ра скорости6.

Для нахождения величин (uT)Г 
и (vT)Г на границах элементов в системе 
(4) используется потоковая функция 

Лакса  – Фридрихса7. При вычислении 
потоковых величин T x y

� � �, ,� �  на гра-
нице элементов в системах (4)–(6) при-
меняется потоковая функция  [21]. 
С учетом использования двойственных 
сеток потоковые величины представля-
ются в виде:

Т Г = Т,

� �x x xC T T n� � � �� �� �
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где T + – значение температуры из ячей-
ки, для которой нормаль n = (nx, ny) яв-
ляется внешней, а T + – значение темпе-
ратуры из ячейки, для которой нормаль 
n = (nx, ny) является внутренней; C11  – 
стабилизирующая добавка.

На граничных ребрах, с учетом типа 
граничного условия, получаем:
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Для вычисления потоковых вели-
чин pГ, uГ, vГ в  системах (7)–(9) также 
используются стабилизирующие добав-
ки, но в данном случае аппроксимация 
строится только на треугольной сет-
ке. Вид потоковых функций представ-
лен ниже:
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6 Там же.
7 Shu C.-W. Numerical Methods for Hyperbolic Conservation Laws // Conference Proceedings 

(AM 257), 2007. 2007. 32 p. URL: https://mathema.tician.de/dl/academic/notes/257/257.pdf (дата обра-
щения: 11.02.2021).
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где верхний индекс «+» обозначает ве-
личины из ячейки, для которой нормаль 
n = (nx, ny) является внешней, а верхний 
индекс «–» – величины из ячейки, для 
которой нормаль n  =  (nx,  ny) является 
внутренней; C11  – стабилизирующая 
добавка.

На граничных ребрах получаем сле-
дующий вид:

p p� � �,
u qnx
� � ,
v qny
� � .

В системах (4)–(9) необходимо с вы-
сокой точностью вычислять поверхност-
ные и контурные интегралы. Для этого 
используются квадратурные формулы 
Гаусса [22]. Поверхностные интегралы 
вычисляются по трем точкам, контур-
ные интегралы вычисляются с исполь-
зованием двухточечного шаблона. Для 
подавления нефизических осцилляций 
используется лимитер TVD8. Для ап-
проксимации по времени используется 
явная схема Эйлера.

Результаты исследования
Описанный вычислительный ал-

горитм был реализован в  виде про-
граммного пакета для расчета динами-
ки изменения температуры и давления 
в  нефтеносном пласте. Для сокраще-
ния времени расчетов была использо-
вана технология параллельных вычи-
слений MPI.

Для анализа полученных результатов 
рассматривалась следующая постановка 
задачи: T0 = 363 K, c = 2 000 Дж/кг·К, ρ = 
= 950 кг/м3, λ = 2,5208, µ = 0,315 ∙ 10–4 Па∙с, 
p0 = 2,5 ∙ 107 Па, pГ = 2,5 ∙ 107 Па, β =  
= 150 Вт/м2·K. Для трещины были зада-
ны следующие значения параметров: cr =  
= 4,18968 ∙ 10–9 Па–1, κ  = 2,96 ∙ 10–15 м2. 
Для пласта были заданы следующие зна-
чения параметров: cr = 0,2505 ∙ 10–9 Па–1, 
κ = 5 ∙ 10–17 м2.

Рассматривается область длиной 
60  м и  шириной 10 м. В  центре обла-
сти находится скважина с  радиусом 
0,025 м. Слева и справа к скважине сим-
метрично примыкают трещины длиной 
8 м и шириной 0,005 м каждая.

На рисунке 1 представлена расчет-
ная сетка для описанной задачи. Вдоль 
трещины наблюдается заметное сгуще-
ние сетки. Расчетная сетка содержит 
36 339 ячеек основной неструктуриро-
ванной сетки. 

Расчет производился с  использо-
ванием параллельного комплекса про-
грамм на 12 процессорах  [23]. На ри-
сунке 2 представлена декомпозиция 
расчетной области по процессорам.

На практике наибольший интерес 
представляет состояние призабойной 
зоны пласта. В  связи с  этим, а  также 
из-за большого масштаба задачи даль-
нейшие рисунки представляют не всю 
расчетную область, а  ее часть, при-
ближенную к  скважине. На рисунке  3 

8 Куликовский А. Г., Погорелов Н. В., Семенов А. Ю. Математические вопросы численного 
решения гиперболических систем уравнений. 2-е изд., испр. и доп. М.: Физматлит, 2012. 656 с.

Р и с. 1. Сетка
F i g. 1. Mesh
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Р и с. 2. Декомпозиция расчетной области
F i g. 2. Decomposition of the computational domain

представлена расчетная сетка возле 
скважины, диаметр скважины 0,05 м.

На рисунках 4–6 представлено рас-
пределение поля давления в различные 
моменты времени. Из рисунков видно, 
что с течением времени вдоль трещины 
давление растет заметно быстрее, по 
сравнению с  пластом, что согласуется 
с заданными параметрами задачи.

На рисунках 7–9 представлены кар-
тины распределения поля температуры 

Р и с. 3. Сетка возле скважины
F i g. 3. Mesh near the well

в  различные моменты времени. Из ри-
сунков видно, что холодная закачивае-
мая через вертикальную нагнетательную 
скважину жидкость охлаждает пласт. 
Можно отметить, что вдоль трещины 
охлаждение происходит немного интен-
сивнее, что согласуется с  наблюдаемой 
картиной распределения давления. Су-
щественное уменьшение температуры 
наблюдаются вблизи скважины и вдоль 
трещины, в частности на ее створках.
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Р и с. 4. Распределение давления, t = 1 с 
F i g. 4. Distribution of the pressure, t = 1 s

Р и с. 5. Распределение давления, t = 5 с 
F i g. 5. Distribution of the pressure, t = 5 s

Р и с. 6. Распределение давления, t = 10 с 
F i g. 6. Distribution of the pressure, t = 10 s



169169

Vol. 31, no. 1. 2021 ENGINEERING TECHNOLOGIES AND SYSTEMS

Physics and mathematics

Р и с. 7. Распределение температуры, t = 1 с 
F i g. 7. Distribution of the temperature, t = 1 s

Р и с. 8. Распределение температуры, t = 5 с 
F i g. 8. Distribution of the temperature, t = 5 s

Р и с. 9. Распределение температуры, t = 10 с 
F i g. 9. Distribution of the temperature, t = 10 s
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Обсуждение и заключение
В настоящей статье разработан и ре-

ализован вычислительный алгоритм 
для моделирования динамики измене-
ния температуры и  давления в  нефте-
носном пласте. Алгоритм построен на 
основе метода Галеркина с  разрывны-
ми базисными функциями на разне-
сенных неструктурированных сетках 
с  применением технологии параллель-
ных вычислений MPI. С использовани-
ем разработанного программного кода 
была исследована задача закачивания 

в  пласт охлаждающей жидкости через 
вертикальную нагнетательную сква-
жину. Можно сделать вывод, что ре-
зультаты моделирования показывают 
адекватные картины для температур-
ного поля и  поля давления в  пласте, 
соответствующие заданным начально-
краевым условиям. Для более точно-
го моделирования рассматриваемого 
процесса в  дальнейшем планируется 
решать данную задачу в  трехмерной 
постановке на неструктурированных 
тетраэдральных сетках.  
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