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Аннотация
Введение. Рассмотрен слабопроводящий градиентный световод в одномодовом режиме, 
решено уравнение для электрического поля в сердцевине такого световода в общем виде 
в первом приближении. Целью работы является исследование поля и энергии в сердце-
вине слабопроводящего градиентного световода без учета поляризации в одномодовом 
режиме в случае степенного (в общем виде) профиля показателя преломления.
Материалы и методы. Из уравнений Максвелла для диэлектрических сред выведе-
но уравнение для поля в световоде с градиентным профилем показателя преломле-
ния. Производя соответствующие подстановки, заменяя функцию Бесселя нулево-
го порядка на гауссову функцию и делая необходимое приближение полученного 
уравнения, приходим к уравнению, которое решаем методом Вентцеля – Крамер-
са – Бриллюэна, и получаем аналитические выражения для поля и энергии внутри 
волновода для произвольной степени показателя преломления.
Результаты исследования. Получено решение уравнения для поля в световоде со 
степенным профилем показателя преломления. Проведены численные расчеты. По-
строен график зависимости безразмерной величины – «нормированной» энергии – 
от волноводного параметра для первых пяти степеней профиля (n = 1, 2, 3, 4, 5). 
Обсуждение и  заключение. Показано, что быстрее растет энергия для профиля 
с n = 1, а после этого значения с резким отрывом растет энергия для профиля с n = 1, 
а для n > 1 рост энергии уменьшается с увеличением n. Полученные в работе ре-
зультаты могут быть применены при создании энергетически выгодной сердцеви-
ны и для возможного анализа передачи информации, а также для конструирования 
волноводов с учетом конкретных приложений.

Ключевые слова: слабопроводящий градиентный световод, одномодовый режим, 
степенной профиль показателя преломления, уравнения Максвелла, метод ВКБ, 
нормированная энергия
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Abstract
Introduction. We consider a weakly conductive gradient fiber in the single-mode regime 
and solve the equation for the electric field in the core of this fiber in a general form in 
the first approximation. The aim of this study is to study the field and energy in the core 
of a weakly conductive gradient fiber without taking into account the polarization in the 
single-mode regime in the case of a power-law (generally) refractive index profile.
Materials and Methods. From Maxwell’s equations for dielectric media, there was derived 
an equation for the field in a fiber with gradient refractive index profile. Making the ap-
propriate substitutions, replacing the zero-order Bessel function with a Gaussian function, 
and making the necessary approximation of the resulting equation, we arrive at an equation 
that we solve by the Wentzel – Kramers – Brillouin method and obtain analytical expres-
sions for the field and energy inside waveguide for an arbitrary degree of the refractive 
index.
Results. There was obtained a solution of the equation for the field in fiber with a power-
law refractive index profile. Numerical calculations were carried out. A graph of the de-
pendence of a dimensionless quantity – “normalized” energy – on the waveguide param-
eter for the first five powers of the profile (n = 1, 2, 3, 4, 5) was plotted.
Discussion and Conclusion. It is shown that the energy increases faster for the profile with 
n = 1, and after this value, the energy for the profile with n = 1 increases sharply, and for 
n > 1, the energy growth decreases with increasing n. The results obtained in this work 
can be used for creating an energy-efficient core, for carrying out a possible analysis of 
information transmission, and for designing waveguides taking into account specific ap-
plications.

Keywords: weakly conductive gradient fiber, single-mode regime, power-law refractive 
index profile, Maxwell equations, WKB method, normalized energy
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Введение
В качестве оптических волокон при-

меняются диэлектрики со ступенчатым 
или градиентным профилем показателя 
преломления. Ведутся интенсивные экс-
периментальные исследования по пои-
ску оптимальных материалов волокон 
для тех или иных целей. Аналитически 

исследованы волноводы для волокон 
со ступенчатым профилем показателя 
преломления. С  градиентным профи-
лем показателя преломления аналити-
ка осложняется в  связи с  трудностя-
ми при  решении  достаточно сложных 
уравнений, возникающих из-за про-
странственной зависимости профиля 
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показателя преломления. Эксперимен-
ты показали, что хорошей моделью для 
математического исследования физиче-
ских процессов с  градиентным профи-
лем может служить модель степенного 
профиля показателя преломления. Са-
мое известное точное решение связа-
но с  неограниченным параболическим 
профилем показателя преломления. 
В связи со сложностями при получении 
точного решения для других случаев 
градиентных профилей разрабатывают-
ся разнообразные приближенные мето-
ды решения таких уравнений. 

Целью настоящей работы являет-
ся приближенное решение для поля 
в  сердцевине слабопроводящего гра-
диентного световода (в одномодовом 
режиме) в случае степенного (в общем 
виде) профиля показателя преломления 
и  исследование зависимости энергии 
поля в сердцевине волновода от волно-
водного параметра.

Обзор литературы
В науке и технике давно использу-

ются оптические волокна (световоды), 
по которым могут распространяться 
оптические лучи. Достаточно полные 
и  общие сведения о  световодах и  ди-
электрических волноводах содержат-
ся в  фундаментальной монографии 
А.  Снайдера и  Дж. Лава, где широко 
представлена информация о различных 
видах волноводов с кратким описанием 
экспериментальных и  теоретических 
результатов с  большим количеством 
примеров и различных математических 
методов1. Однако со времени издания 
этого труда прошло немало времени, 
и  исследования по этой тематике зна-
чительно продвинулись. Кратко отме-
тим их направления. 

Предложено устойчивое к изгибам 
одномодовое волокно с  большой пло-
щадью моды и  низкими потерями на 
изгибе  [1]; дан анализ многожильного 

маломодового волокна с составным про-
филем показателя преломления и двой-
ной вспомогательной структурой  [2]; 
смоделирована и вычислена уникальная 
трехмерная прерывистая конечно-эле-
ментная модель Петрова  – Галеркина 
для моделирования лазерного усиления 
в  волоконном усилителе  [3]; предло-
жены оптоволоконные датчики, осно-
ванные на френелевском отражении на 
конце волокна  [4]. Усовершенствован 
и  модифицирован метод расширенной 
тангенс-функции (применяется для 
получения оптических солитонов для 
двухъядерных ответвителей кубиче-
ской четверти (CQ) в  оптических ме-
таматериалах, имеющих секстический 
степенной закон Кудряшова с  произ-
вольным показателем преломления) [5]; 
рассмотрены ребристые волноводы, 
в которых направляющий слой в основ-
ном состоит из пластины с наложенной 
на нее одной или несколькими полоса-
ми [6]; исследованы сегментированные 
волноводы (такие волноводы могут пе-
риодически изменять свое поперечное 
сечение, обеспечивая передачу света без 
потерь через так называемые блохов-
ские моды) [7].

Заслуживает внимание работа, 
где впервые были предложены пер-
спективные микроструктурированные 
или  дырчатые волоконные световоды 
из кварцевого стекла. В  оболочке та-
ких световодов делаются продольные 
отверстия, расположенные в  попереч-
ном сечении относительно друг друга 
в  том или ином порядке  [8]. Большой 
контраст показателя преломления серд-
цевины и  оболочки определяет уни-
кальные оптические свойства таких 
волноводов. В  частности, варьируя ге-
ометрию оболочки, можно управлять 
дисперсионными свойствами световода. 
Математический аппарат  для анализа 
таких световодов можно найти в других 

1 Снайдер А., Лав Дж. Теория оптических волноводов. Пер. с англ. М. : Радио и связь, 1987. 656 с.
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статьях  [9–11]. Возможность управле-
ния показателем преломления оболочки 
в таких волноводах позволяет создавать 
одномодовое оптоволокно. В  нем на 
любой длине волны распространяется 
только одна мода (еще одна особенность 
таких волноводов – существование од-
номодового режима в волокнах с боль-
шим диаметром сердцевины). Различ-
ные аспекты этого направления хорошо 
представлены [12–15].

Что касается классических гради-
ентных световодов, то на сегодняш-
ний день получено точное решение 
для поля в волокне только в случае не-
ограниченного параболического про-
филя: обобщенные полиномы Лагерра 
в  цилиндрических координатах или 
функции Гаусса – Эрмита в  декарто-
вых. Подробный анализ этого решения 
можно найти в классической литерату-
ре2. Для произвольного градиентного 
планарного волновода получены модо-
вые решения уравнения Гельмгольца – 
амплитуда моды представлена в  виде 
экспоненты с показателем в виде ряда 
Тейлора, коэффициенты которого на-
ходятся из рекуррентных соотноше-
ний  [16]. С  помощью моделирования 
показано, что градиентные микролин-
зы Микаэляна и «рыбий глаз» Максвел-
ла могут формировать изображения со 
сверхразрешением. 

Представлен новый подход к разра-
ботке структурированных оптических 
волокон. Показано, что при внутрен-
нем наноструктурировании сердцеви-
ны, состоящей из двух стекол, могут 
быть созданы волокна с эффективным 
профилем градиента показателя пре-
ломления с  заданным распределением 
показателя преломления [17].

В случае трехмерного градиентного 
световода с  круглым поперечным се-
чением ранее нами получено в  первом 

приближении аналитическое выраже-
ние для поля и энергии в одномодовом 
режиме внутри слабопроводящего во-
локна со степенным профилем пока-
зателя преломления с  произвольной 
степенью (с учетом поляризации) пу-
тем решения уравнения Гельмгольца 
методом функции Грина. Построены 
зависимости энергии от волноводного 
параметра для второй и третьей степени 
профиля показателя преломления вы-
ражения. Показано, что в рассматрива-
емом приближении энергия увеличива-
ется с  ростом волноводного параметра 
до определенного значения параметра, 
после которого зависимости энергии от 
волноводного параметра меняются ме-
стами для второй и третьей степени [18]. 

В настоящей работе другими ме-
тодами, отличными от применен-
ных в  статье  [18], мы определим поле 
и  энергию в  одномодовом режиме 
внутри слабопроводящего волокна со 
степенным профилем показателя пре-
ломления с произвольной степенью без 
учета поляризации (что упрощает вы-
числения), построим соответствующие 
зависимости энергии и  результаты со-
поставим с  результатами предыдущей 
работы [18]. Тем самым мы полностью 
решим задачу без учета поляризации 
и  с  учетом поляризации. Результаты 
данной и  предыдущей  [18] работ мо-
гут быть использованы для конструи-
рования световодов в  зависимости от 
конкретных приложений (в частности, 
построенные зависимости энергии от 
волноводного числа могут помочь подо-
брать материал сердцевины световода 
с подходящей степенной зависимостью 
профиля показателя преломления).

Материалы и методы
Выведем уравнение для поля 

в  световоде с  градиентным профи-
лем показателя преломления. Пусть 

2 Адамс М. Введение в теорию оптических волноводов. Пер. с англ. М. : Мир, 1984. 512 с. ; 
Семенов Н. А. Оптические кабели связи: теория и расчет. М. : Радио и связь, 1981. 152 с.
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



e t R h t R, , ,� � � �� � – соответственно элек-
трическая и  магнитная составляющие 
электромагнитного поля (t – время, 
R = (x, y, z) – координаты). Из уравне-
ний Максвелла для диэлектрических 
сред с показателем преломления n2(R), 
отделяя временную часть, в  результа-
те преобразований для электрической 
компоненты электромагнитного поля 
(для магнитной компоненты аналогич-
но) получим:


  



e t R E R i t E k n E

E n

, exp

, ln( ) , ( )

� � � � � �� �� � �

� �� � �� ��� �
� � 2 2

2
1

где c – скорость света, ω – циклическая 
частота, k = w  / с. Для волокна (серд-
цевины) градиентного световода n2 =  
= n2(r), r x y� �2 2

, поле в  волокне 
также зависит от r и  распространяет-
ся вдоль оси z. Для поля 



E  запишем 
(nz , ,� � – соответственно единичный 
вектор направления распространения 
поля вдоль оси z, постоянная распро-
странения и угол в плоскости (x, y))



E R n i z im E rz� � � � � � � � �exp exp� � . (2)

Случай с ненулевой правой частью 
в  (2) в  первом приближении  рассмо-
трен нами в  другой работе  [18]. От-
брасывая в  (1) правую часть (не рас-
сматривая поляризационные свойства, 
описываемые членами, содержащими 
�� �ln n2 ), от (1), (2) перейдем к скаляр-
ному уравнению в полярных координа-
тах для основной моды (m = 0):

d E r
dr r

dE r
dr

k n r E r

2

2

2 2 2

1

0

� �
�

� �
�

� � � �� � � � �� .     (3)

Показатель преломления для вол-
новода обычно записывается в следую-
щем виде:

n r
n h r r

n r

n n
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,

h
h
� � �
� � ��   (4)

где h(r) – возрастающая от 0 до 1 функ-
ция при изменении r от 0 до ρ; n nco cl

2 2,  – 
показатели преломления волокна и обо-
лочки; Δ – высота профиля; ρ – радиус 
круглого в поперечнике волокна.

Подставляя (4) в  (3), запишем ре-
зультат в виде (перейдем к безразмер-
ной переменной γ)

d E
d

E
d

E

V h E

r k nco

2

2 1

2

2
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� �
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� � �

;

, ��

�

2

2 2

,

, ,V k NA NA n nco cl� � � (5)

здесь V, NA – волноводный параметр 
и числовая апертура.

При этом (4) принимает вид

n
n h

n

n n
n
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�
�

��

�
�

�

�

, ,

, ,

22

0 0

1 1
,

,

.

h
h
� � �
� � � (6)

Результаты исследования
Найдем решение уравнения для 

поля в  световоде с  градиентным про-
филем показателя преломления.

Поскольку

d E
d

E
d

E

E J

2

0

2

0 2

0

0 0

1
0

7

�
� �

�
�

� � �

� � ��

� �
�

� �
� � � � � � �

� � � � � �

1

1
, ( )
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то решение уравнения (5) будем искать 
в виде 

E f E� � �� � � � � � �0
.          (8)

Подставляя (8) в  (5), с  учетом (7) 
для неизвестной функции f(γ) получим 
уравнение

f
E
E

f

V h f f
df

/ /

/

/

/
,

�
�

�
�

�

� � �

� � � �
� �
� �

�

�
��

�

�
�� � � �

� � � � � � � � �

1
2

0

0

0

2
��
�
� ��

�
�

�

�
�d
.(9)

Заменим здесь функцию Бесселя 
E J
0 0
� � ��� � � � �1 , описывающую одно-

модовый режим волновода со ступен-
чатым профилем, на гауссову функцию 
(r0 – радиус модового пятна):

E J E

r
0 0 0

2

2

0

2

2

10

� � �� � ��

� �

� �� � �� � �� �� �
�

1
exp ,

, ( )

причем (см. [18–22]):

r
NA r

V

V

NA n n

V k NA k

co cl

0

2

0

2

2

2 2

0 4
0 16

0 2 405

� � � �

�� �
� ��

�

,
, ;

; ,

,

,

�
�

�

� �� � �
�
�

� �
�c
2

,    (11)

обоснование применения этой фор-
мулы для нашего случая, полученной 
для волновода со ступенчатым профи-
лем показателя преломления, показано 
в  другой работе  [21]. Подставляя (10) 
в (9), запишем уравнение в виде

f f

V h f

/ / /

.

�
�

�� �

� �

� � � �
�

�
�

�

�
� � � �

� � � � � �

1
2

0
2   (12)

Рассмотрим коэффициент при пер-
вой производной и выясним, при каких 
значениях γ он обращается в нуль (вос-
пользуемся (11)):

1
2 0

1

2

1

0 32
0 2 4 0 74 3 54

�
�� �

�
� � � � �

� � �� �� ��� �
V

V
,

; , , ; , ,

откуда

1
>2

1
<2

�
�� �

�
�� �� � � �0 74 3 54, , , . (13)

Выбирая первый вариант для поля 
внутри сердцевины волновода, перепи-
шем (12) в упрощенном виде

f f V h f/ / /
,

, . ( )

�
�

� � �

�

� � � � � � � � � � �

�� �

1
0

0 74 14

2

Решать уравнение будем аналогич-
но методу ВКБ (Вентцеля – Крамерса – 
Бриллюэна)3 (современное изложение 
в [23]).

Итак, искомую функцию запишем 
в виде

f p

f p f

� �

� � �

� � � � �� ��
� � � � � � � �

exp

,
/ /         (15)

f p f p f/ / / / /� � � � �� � � � � � � � � �� � � �2

.

Подставляя в  (14), получаем урав-
нение для функции p(γ)

 

p p

p V h

/ / /

/
.

� �

�
� �

� � � � �� � �

� � � � � � �

2

21
0          (16)

3 Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Теоретическая физика. Квантовая механика (Нерелятивистская 
теория). 4-е изд., испр. М. : Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1989. 768 с.  
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Предположим малость второй про-
изводной p// �� � :

p V h V h/ /
.� � �� � �� � � � � � �2 2   (17)

Тогда для (16) мы можем записать

p y y y V h/ � � �
�

� �� � � � �� � � � � � � � ��2 21
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1 1

2

1 4
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�
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�
�

V h
d , (18)

и согласно (8), (10) и (15) получим для 
поля

E
V h

d�
�
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�
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��

� � � �
� � ��

�
�

��

�
�
�

��
�
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1 1

2

1 4

2 19

2 2

2

exp

exp . ( )

Поскольку в  случае ступенчатого 
волновода h � �� � � �� �� �0 0 1, , то вы-
бираем знак плюс – в этом случае (19) 
сводится к выражению (10).

Окончательно получаем

E
V h

d�
�

� �

�
�

��

� � �
� � ��

�
�

��

�
�
�

��
�

� �� �

�
1 1

2

1 4

2 20

2 2

2

exp

exp . ( )

Подчеркнем, что при � � 0 поле не 
обращается в нуль, согласно предыду-
щему выражению.

Дифференцируя p1
/ �� � из (18), усло-

вие (17) запишем в виде

1
2 2 1

1 4
2

2 3

2 2

2 2�
� � ��� ��

� � �
�� � �

V h

V h
V h

/ � �

� �
� � .(21)

Формулы (20), (21) получены для 
произвольной функции h(γ), удовлетво-
ряющей требованиям из (6).

Полагая выполненным неравенство 
(21), для поля в случае степенного про-
филя показателя преломления запишем 
функцию h(γ) вместе с выражением для 
поля (20):

h nn� �� � � �� ��1 2 3, , ,
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С  помощью вспомогательного ин-
теграла
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m
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m

ln , (22)

предыдущее выражение для поля, 
в  случае степенного профиля показа-
теля преломления, принимает оконча-
тельный вид (в (22) a = 4V 2, m = n + 2):
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Наконец, для безразмерной нор-
мированной энергии W Vnorm n� � � � (от-
ношение энергии поля (23) W V E dgr n n� � � � � � �� 2

0

1

� � �

W V E dgr n n� � � � � � �� 2

0

1

� � �  к  энергии поля (10) 
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для ступенчатого профиля W V E d dst � � � � � � �� �� �0
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модовом режиме) находим (несмотря 
на выбранный вариант в (13), не снижая 
общности, интегрируем по γ от нуля до 
единицы) V n∈( ) =( )0 5 2 4 1 2 3 4 5, ; , , , , , ,
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На рисунке для слабопроводящего 
оптоволокна с  градиентным профи-
лем показателя преломления, без учета 
поляризации в  одномодовом режиме 
в  случае степенного профиля показа-
теля преломления при n = 1, 2, 3, 4, 5, 
построены зависимости «нормирован-
ной» энергии Wnorm(n) от волноводного 
параметра. Показано, что до значения 
Vc ~ 0,9 быстрее растет энергия для 
профиля с n = 1 (но в точке Vc ~ 0,9 для 
всех рассмотренных степеней энер-
гия совпадает), а после этого значения 
с  резким отрывом растет энергия для 
профиля с n = 1, а для n > 1 рост энер-
гии уменьшается с увеличением n. 

Если сравнить результаты с данны-
ми нашей предыдущий работы [18], по-
священной анализу поля и энергии сла-
бопроводящего оптоволокна, с  учетом 
поляризации в  одномодовом режиме 
в  случае степенного профиля показа-
теля преломления, рассмотренного для 
случаев n = 2, 3, то учет поляризации 

сводится к смещению точки Vc  от зна-
чения 0,9 до значения 1,55.

Обсуждение и заключение
Как видно из рисунка, при изме-

нении параметра V от значения 0,5 до 
2,405, согласно формуле (11), норми-
рованная энергия Wnorm растет от 1 до 
Wnorm(max) ≈ 7,5 для профиля с  n=1, до 
Wnorm(min) ≈ 2 для профиля с n = 5. Для 
всех рассмотренных профилей значе-
ния соответствующих энергий превы-
шают энергии ступенчатого профиля 
для соответствующих значений пара-
метра V. Исключая мало применяемый 
профиль с  n=1, видим, что наиболее 
энергоэффективным из всех степенных 
профилей оказывается профиль с n = 1, 
что подтверждается эксперименталь-
ными данными4.

Поскольку согласно формуле (5)

V k NA k
c

NA n n

n n

co cl

co cl

� � � � � ��
�
�

�
�
�
�

� �

�
� �

�

�
�
�

2

2

2 2

2 2

,

,

и  энергоэффективность возрастает 
с ростом параметра V, то при постоян-
ной численной апертуре NA в рассма-
триваемом слабонаправляющем слу-
чае (NA << 1 – малая разность между 
показателем преломления в  сердце-
вине волокна и  показателем прелом-
ления оболочки) параметр V можно 
повышать либо уменьшением длины 
волны, либо увеличением радиуса 
сердцевины. 

Данная работа посвящена иссле-
дованию зависимости поля и  энергии 
в градиентных волокнах со степенным 
профилем показателя преломления. Ре-
зультаты получены в  общем виде для 
произвольной степени показателя пре-
ломления и  проиллюстрированы для 
выбранных степеней (в  предыдущей 

4 Семенов Н. А. Оптические кабели связи: теория и расчет. 
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Р и с.  Зависимость нормированной энергии Wnorm от волноводного параметра V  
для профиля показателя преломления n: 1 – профиль n = 1; 2 – профиль n = 2;  

3 – профиль n = 3; 4 – профиль n = 4; 5 – профиль n = 5
F i g.  Dependence of the normalized energy Wnorm on the waveguide parameter V for the refractive index 

profile n: 1 – profile n = 1; 2 – profile n = 2; 3 – profile n = 3; 4 – profile n = 4; 5 – profile n = 5

8
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5
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4
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3
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0,5 1,5 2

2

2,5 V

Wnorm

работе [18] для случаев n = 2, 3, а в на-
стоящей для n = 1, 2, 3, 4, 5). При этом 
аналитические расчеты были проведе-
ны разными методами. Показано, что 
учет поляризации сводится к  смеще-
нию точки пересечения Vc от значения 

0,9 до значения 1,55. Полученные ре-
зультаты, с учетом конкретных прило-
жений, могут быть применены при кон-
струировании энергетически выгодно-
го профиля сердцевины волокна и для 
анализа передачи информации.
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