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для материалов с кубической сингонией. Воспользуемся тензором упругих модулей ГЦК-меди, описанной
потенциалом погруженного атома:

162 115 115 0 0 0
115 162 115 0 0 0
115 115 162 0 0 0
0 0 0 81 0 0
0 0 0 0 81 0
0 0 0 0 0 81

 , (1.7)

где значения представлены в ГПа.
Для тензора упругих модулей (1.7) были получены следующие корни характеристического уравнения

(1.6):

µ1 = 0.708728 + 0.705482i, µ2 = −0.708728 + 0.705482i, µ3 = µ̄1, µ4 = µ̄2. (1.8)

Асимптотическое разложение полей напряжений, учитывающее анизотропию материала, подробно
описанное в статье [1], имеет вид:
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где An, Bn – амплитудные множители поля напржений.
Приведем амплитудные множители в случае бесконечной анизотропной пластины с центральной тре-

щиной, подвергнутой одноосному нагружению:
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где λ – константа, относящаяся к вращению тела как абсолютно твердого (исследование проводилось
при λ = 0), α – угол наклона трещины, a – половина длины трещины, σ – прикладываемая к пластине
нормальная нагрузка.

2. Результаты исследования

Проведем исследование при приложении к пластине одноосного нагружения σ = 50 ГПа на различ-
ных обезразмеренных половиной длины трещины a = 20 Å расстояниях от вершины дефекта при угле
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наклона α = 0. Такие значения нагрузки и длины дефекта обусловлены дальнейшим направлением ис-
следований, связанным со сравнением полей напряжений на наноскопическом уровне с представленным
в статье Неджети и соовторов [1] аналитическим решением для анизотропных материалов.

Рассмотрим зависимости σ11, σ12, σ22 от полярного угла θ при удержании различного количества сла-
гаемых на безразмерных расстояних r

a = r̄ = 0.1, 0.5, 1.0, 1.25. На рисунах 2.1–2.4 кривые, обозначен-
ные цифрой 1, показывают распределение компонент тензора напряжений σ11, σ12, σ22 при одночленном
асимптотическом обобщенном разложении Уильямса, кривая 2 при двучленном разложении и так далее
до 7 слагаемого. Также визуализируется разложение при удержании 50 слагаемых, которое мы будем
считать точным решением поставленной задачи.

Помимо визуальной оценки найдем средние абсолютные и относительные погрешности. Для каждой
компоненты тензора напряжений разобьем отрезок θ от −π до π на 500 точек и определим средние
отклонения от асимптотического разложения при удержании 50 слагаемых по следующим формулам:

∆σij =

500∑
k

|σk,nij − σk,50ij |

500
, δσij =

500∑
k

|σk,nij − σk,50ij |/|σk,50ij |

500
100 %, (2.10)

где σk,nij – компонента тензора напряжений σij при значении полярного угла θ = θk при удержании в
асимптотическом разложении n слагаемых.

В табл. 2.1 – 2.8 приведены средние абсолютные и относительные отклонения кривых N = 1..7
от кривой N = 50. По данным таблицам можно понять, что для достижения результата требуемой
точности при большем удалении от вершины острой трещины необходимо учитывать большее количество
регулярных слагаемых.

Рис. 2.1. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 0.1

Fig.2.1. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 0.1

Таблица 2.1

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.1
Table 2.1

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.1
Кол-во слагаемых ∆σ11 , ГПа ∆σ12 , ГПа ∆σ22 , ГПа

n = 1 43.66 1.80 3.52
n = 2 6.34 1.80 3.52
n = 3 0.14 0.10 0.07
n = 4 0.14 0.10 0.07
n = 5 1.28 · 10−3 1.26 · 10−3 1.21 · 10−3

n = 6 1.28 · 10−3 1.26 · 10−3 1.21 · 10−3

n = 7 1.26 · 10−5 1.14 · 10−5 1.32 · 10−5
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Таблица 2.2

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.1
Table 2.2

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.1
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1891.76 14.92 3.59
n = 2 339.10 14.92 3.59
n = 3 5.67 1.21 0.47
n = 4 5.67 1.21 0.47
n = 5 0.05 0.02 0.01
n = 6 0.05 0.02 0.01
n = 7 4.60 · 10−4 4.05 · 10−4 1.57 · 10−4

Рис. 2.2. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 0.5

Fig.2.2. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 0.5

Таблица 2.3

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.5
Table 2.3

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.5
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 35.21 3.11 7.27
n = 2 14.78 3.11 7.27
n = 3 1.55 1.13 0.77
n = 4 1.55 1.13 077
n = 5 0.07 0.07 0.07
n = 6 0.07 0.07 0.07
n = 7 3.50 · 10−3 3.22 · 10−3 3.69 · 10−3
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Таблица 2.4

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 0.5
Table 2.4

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 0.5
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % Sσ22 , %

n = 1 465.88 54.23 13.28
n = 2 230.14 54.23 13.28
n = 3 19.28 19.67 1.70
n = 4 19.28 19.67 1.70
n = 5 0.89 1.11 0.21
n = 6 0.89 1.11 0.21
n = 7 0.05 0.05 0.02

Рис. 2.3. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 1.0

Fig.2.3. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 1.0

Таблица 2.5

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.0
Table 2.5

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.0
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 27.90 2.72 9.37
n = 2 22.10 2.72 9.37
n = 3 4.47 3.28 2.01
n = 4 4.47 3.28 2.01
n = 5 0.41 0.41 0.39
n = 6 0.41 0.41 0.39
n = 7 0.04 0.04 0.04



36
Мушанкова К.А., Степанова Л.В. Влияние слагаемых высокого порядка малости в решении, обобщающем подход ...
Mushankova K.A., Stepanova L.V. Influence of high-order terms in a solution generalizing the Williams approach ...

Таблица 2.6

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.0
Table 2.6

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.0
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1110.08 115.09 21.58
n = 2 998.25 115.09 21.58
n = 3 152.77 118.64 4.30
n = 4 152.77 118.64 4.30
n = 5 8.66 13.01 1.36
n = 6 8.66 13.01 1.36
n = 7 1.51 0.98 0.31

Рис. 2.4. Угловые распределения σ11, σ12, σ22 при удержании различного количества слагаемых
в обобщенном асимптотическом решении на расстоянии r̄ = 1.25

Fig.2.4. Angular distributions σ11, σ12, σ22 for different numbers of terms in the generalized asymptotic solution
at a distance r̄ = 1.25

Таблица 2.7

Средние абсолютные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.25
Table 2.7

Average absolute deviations of the asymptotic expansion of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.25
Кол-во слагаемых ∆σ11

, ГПа ∆σ12
, ГПа ∆σ22

, ГПа
n = 1 24.57 2.11 10.06
n = 2 25.42 2.11 10.06
n = 3 6.31 4.65 2.67
n = 4 6.31 4.65 2.67
n = 5 0.73 0.73 0.68
n = 6 0.73 0.73 0.68
n = 7 0.09 0.09 0.09
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Таблица 2.8

Средние относительные отклонения асимптотических разложений компонент тензора
напряжений, содержащих n = 1..7 слагаемых, от разложения при удержании n = 50

слагаемых на безразмерном расстоянии 1.25
Table 2.8

Average relative deviations of the asymptotic expansions of the tensor components of voltages
containing n = 1..7 terms, from the expansion when holding n = 50 terms at dimensionless

distance 1.25
Кол-во слагаемых δσ11 , % δσ12 , % δσ22 , %

n = 1 1535.34 76.01 25.03
n = 2 2424.37 76.01 25.03
n = 3 664.48 129.54 5.76
n = 4 664.48 129.54 5.76
n = 5 46.65 20.24 2.60
n = 6 46.65 20.24 2.60
n = 7 5.09 3.26 0.74

Выводы

По приведенным результатам видно, что при увеличении количества удерживаемых слагаемых высо-
кого порядка малости уменьшаются абсолютные и относительные погрешности, а также при увеличении
расстояния от кончика дефекта необходимо удерживать большее количество слагаемых в обобщенном
асимптотическом разложении поля напряжений в окрестности вершины трещины для достижения необ-
ходимой точности. Данный анализ был проведен для понимания того, сколько слагаемых нужно удержи-
вать в представленном аналитическом решении при сравнении его с результатами молекулярно-динами-
ческого моделирования полей напряжений пластины с центральной трещиной, что является дальнейшим
направлением исследований.
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INFLUENCE OF HIGH-ORDER TERMS IN THE SOLUTION
GENERALIZING THE APPROACH OF M. WILLIAMS, TAKING INTO

ACCOUNT THE ANISOTROPY OF THE MATERIAL2

ABSTRACT
The research is devoted to the study of the stress field at the crack tip in an anisotropic material with

three mutually orthogonal axes of symmetry of the fourth order (with cubic symmetry). A plane case is
considered when one of the axes of symmetry is orthogonal to the cracked plate, and the remaining two
axes lie in the plane of the plate. The paper presents an asymptotic analysis of the contribution of higher
approximations in the generalized asymptotic decomposition of mechanical fields near the crack tip in a
linearly elastic anisotropic material with cubic symmetry of its elastic properties. In the article, based on
the obtained solution of M. Nejati and co-authors for an infinite anisotropic plate with a central crack,
circumferential apportionments of the stress tensor components at the crack tip at various distances from
the crack tip are constructed, which makes it possible to estimate the contribution of non-singular (regular)
terms to the general asymptotic representation of mechanical fields generated by an acute crack. In the work
of M. Nejati, the contribution of exclusively T-stresses is analyzed, then, as shown in this work, the terms
following the T-stress play a significant role in describing the fields induced by the crack. A comparison of
the angular distributions of the stress tensor components constructed at different distances from the crack
tip indicates that with the increase of distances from the crack tip, it is required to preserve in asymptotic
series representing stresses, displacements and strains near the tip of the crack, the terms of high order of
smallness. The preservation of the terms of high order of smallness can be used to expand the domain in
which the asymptotic solution in the series is valid.
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