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the approximate analytical solutions. 

Keywords: solutions visualization, conservative autonomous Duffing equation, first 

boundary value problem, series solution, shooting method, quasilinearization method. 

 

Как правило, для описания физических процессов в теории колебаний применяются 

математические модели. Осциллятор Дуффинга или осциллятор с кубической нелинейностью 

является одной из наиболее распространенных моделей теории колебаний. Он 

рассматривается во многих работах, например, в [2] и [4]. Уравнение осциллятора имеет вид: 

0.3=γx+βx+xα+x    

Его можно получить, если рассматривать колебания математического маятника при 

небольших углах отклонения, колебания груза на пружине с нелинейной возвращающей 

силой, расположенной на плоской горизонтальной поверхности. Данное уравнение также 

можно получить при описании движения частицы в потенциале из двух ям [1, c.6]. 

В связи с невозможностью отыскания точного аналитического решения уравнения 

Дуффинга стоит вопрос об отыскании приближенных аналитических решений и численных 



решений данного уравнения. В связи с этим задача, рассматриваемая в данной статье, 

является актуальной. 

Рассмотрим модель, описывающую консервативный автономный осциллятор 

Дуффинга [1, c.19], называемый также идеальным осциллятором: 

0.3=γx+βx+x   

Произведя замену переменных yx , xt  и выбрав следующие значения 

параметров: 1+ε=β , 1=γ  (где ε  – малый параметр), будем рассматривать первую 

краевую задачу для уравнения Дуффинга: 

;επ,<x<π,y+εy=y+y  3  (1) 

  π;=x,=πy  2/1       π,=x,=πy 2/1  (2) 

которая получается из краевой задачи, исследовавшейся в статье [3], с помощью 

фиксирования краевых условий:     2/1=πy=πy  . 

В целях данной статьи были исследованы решения краевой задачи (1)-(2), в результате 

чего была получена зависимость числа различных решений y  от параметра ε , 

приведенная в таблице 1. 

Таблица 1. Зависимость числа приближенных решений y  от параметра ε , 

где 0,114391 ε , 0,249372 ε , 0,249433 ε . 

Число различных 

решений y  0 3 2 5 4 7 6 

ε   10, ε   1ε   21 ε,ε   2ε   32 ε,ε   3ε   4/13 ,ε  

Приведем графики найденных приближенных аналитических решений краевой задачи 

(1)-(2) при выбранных значениях ε : 0,249430,249370,11439 321  ε,ε,ε  методами 

нахождения решения в виде ряда с коэффициентами до 4-го порядка, стрельбы (см. [6, c.180]) 

с использованием метода Нюрстрёма 5-го порядка [7, с.278] и квазилинеаризации (см. 

[5, с.260]) с шагом h = 0,001 и точностью toch = 0,01. 

1. При 0,114391 ε=ε  получаем 3 решения (см. таблицу 1): 

         ,0,5027cos0,0044sin30,0027cos30,0001sin11,2 xx±x+xεx,y    (3) 

     .0,5027cos30,0027cos13 xxεx,y   (4) 

Замечание. Знаки «+/–» для решений (3) для 1y  выбираются верхние, для 2y  – 

нижние. Для других подобных случаев знаки выбираются тем же образом. 



Визуализация приближенных решений выбранными методами при заданном 

0,114391 ε  имеет вид, указанный на рисунке 1. 

 

Рис. 1. Визуализация приближенных решений задачи (1)-(2) при выбранном 

0,114391 ε  методом нахождения решения в виде ряда (решения (3)-(4)); методами 

стрельбы и квазилинеаризации с шагом h = 0,001 и точностью toch = 0,01. 

2. При 0,249372 ε=ε  получаем 5 решений: 

         ,10,3789cos0,1947sin39,8789cos30,5566sin21,2 xx±x+xεx,y    (5) 

         ,0,1296cos10,3799sin30,3704cos39,8876sin23,4 xx±xx±εx,y   (6) 

     .10,3807cos39,8945cos25 xxεx,y   (7) 

Визуализация приближенных решений выбранными методами при заданном 

0,249372 ε  имеет вид, указанный на рисунке 2. 

3. При 0,249433 ε=ε  получаем 7 решений: 

         ,10,765cos1,635sin310,265cos34,9862sin31,2 xx±x+xεx,y    (8) 

         ,0,1207cos10,8877sin30,3793cos311,4056sin33,4 xx±xx±εx,y   (9) 

         ,10,8856cos0,2464sin311,3856cos30,7742sin35,6 x+x±xxεx,y    (10) 

     .311,4119cos10,8884cos37 xxεx,y   (11) 

 

Визуализация приближенных решений выбранными методами при заданном 

0,249433 ε  имеет вид, указанный на рисунке 3. 



 

Рис. 2. Визуализация приближенных решений задачи (1)-(2) при выбранном 

0,249372 ε  методом нахождения решения в виде ряда (решения (5)-(7)); 

методами стрельбы и квазилинеаризации с шагом h = 0,001 и точностью toch = 0,01. 

 

Рис. 3. Визуализация приближенных решений задачи (1)-(2) при выбранном 

0,249433 ε  методом нахождения решения в виде ряда (решения (8)-(11)); 

методами стрельбы и квазилинеаризации с шагом h = 0,001 и точностью toch = 0,01. 



В целях данной статьи были исследованы графики полученных приближенных 

решений, и было установлено, что при ε , близких к 1 , приближенное аналитическое 

решение методом разложения в ряд (при коэффициентах до 4-го порядка) будет близко к 

численным решениям, полученным методами стрельбы и квазилинеаризации. При ε , 

приближающихся к 2ε  и более, видно, что выбранного числа членов ряда явно недостаточно 

для корректного приближения аналитического решения. Это также видно на рисунках 1-3 

при выбранных 321 ε,ε,ε . 
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