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Представлены результаты теоретического анализа влияния электроосмотического потока на элек-
тромиграционный и конвективный перенос конкурирующих ионов, разделяемых электробаромем-
бранным методом. Разделяемые ионы одного знака заряда движутся в электрическом поле через по-
ры трековой мембраны к соответствующему электроду, при этом за счет перепада давления на мем-
бране создается соразмерный встречный конвективный поток. Упрощенная модель, основанная на
уравнении конвективной электродиффузии и Хагена–Пуазейля, позволяет анализировать экспе-
риментальные данные, используя только эффективные числа переноса ионов в мембране в качестве
подгоночных параметров. С использованием 2D математической модели, описываемой системой
уравнений Нернста–Планка, Навье–Стокса и Пуассона показано, что электроосмотический поток
может быть причиной превышения эффективных чисел переноса конкурирующих ионов над их
значениями в растворе, даже если эти ионы являются коионами для мембраны.
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ВВЕДЕНИЕ
Мембраны для нанофильтрации (НФ) приме-

няются во многих областях науки и промышлен-
ности как в баромембранных, так и в электромем-
бранных процессах [1–5]. Высокий интерес к
ним обусловлен возможностью разделения одно-
и многовалентных ионов, чего невозможно до-
стичь в баромембранных процессах с использова-
нием других мембран, имеющих меньший (об-
ратноосмотические, ОО, мембраны) или боль-
ший размер пор (мембраны для ультра-, УФ, и
микрофильтрации, МФ). НФ мембраны приме-
няют для отделения амфолитов [6, 7], извлече-
ния нутриентов [8, 9], селективного разделения
катионов [10, 11] и анионов [12, 13]. НФ мембра-
ны с узкими порами (0.7–1 нм) позволяют до-
стичь одновременно высоких потоков ионов и
высокой селективности разделения [3, 5]. НФ

мембраны с широкими порами, а также УФ мем-
браны с узкими порами используют для предот-
вращения отравления ионообменных мембран
(ИОМ) крупными органическими молекулами
[14, 15].

Особую область применения НФ и УФ мем-
браны нашли в технологии гибридного электро-
баромембранного (ЭБМ) разделения, когда для
извлечения ионов из водных растворов применя-
ются одновременно две движущие силы: электри-
ческое поле и поле давления [16–18]. Это позво-
ляет высокоселективно разделять ионы одного
знака заряда. Для разделения используются тре-
ковые мембраны с диаметром пор 35 ± 3 нм [19, 20]
или с диаметром пор 400 нм [21], которые можно
классифицировать как УФ (диаметр пор 10–100 нм)
и микрофильтрационные, МФ, мембраны (диа-
метр пор >100 нм) [22] соответственно. Мембра-
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на должна быть проницаема для всех разделяе-
мых ионов и не создавать для них стерических
затруднений. Разделяемые ионы движутся во
внешнем электрическом поле через поры мем-
браны к соответствующим электродам. При
этом встречный конвективный поток, создавае-
мый перепадом давления на мембране, снижает
скорость обоих конкурирующих ионов. Можно по-
добрать такое давление, при котором поток наиме-
нее подвижного иона, например, иона Li+, будет
нулевым или отрицательным. Тогда из исходного
раствора в принимающий будет переходить только
более подвижный ион, например, ион K+ (рис. 1а).
Однако, когда конвективный поток достаточно ве-
лик, поток этого иона можно снизить до нуля; тогда
из смешанного перерабатываемого раствора будет
извлекаться самый медленный ион (рис. 1б).

Метод успешно применялся для выделения из
водных растворов ценных компонентов, таких

как ионы Li+ в присутствии других однозарядных
ионов (Na+ или K+) [16, 19, 21] или даже многоза-
рядных (Co2+ и Ni2+) [23], а также для извлечения
частиц слабых электролитов [20, 24], например,

ионов  из растворов, содержащих также
ионы Cl–.

В недавних работах было показано, что коэф-
фициент селективной проницаемости ионов Li+

при его отделении от K+ может варьироваться от
59 [19] до 150 [21, 25]. При разделении ионов Li+ и
Na+ коэффициент селективной проницаемости
может достигать 30 [21]. В оптимальных условиях
поток лития через мембрану составляет около
0.5 моль/(м2 ч) [26]. Анализ результатов показал,
что с помощью ЭБМ метода с использованием
трековых мембран можно добиваться высокой
селективной проницаемости и потоков предпо-
чтительно переносимых ионов по сравнению с
другими мембранными методами [26].

−
2 4H PO

Рис. 1. Схематическое изображение разделения ионов ЭБМ методом. Миграция, конвекция и результирующие ско-
рости показаны черной, синей и красной стрелками соответственно. (а) электромиграция преобладает над конвекци-
ей, K+ извлекается из исходного раствора; (б) конвекция преобладает над электромиграцией, из исходного раствора
извлекается Li+.
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Для математического описания механизма
ЭБМ разделения и вкладов электромиграции,
конвекции и диффузии верифицированы модели
на основе системы уравнений Нернста–Планка
[27–29], а также упрощенная модель на основе
уравнений электродиффузии, материального ба-
ланса и уравнения Хагена–Пуазейля [19, 20]. В
литературе для моделирования переноса через
НФ мембраны также используются уравнения
Кедем–Качальского [30], что позволяет оценивать
гидродинамическую [31] и электроосмотиче-
скую проницаемость, удельную электропровод-
ность [32] и др. Модель Шпиглера–Кедем–Ка-
чальского позволяет описать процессы выделе-
ния тяжелых металлов из растворов [33, 34],
извлечения воды из солевых растворов [35], выде-
ления аминокислот [36], красителей [37] и проче-
го [38, 39] с использованием НФ мембран.

Особенностью строения трековых мембран яв-
ляется наличие рыхлого слоя толщиной несколько
нанометров, который окружает пору в мембране.
Этот слой может возникать по двум основным при-
чинам. Трековые мембраны получают путем трав-
ления облученного ионами полимера в щелочном
растворе. Щелочной гидролиз происходит в слое
ненулевой толщины [40]. В случае мембран с малы-
ми порами, радиус которых меньше “гало” трека,
образованного высокоэнергетичными электро-
нами, к гидролитической составляющей меха-
низма образования этого слоя добавляется радио-
литическая составляющая. Часть макромолекул
рвется в результате процессов возбуждения и
ионизации, вызываемых вторичными электрона-
ми. Учитывая размеры оболочки (“гало”) трека
[41], естественно ожидать, что радиолитическая
составляющая играет роль при радиусах пор ме-
нее 50 нм. Как при гидролитической, так и при
радиолитической деструкции ПЭТФ образуются
концевые –OH и –COOH группы. Последние
легко диссоциируют в присутствии воды при
рН > 4; –OH-группа диссоциирует только при
очень высоких рН. Рыхлый слой обладает катионо-
обменными свойствами, он набухает и его можно
рассматривать как катионопроводящий гель. По-
видимому, впервые наличие рыхлого слоя было по-
стулировано в работах Березкина и соавт. [42, 43]
для объяснения различия в величинах плотности
заряда поверхности пор, полученных методами
измерения потенциала течения и электронного
спинового резонанса. Позже наличие такого слоя
предполагалось в работах Déjardin et al. [44], Апе-
ля и соавт. [45] и в других работах для количествен-
ной интерпретации величины потенциала течения.
В недавней работе Нички и соавт. [46] влияние это-
го слоя на электропроводность и диффузионную
проницаемость трековой мембраны описано с по-
мощью микрогетерогенной модели. Что касается

подтверждения существования этого слоя пря-
мыми методами, Spohr [45] пишет, что после
травления мембраны внутренняя поверхность
пор имеет шероховатости, визуализируемые про-
свечивающей электронной микроскопией. По
мнению автора [45], эти шероховатости обуслов-
лены наличием рыхлого слоя.

Целью данной работы является расширение
знаний о механизме разделения конкурирующих
ионов ЭБМ методом с использованием НФ мем-
бран. В работе представлены результаты математи-
ческого моделирования переноса ионов и течения
жидкости в порах мембраны, рыхлом ионообмен-
ном слое и в диффузионных слоях, которые опи-
сываются системой уравнений Нернста–Планка,
Навье–Стокса и Пуассона.

ТЕОРИЯ

Поры на поверхности трековой мембраны рас-
пределены неравномерно, что в значительной сте-
пени затрудняет математическое описание про-
цессов, протекающих в такой системе (рис. 2а). С
целью упрощения исследуемого объекта при по-
строении геометрии модели использовались сле-
дующие приближения: во-первых, предполагает-
ся равномерное, ромбовидное, распределение
пор на поверхности мембраны (рис. 2б); во-вто-
рых, предполагается, что участок поверхности
мембраны вокруг поры может быть представлен
как окружность, в центре которой располагается
устье поры. Рассмотрим элементарную ячейку
системы, состоящую из единичной поры, пред-
ставленной в виде цилиндра радиусом r1 и толщи-
ной L, с двумя прилегающими к ней диффузионны-
ми слоями раствора, также представленные в виде
цилиндров радиусом r2 и толщиной δ (рис. 2в). Ве-
личина r2 зависит от пористости мембраны γ:

 Предполагая, что рассматриваемая си-
стема обладает симметрией относительно цен-
тральной оси, общей для всех трех цилиндров, пе-
рейдем к двумерному представлению геометрии
(рис. 2г). На поверхности мембраны и стенок пор
имеется рыхлый ионообменный слой толщиной lg.

Перенос ионов, распределение потенциала и
течение жидкости в порах мембраны, рыхлом
слое и в диффузионных слоях описывается систе-
мой стационарных уравнений Нернста–Планка c
конвективным членом (уравнение (1)) и матери-
ального баланса (уравнение (2)), Навье–Стокса
(уравнение (3)) и Пуассона (уравнение (4)). Мате-
риал мембраны, включая рыхлый слой, предпо-
лагается гидродинамически непроницаемым, по-
этому в нем скорость течения жидкости прини-
мается равной нулю.

= γ2
2 1 .r r
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(1)

(2)

(3)

(4)

где  Dk, ck, zk – плотность потока, коэффициент
диффузии, концентрация и заряд k-го иона (k =
= K+, Li+, Cl–) соответственно, F – постоянная
Фарадея, R – универсальная газовая постоянная,
T – температура,  – напряженность электриче-
ского поля,  – скорость течения жидкости,  –
диэлектрическая проницаемость вакуума,  – от-
носительная диэлектрическая проницаемость
среды,  – объемная плотность заряда,  – кине-
матическая вязкость жидкости.

Граничные условия:

На границе рыхлый слой/раствор задается
условие непрерывности потоков ионов и ско-
рость течения жидкости, обусловленная электро-
осмосом первого рода и рассчитываемая по уравне-
нию Гельмгольца–Смолуховского (уравнение (5)):

( )= − ∇ − + v
 ,k k k k k k

Fj D c z c E c
RT
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c j
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∇ = ρ εεv


0 ,E


,kj


E

v
 ε0

ε

ρv ν

(5)

где  – скорость электроосмотического течения
на поверхности поры мембраны,  – дзета-потен-
циал у поверхности поры,  – динамическая вяз-
кость жидкости.

На границе гидрофобного материала мембраны
и рыхлого слоя (при  и )
выполняется условие непроницаемости для ионов
и тока, то есть потоки ионов и градиент потенциала,
нормальные к этой границе, равны нулю.

На нижней и верхней границах рассматривае-
мой системы (при r = 0 и при r = r2) выполняется
условие непроницаемости как для ионов и тока,
так и для жидкости.

В объеме раствора (при z = –δ и z = L + δ) зада-
ются постоянные значения концентраций ионов,

 потенциала, ϕ, и давления, p (рис. 2). В рыхлом
слое задается постоянная концентрация фикси-
рованных ионогенных групп (Qg).

Задача решается при условии, что средняя ско-
рость течения жидкости в поре равна нулю (гид-
равлически непроницаемые камеры слева и спра-
ва от мембраны).

[ ] [ ]∈ ∈
= =

ζεε= = =
μ1 1
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z L z Lr z
r r r r

E
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Рис. 2. Схематическое представление перехода от хаотичного расположения пор на поверхности реальной мембраны (а) к
модельному ромбовидному расположению, симметричному трех (в) и двухмерному (г) модельному представлению.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ
Результаты, полученные при разделении кати-

онов Li+ и K+ с помощью трековой мембраны
TEM#811 со средним диаметром пор 35 ± 3 нм
[19], показывают, что потоки конкурирующих
ионов хорошо описываются уравнением конвек-
тивной электродиффузии, учитывающим вклад
электромиграции, диффузии и конвекции (обо-
значаются индексами migr, dif и conv, соответ-
ственно):

(6)

где i – плотность тока (А/м2),  ck и zk – эффектив-
ное число переноса (безразмерное), концентрация
(в моль/м3 перерабатываемого раствора) и зарядо-
вое число k-го иона (k = K+, Li+, Cl–), vconv – средняя
скорость конвекции (м/с),  – пористость по-
верхности.

Первое слагаемое в уравнении (6) описывает
совместный вклад электромиграции и диффузии.
Это учитывается в значении эффективного числа
переноса,  через мембрану, которое обозначает
долю электрического заряда, переносимого ионом
k под действием электрического тока и диффузии.

Второе слагаемое в уравнении (6) описывает
вклад конвекции. Ее вклад не зависит от задавае-
мого тока, а определяется только концентрацией
электролита в порах мембраны, пористостью
мембраны и скоростью потока раствора электро-
лита через мембрану. Скорость потока под давле-
нием через пору диаметром d описывается урав-
нением Хагена–Пуазейля

(7)

где ∆Р – перепад давления в камерах, располо-
женных по обе стороны от трековой мембраны, L –
длина поры, η – вязкость воды.

Было установлено [19], что потоки ионов K+ и
Li+, рассчитанные по уравнению (6) удовлетвори-
тельно соответствуют их экспериментальным
значениям, если значения  взяты равными 0.65,
0.10 и 0.25 для ионов K+, Li+ и Cl− соответственно.
Числа переноса катионов превосходят соответ-
ствующие значения, рассчитанные для питающе-
го раствора в соответствии с уравнением:

(8)

где tk – число переноса иона k в растворе.
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Для смешанного раствора 0.13 М KCl и 0.07 М
LiCl, используемого как питающий раствор, зна-
чения чисел переноса ионов K+, Li+ и Сl− получе-
ны равными соответственно 0.43, 0.07 и 0.50. Уве-
личение чисел переноса катионов в порах мем-
браны, диаметр которых относительно велик
(35 ± 3 нм) по сравнению с толщиной двойного
электрического слоя, ранее объяснялось наличи-
ем катионообменного рыхлого слоя толщиной
около 5 нм внутри протравленных треков пори-
стой мембраны [19, 46].

Однако недавние результаты применения
электробаромембранного метода для разделения

анионов Cl– и  (состав питающего раствора
0.05 М NaCl и 0.05 М NaH2PO4) [20], когда ис-
пользовался тот же образец трековой мембраны
ТЕМ#811 с гидроксильными и карбоксильными
группами в качестве функциональных [47], пока-
зали ту же тенденцию при сравнении теоретиче-
ских и экспериментальных потоков. При подгон-

ке зависимостей потоков Cl– и  от перепада
давления при постоянной плотности тока полу-
чены следующие числа переноса:  = 0.55 и

 = 0.39. В случае, когда обрабатывались экс-
периментальные зависимости потоков Cl– и

 от задаваемого тока при постоянном пере-
паде давления (∆Р = 0.3 бар), соответствующие
числа переноса оказались равны 0.32 и 0.18. Зна-
чения чисел переноса конкурирующих ионов,
усредненные по результатам этих двух экспери-
ментов (  = 0.43 и  = 0.28), также, как и в
случае разделения ионов K+ и Li+, существенно
превышают числа переноса этих ионов в свобод-
ном растворе:  = 0.36 и  = 0.16. Таким об-
разом, сумма эффективных чисел переноса кон-
курирующих ионов превышает их значения в рас-
творе, даже если эти ионы являются коионами
для мембраны. Этот результат является достаточно
неожиданным, особенно если принять во внимание
наличие катионообменного рыхлого слоя, прилега-
ющего к стенкам пор мембраны ТЕМ#811: отрица-
тельно заряженные стенки пор должны исключать
анионы, а рыхлый слой обеспечивает дополнитель-
ный электромиграционный перенос катионов.

Применение модели, описываемой системой
уравнений Нернста–Планка, Навье-Стокса и
Пуассона, уравнения (1)–(4), позволяет оценить
влияние заряженных стенок пор, катионообмен-
ного рыхлого слоя и электроосмотического сколь-
жения раствора на потоки разделяемых ионов.

−
2 4H PO

−
2 4H PO

 –Clt

−
2 4H POt

−
2 4H PO

 –Clt −
2 4H POt

–Clt −
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Рис. 3. Моделирование линий электрического тока и линий тока жидкости (белые линии) на участке цилиндрической
поры трековой мембраны TEM#811, расположенном вблизи устья. Белые стрелки показывают направление конвек-
тивного течения жидкости; черные стрелки показывают направление потока катионов в катионообменном рыхлом
слое (этот слой показан серым фоном).

26 нм

ан
од

 (+
)

ка
то

д 
(–

)

–7 нм 0 

Гидрофобный материал мембраны 

36 нм

20

15

10

5

0

v, 10–9 м/c

Таблица 1. Входные параметры системы с трековой мембраной

, м2/c , м2/c , м2/c r1, нм lg, нм L, мкм δ, мкм ζ, мВ γ Qg, M , M , M Δϕ, мкВ

1.04 × 10–9 1.98 × 10–9 2.03 × 10–9 18 5 1 0.1 –10 0.063 0.45 0.065 0.144 3

+LiD +KD −ClD =+ +
1 2
Li Liс с =+ +

1 2
K Kс с

При наложении электрического поля в порах тре-
ковой мембраны TEM#811 возникает электроос-
мотическое течение: катионы увлекают жидкость
вдоль отрицательно заряженных стенок пор в на-
правлении от анода к катоду. На рис. 3 показано
распределение скоростей катионов в поре и в
рыхлом катионообменном слое в условиях, когда
приложено внешнее электрическое поле, а сред-
няя скорость жидкости в перпендикулярном сре-
зе поры равна нулю. Численное решение уравне-
ний (1)–(4) с условием электроосмотического
скольжения (5) и описанными граничными усло-
виями получено с использованием программного
обеспечения Comsol Multiphysics 5.5. Расчет сде-

лан для входных параметров, представленных в
табл. 1.

Для поддержания нулевого среднего конвек-
тивного потока жидкости в поре электроосмоти-
ческий поток создает избыточное давление в ка-
тодной камере. Эта индуцированная разность
давлений вызывает обратное течение в противо-
положном направлении (от катода к аноду) в цен-
тральной части поры (рис. 3).

Таким образом, электроосмотический поток
должен усиливать электромиграционный пере-
нос как катионов, так и анионов. Катионы накап-
ливаются в основном вблизи стенок пор, где ско-
рость конвекции, контролируемая электроосмо-
сом, сонаправлена с их электромиграционным
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переносом. Напротив, анионы концентрируются
в основном в центре поры (рис. 4). Однако в этой
части поры скорость направлена от катода к ано-
ду, поэтому и для этих ионов оказывается, что
вектор скорости конвекции сонаправлен с векто-
ром скорости электромиграции.

Если к трековой мембране прикладывают од-
новременно электрическое поле и перепад давле-
ния, эффект усиления электромиграции за счет
электроосмоса сохраняется для катионов и анио-
нов. Характер распределения конвективной ско-
рости (форма профиля скорости вынужденной
конвекции) не зависит от электроосмотического
скольжения. Последнее лишь изменяет скорость
течения жидкости у стенки поры. По отношению
к скорости вынужденной конвекции этот сдвиг
может быть отрицательным, когда катионы дви-
жутся в сторону, противоположную направлению
их движения под действием конвекции (рис. 5а),
или положительным, когда анионы движутся
против вынужденной конвекции (рис. 5б). Ре-
зультирующее течение представляет собой супер-
позицию электроосмотического течения и пуа-
зейлевского течения, которое имело бы место в
отсутствие электроосмоса. Вблизи поверхности
скорость течения будет главным образом опреде-
ляться электроосмосом, тогда как в центре – пе-
репадом давления. При условии, что средняя ско-
рость конвективного течения в поре одинакова
при отсутствии и наличии электроосмоса, ско-

рость в центре поры при наличии электроосмоса
может быть больше или меньше (по абсолютной
величине) скорости при отсутствии электроосмо-
са, см. рис. 5а и 5б соответственно. В первом слу-
чае (рис. 5а), когда происходит разделение катио-
нов, электроосмос увеличивает суммарный поток
катионов от анода к катоду, так как катионы в ос-
новном концентрируются у стенок пор. Электро-
осмос усиливает поток электромиграции. Точно
так же при разделении анионов (рис. 5б) электро-
осмос усиливает их суммарный поток.

Следует заметить, что суперпозиция течений,
вызванных одновременным наличием градиентов
давления и электрического потенциала, может на-
блюдаться и при диффузии ионов через заряженную
мембрану, которая разделяет резервуары с различ-
ной концентрацией соли. В этом случае градиент
давления обусловлен осмотическим перепадом дав-
лений, а градиент потенциала – различными коэф-
фициентами диффузии ионов в условиях отсутствия
тока [48]. Осмотический поток пуазейлевского типа
взаимодействует с электроосмотическим пото-
ком, вызывая изменения профиля скорости, ана-
логичные представленным на рис. 5б.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
С использованием численного расчета и тео-

ретического анализа уравнений Нернста–Планка
c конвективным членом, Навье–Стокса и Пуас-

Рис. 4. Распределение концентраций катионов и анионов в поперечном сечении поры при z = L/2. Расчет с использо-
ванием уравнений (1)–(4).
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сона, а также Гельмгольца–Смолуховского пока-
зано, что электроосмотический поток может
увлекать разделяемые ионы в порах трековой
мембраны и, таким образом, повышать кажущу-
юся скорость их миграции. Этот эффект приво-
дит к увеличению эффективных чисел переноса
конкурирующих ионов в порах мембраны, ис-
пользующихся в упрощенной модели, основан-

ной на уравнениях конвективной электродиффу-
зии и уравнении Хагена–Пуазейля [19, 20]. При
этом снижается перенос ионов, имеющих заряд,
противоположный по знаку заряду разделяемых
ионов, что увеличивает эффективность процесса
разделения.

Рис. 5. Схематическое изображение распределения конвективной скорости в случаях разделения катионов (а) и ани-
онов (б), построенное на основе анализа уравнений (1)–(4). Штриховая и сплошная кривые – профили скорости в от-

сутствие и в присутствии электроосмоса, соответственно.  обозначает скорость конвекции в отсутствие электро-

осмоса,  – результирующая скорость конвекции в условиях имеющегося электроосмотического переноса, 

пунктирная секущая, отмеченная значком  показывает среднюю скорость в поре, одинаковую для случаев отсут-
ствия и наличия электроосмоса. В обоих случаях эффект электроосмоса изменяет скорость конвекции таким образом,
что увеличивает вклад электромиграции конкурирующих ионов.
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Evaluation of the Effect of Electroosmosis on the Efficiency
of Electrobaromembrane Separation Using Track-Etched Membranes
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The results of a theoretical analysis of the influence of the electroosmotic f low on the electromigration and
convective transport of competing ions separated by the electrobaromembrane method are presented. Sepa-
rated ions of the same charge sign move in an electric field through the pores of a track-etched membrane to
the corresponding electrode, while due to the pressure drop across the membrane, a commensurate counter
convective f low is created. A simplified model based on the equation of convective electrodiffusion and Ha-
gen–Poiseuille equation allows the analysis of experimental data applying only the ion effective transport
numbers in the membrane pores as fitting parameters. Using a mathematical model described by the system
of equations of Nernst–Planck, Navier–Stokes and Poisson, it is shown that the electroosmotic f low can
cause the effective transport numbers of competing ions to exceed their values in solution, even if these ions
are coions for the membrane.

Keywords: electrobaromembrane method, highly selective separation, ion separation, electroosmosis, nano-
filtration membrane, track-etched membrane


