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Введение 
Рассматривается скалярная задача дифракции монохроматической 

(плоской) волны на ограниченном плоском экране. Формулируется задача 
для уравнения Гельмгольца с двумя условиями сопряжения. В первом посту-
лируется непрерывность полного поля при переходе через внутренние точки 
экрана. Второе условие выражает разрыв нормальной производной поля че-
рез значения самого поля на экране, а также некоторой функции точки экра-
на, нелинейно зависящей от поля. Условия сопряжения подобного типа воз-
никают, например, при исследовании векторных задач дифракции электро-
магнитного поля на диэлектрике, покрытом слоем графена [1, 2]. В скаляр-
ных задачах акустики и гидродинамики такие условия обычно определяют 
соотношение между скачком давления в материале и перемещением газа 
(жидкости) и возникают в случае, когда граница раздела сред покрыта (бес-
конечно) тонким слоем некоторого материала [3–5]. 

Исходная краевая задача сводится (в предположении достаточной глад-
кости искомого решения) к нелинейному интегральному уравнению по по-
верхности экрана. Для приближенного решения такого уравнения предлага-
ется использовать метод коллокаций с выбором кусочно-постоянных финит-
ных базисных функций, который приводит к системе нелинейных алгебраи-
ческих уравнений (СНАУ) для отыскания неизвестных коэффициентов, опре-
деляющих приближенное решение задачи. 

В работе описана явная итерационная процедура для решения СНАУ. 
Проведено численное тестирование программной реализации алгоритма, 
установлена внутренняя сходимость численного метода; в графической фор-
ме представлены результаты решения нескольких задач дифракции. 

1. Постановка задачи дифракции 

Пусть 1 2{( , ,0) : }i i ix x a x bΩ = < <  – плоский бесконечно тонкий экран, 

расположенный в трехмерном однородном пространстве 3 . Пространство 
заполнено средой, характеризующейся заданным волновым числом 0k  
( 0Re 0,k >  0Im 0k ≥ ). Во внутренних точках экрана задана функция 

 2
1 2( ) | ( ) |x u xσ = σ + σ ,  (1) 

где ( )u x  – комплексная амплитуда полного поля; 1 2,σ σ  – заданные ком-
плексные параметры. 

Падающая плоская монохроматическая волна описывается функцией  

0 1 2 3( ) 3
0 ( ) = , .ik x x xu x e xα +β +γ ∈  

Будем искать решение следующей задачи сопряжения. Искомое полное 
поле ( )u x  удовлетворяет вне экрана уравнению Гельмгольца 

 2 3
0( ) ( ) ( ) = 0, \ ,u x k x u x xΔ + ∈ Ω   (2) 

условиям сопряжения 

 [ ] = 0,u Ω   (3) 
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и 

 = ,u u Ω
Ω

∂  σ ∂ n
  (4) 

а также условиям излучения Зоммерфельда для рассеянного поля 0:=su u u− , 

0 0
1 1( ) = ,  = , при Im = 0;s

s s
uu r O ik u o k

r r r
∂   +   ∂   

 

 02
1( ) = , при Im > 0; := .su r O k r x
r

  →∞ 
 

  (5) 

2. Нелинейное интегральное уравнение задачи дифракции 

Введем ограниченную область 1V  с гладкой границей, содержащей 
экран 1VΩ⊂ ∂ . Пусть (0)RB  – круг радиуса R  такой, что 1 2 ,V V⊂   

1 2 .V V∂ ∩∂ =∅  Введем ограниченную область 2 1= (0) \RV B V  с границей 

2 1= (0)RV S V∂ ∪∂  и область 3
3 2:= \ .V V  Далее используются обозначения 

: , : .r
u uu u

r
∂ ∂= =
∂ ∂nn

 

Пусть точка 1x V∈ , а 1 2( ), ( )u y u y+ −  – односторонние пределы на 1V∂  
значений ( )u y  из областей 1V  и 2V  соответственно. Применяя формулу 
Грина [5, 6]: 

( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) y
V V

u y G x y u y G x y dy u y G x y u y G x y ds
∂

Δ − Δ = −  n n  

с 
0| |

( , )
4 | |

ik x yeG x y
x y

−
=

π −
 в областях ( = 1,2)iV i  с внешними нормалями in ,  

и учитывая уравнение Гельмгольца (2), получим 

( ) ( )1 1
1 1

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )y
V V

u y G x y G x y u y ds u y G x y G x y u y dy+ +

∂

− = Δ − Δ = n n  

 ( )
1

2
0( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

V

u y G x y k G x y u y dV u x= Δ + = − ,  (6) 

( )2 2

1

( ) ( , ) ( , ) ( ) y
V B

u y G x y G x y u y ds− −

∂ ∪∂

− = n n  

 ( )
2

( ) ( , ) ( , ) ( ) 0.
V

u y G x y G x y u y dy= Δ − Δ =   (7) 

Здесь n  и ′n  – единичные нормальные векторы, направленные во 
внешности областей 1V  и 2V  соответственно. 
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Сложим (6) и (7), примем во внимание условия (4) и противоположную 
направленность нормалей на поверхности V∂  (  ′ = −n n  при 1y V∈∂ ): 

( )1 1
1

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) y
V

u x u y G x y G x y u y ds+ +

∂

− = − − n n  

( )1 1

1

( ) ( , ) ( , ) ( ) y
V

u y G x y G x y u y ds− −

∂

− − + n n  

( )2 2
( ) ( , ) ( , ) ( ) ,y

B

u y G x y G x y u y ds
∂

+ − n n  

1 11
1 1

( ) ( )( ) ( , ) ( , )( )( )y y y
V V

u x u u y G x y ds ds G x y u u y ds+ − + −

∂ ∂

= − − + − + n nn  

( )0 0,( ) ( , ) ( , ) ( ) y
B

u y G x y G x y u y ds′ ′
∂

− − − n n  

( ),( ) ( , ) ( , ) ( ) .s s y
B

u y G x y G x y u y ds′ ′
∂

− − n n  

Рассмотрим каждый из четырех интегралов подробнее. В силу первого 
условия сопряжения на экране первый из интегралов равен нулю. Преобразу-
ем второй интеграл с учетом (4): 

 
11 1

1

( , )( )( ) ( , )[ ]( ) ( , ) ( ) ( )y y y
V

G x y u u y ds G x y u y ds G x y y u y ds+ −

∂ Ω Ω

− = = σ  nn n . 

К третьему интегралу снова применим формулу Грина и учтем, что па-
дающая волна удовлетворяет уравнению Гельмгольца 2

0 0( ) ( ) 0k u yΔ + = : 

( )0 0,( ) ( , ) ( , ) ( ) y
B

u y G x y G x y u y ds
∂

− = n n  

( )0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).
B

u y G x y u y G x y dy u x= Δ − Δ = −   

Выполним оценку четвертого интеграла. Для любого фиксированного 
x Q∈  и | |y →+∞  имеем 

1 1( , ) (| | ) ( ),G x y O x y O R− −= − =  2 2( , ) (| | ) ( ),G x y O x y O R− −= − =n  

откуда с учетом (5) выводим, что  

( ),( ) ( , ) ( , ) ( ) 0s s y
B

u y G x y G x y u y ds
∂

− → n n  при R →+∞ . 

Таким образом, получаем интегральное представление в произвольной 
точке области 1V , а следовательно, и для любого 3 \x∈ Ω : 
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3
0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),    \ .yu x G x y u y y ds u x x

Ω

= σ + ∈ Ω   

Из условия непрерывности поля во внутренних точках экрана и пред-
ставления проводимости на экране получим нелинейное интегральное урав-
нение 

 2
1 2 0( ) ( , ) ( ) ( , ) | ( ) | ( ) ( ),    .y yu x G x y u y ds G x y u y u y ds u x x
Ω Ω

−σ −σ = ∈Ω    (8) 

3. Численный метод решения нелинейного интегрального уравнения 
Опишем метод коллокаций [7, 8] для решения уравнения (8). 
На экране 1 1 2 2[ ; ] [ ; ]a b a bΩ = ×  введем равномерную сетку и конечные 

элементы, определенные через число разбиений n∈ : 

, kk i k k kax i h= + , ,k k
k

b ah
n
−

=  1,2,   0,..., ;kk i n= =  

1 1 2 21 2 1, 1, 1 2, 2, 1 1 2, [ ; [ ; ),    0, 1.: ) ,i i i i ii i x x x x i i n+ +Ω = Ω = × = −  

Здесь i  – номера конечных элементов при их одноиндексной нумера-
ции. В качестве базисных функций будем использовать индикаторы мно-
жеств :iΩ  

1,  ,
( )

0,  \ ,
i

i
i

x
x

x
∈Ωχ =  ∈Ω Ω

 

а в качестве узлов коллокации – центры iξ  областей iΩ .  
Приближенные решения ( )nu x  интегрального уравнения запишем  

в виде  

0
( ) ( )

N
j

n j
j

u x c x
=

= χ  ( 2N n= ). 

Неизвестные коэффициенты jc  можно найти из системы нелинейных 
уравнений (всюду ниже для краткости знак суммирования по повторяющему-
ся индексу будет опускаться): 

2
1 2 0( ) ( , ) ( , ) ( ),    0, .

j j

j j j j
j i i y i y ic c G y ds c c G y ds u i N

Ω Ω

χ ξ − σ ξ − σ ξ = ξ =   (9) 

Введя обозначение ( , )
j

i ijG y G
Ω

ξ = , получим краткий вид системы (9): 

 
2

1 2 0( ) ( ),    0, .i j j j
ij ic c c c G u i N− σ + σ = ξ =   (10) 
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Для приближенного решения СНАУ (10) рассмотрим явную 
итерационную процедуру: компоненты 1

i
mc +  вектора неизвестных 1mc +


 (это 

m -е приближение вектора коэффициентов c


) будем вычислять по формуле  

 
2

1 1 2 0( ) ( ),    0, .i j j j
m m m m ij ic c c c G u i N+ = σ + σ + ξ =   (11) 

В качестве начального приближения 0c


в итерационной процедуре  
выберем решение системы (10) при 2 0σ = , отвечающее линейному инте-
гральному уравнению (и случаю постоянной проводимости на экране). 

4. Результаты численного решения задачи дифракции 
В первом вычислительном эксперименте исследована внутренняя схо-

димость метода коллокаций при следующих предположениях: 

0 3 1(0,6 0,8 )2
0 1 2 0[0;1] , 1, 0,5 0,3 , 0,1 0,1 , ( ) .ik x xk i i u x e −Ω = = σ = + σ = + =  

На рис. 1 представлены графики модуля приближенных решений 
| ( ) |nu x  для нескольких значений числа разбиения сетки n . Для решения 
СНАУ в этом тесте использовалась явная итерационная процедура cо следу-
ющим условием выхода: 10

1max | | 10i i
m m

i
c c −

+− < . 

 

  
а) n = 16 б) n = 24 

  
в) n = 32 г) n = 64 

Рис. 1. Графики | ( ) |nu x  при n = 16, 24, 32 и 64 
 
В табл. 1 приведены значения отклонения приближенных решений друг 

от друга по норме max | ( ) |
x

f f x∞ ∈Ω
= . 
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Таблица 1 
Значения 

1 2n nu u
∞

−  

1n  8 16 24 32 48 

2n  16 24 32 48 64 

1 2n nu u
∞

−  1,3 ∙ 10–2 5,8 ∙ 10–3 3,6 ∙ 10–3 3,1 ∙ 10–3 2,2 ∙ 10–3 

 
Исследована устойчивость решения нелинейного интегрального урав-

нения к возмущению его правой части. На рис. 2 показаны решения задачи  
с правыми частями вида 0 3 1 0 2(0,6 0,8 ) 10

0( ) ik x x i k xu x e e−= + α  для нескольких 
значений параметра α ; приведенные результаты иллюстрируют непрерыв-
ную зависимость решений от правой части. 

 

  
а) α = 0,005 б) α = 0,01 

  
в) α = 0,05 г) α = 0,1 

Рис. 2. Графики ,| ( ) |nu xα  при α = 0,005, 0,01, 0,05 и 0,1 
 
В третьем тесте (рис. 3) исследована зависимость решения интеграль-

ного уравнения от величины волнового числа. Форма экрана в этом тесте 
прежняя, а падающая плоская описывается функцией 0 1 2(0,8 0,6 )

0 ( ) ik x xu x e −= . 
В четвертом тесте (рис. 4) численно исследовано влияние нелинейности 

в условии сопряжении на экране на решения интегрального уравнения.  
Форма экрана в этом тесте прежняя, падающая плоская описывается функци-
ей 0 10 ( ) ik xu x e= , 0 10k = , а комплексная проводимость экрана задается парой 
коэффициентов 1 0,5,σ =  2 (0,1 0,1) nσ = + σ . Проведены расчеты при несколь-
ких значениях коэффициента nσ . 
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а) 0 0,1k =  б) 0 1k =  

  
в) 0 10k =  г) 0 15k =  

Рис. 3. Графики | ( ) |nu x  0k = 0,1, 1, 10 и 15 
 

  
а) 1nσ =  б) 5nσ =  

  
в) 10nσ =  г) 25nσ =  

Рис. 4. Графики | ( ) |nu x  при nσ =1, 5, 10 и 25 

Заключение 
В работе численно исследована скалярная задача дифракции монохро-

матической волны на плоском экране с нелинейными условиями сопряжения 
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третьего рода. Краевая задача, сформулированная в неограниченном трех-
мерном пространстве, сведена к нелинейному интегральному уравнению по 
поверхности экрана; для численного решения интегрального уравнения при-
менен метод коллокаций. Программно реализованы две итерационные про-
цедуры для приближенного решения задачи. Проведены вычислительные 
эксперименты, подтвердившие внутреннюю сходимость предложенного чис-
ленного метода, его устойчивость к входным данным задачи, а также эффек-
тивность для решения задач дифракции в достаточно широком диапазоне ча-
стот и при значительной нелинейности на экране. 
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