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Введение

Прогнозирование периода стойкости шли-
фовального круга по косвенному акустическому 
критерию закономерно вызывает необходимость 
в исследовании его динамических свойств. Раз-
работка модели звукового давления, генерируе-
мого процессом шлифования, требует принять 
значения модулей упругости шлифовального 
круга для корректного расчета мод и частот соб-
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А Н Н О ТА Ц И Я

Введение. В рамках решения глобальной задачи по разработке математической модели зву-
кового давления, генерируемого процессом шлифования, возникла необходимость определения 
фактических значений интегральных показателей упругости шлифовальных кругов для исполь-
зования в качестве параметров модели. Это позволит расширить область применения модели  
и максимизировать полезный прикладной эффект от ее применения. В статье описывается под-
ход определения коэффициентов Пуассона и модулей Юнга для шлифовальных кругов разных 
характеристик. Параметры упругости инструмента выступают предметом исследования. Це-
лью работы является установление зависимости фактических значений интегральных упругих 
показателей от характеристики шлифовального круга с помощью модального анализа. Метод 
исследования состоит в комбинации экспериментального исследования спектров частот соб-
ственных колебаний и модального анализа, реализованного с помощью метода конечных эле-
ментов в специализированном программном обеспечении. Кроме того, используются элементы 
регрессионного анализа для получения эмпирических зависимостей интегральных упругих па-
раметров шлифовальных кругов от размера фракции абразивного зерна и твердости. Результаты  
и обсуждение. Основным полезным результатом работы является установление фактических 
значений коэффициентов Пуассона и модулей Юнга для шлифовальных кругов рассматрива-
емых характеристик. Выбор характеристик шлифовальных кругов позволил исследовать вли-
яние размера фракции абразивного зерна и твердости на его интегральные упругие свойства. 
Создание математической модели звукового давления, генерируемого процессом шлифования,  
и методики прогнозирования периода стойкости шлифовального круга на его основе позволит 
повысить эффективность операций шлифования за счет снижения доли подготовительно-заклю-
чительного времени и увеличения доли машинного времени, снижения расхода производствен-
ных ресурсов и более полного использования периода стойкости инструмента.
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ственных колебаний, являющихся источником 
акустического поля. По характеристикам такого 
поля становится возможным прогнозирование 
во времени множества выходных параметров 
процесса шлифования: сил резания, параметров 
качества обработки [1, 2] (шероховатости, от-
клонений формы заготовки, наличия прижогов и 
др.) и жесткости технологической системы. По-
следовательность проявления собственных мод 
колебаний шлифовального круга, неразрывно 
связанных с его упругими показателями, опре-
деляет характер акустического отклика системы 
при эксплуатации – то, каким образом она будет 
реагировать на внешнее возбуждение при шли-
фовании.

Эффективным методом определения дина-
мических характеристик механической систе-
мы выступает модальный анализ. В машино-
строении этот метод применяется для решения 
широкого круга задач – от проектирования и 
оптимизации конструкций машин, механизмов 
и деталей до диагностики и мониторинга состо-
яния оборудования. Возрастающая потребность 
в совершенствовании конструкций современ-
ных металлорежущих станков и инструментов 
с точки зрения виброустойчивости, повышения 
их надежности и жесткости привела к возник-
новению новых и эффективных применений 
модального анализа. В работах [3–8] проводит-
ся параметрическая оптимизация как конструк-
ции отдельных элементов станков (шпинделей, 
станин и др.), так и комплексной конструкции 
станков. Конструкции станков с числовым про-
граммным управлением, многоосевые высоко-
точные станки особенно часто оптимизируют-
ся посредством модального анализа. В работах 
[9–13] с помощью модального анализа проекти-
руют режущий инструмент, а также совершен-
ствуют существующие конструкции токарных 
резцов, сверл и фрез по критериям виброустой-
чивости и повышения динамического баланса 
при обработке. Определение собственных форм 
и частот колебаний конструкции систем, экс-
плуатация которых сопряжена с динамическими 
вибрационными нагрузками, вне зависимости от 
ее масштаба является необходимым расчетом на 
этапах проектирования, испытаний или модер-
низации. Если превалирующий режим работы 
системы приводит к возникновению вибраций 
на резонансной частоте, то в конструкцию вно-

сят изменения во избежание аварийных ситуа-
ций.

Сложность и многокомпонентность структу-
ры шлифовального круга в значительной степе-
ни осложняет задачу определения показателей 
его упругости, необходимых для расчета его 
собственных колебаний. Параметры упругости 
абразивного инструмента крайне слабо пред-
ставлены в технической литературе – они не си-
стематизированы, не установлены соответствия 
между ними и характеристикой шлифовальных 
кругов. Значения упругих свойств абразивных 
инструментов – коэффициента Пуассона и моду-
ля Юнга, не приводятся в справочниках, удается 
найти лишь отдельные данные, полученные экс-
периментально для шлифовальных кругов кон-
кретных характеристик.

При этом разнообразие существующих и 
вновь возникающих рецептур шлифовальных 
кругов чрезвычайно широко. В зависимости от 
характеристики шлифовального круга значи-
тельно варьируются пропорции его компонентов 
(абразивный материал, связка и поры), а также 
их свойства [14]. Точный расчет значений упру-
гих параметров шлифовального круга с учетом 
свойств каждого компонента и условий их взаи-
модействия друг с другом – задача исключитель-
но трудоемкая. Для ее упрощения предлагается 
использовать модальный анализ, чтобы оценить 
упругие свойства системы как целого, без дета-
лизации по компонентам.

Целью работы является установление зави-
симости фактических значений интегральных 
упругих показателей от характеристики шлифо-
вального круга с помощью модального анализа. 
Для достижения цели необходимо решить сле-
дующие задачи:

• провести экспериментальное исследование 
частот собственных колебаний шлифовальных 
кругов различных характеристик;

• выполнить расчет частот и мод собствен-
ных колебаний шлифовальных кругов для мно-
жества комбинаций значений их упругих и гео-
метрических параметров в специализированном 
программном обеспечении методом конечных 
элементов; 

• провести сравнение и добиться соответ-
ствия экспериментальных и расчетных значений 
частот собственных колебаний шлифовальных 
кругов;
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• установить фактические значения коэффи-
циента Пуассона и модуля Юнга для всех иссле-
дуемых шлифовальных кругов.

Методика исследований

В табл. 1 приведен перечень характеристик 
шлифовальных кругов, задействованных в 

Т а б л и ц а  1
T a b l e  1

Характеристики шлифовальных кругов по ГОСТ Р 52781–2007
Grinding wheels characteristics according to GOST R 52781–2007

№ ШК / 
GW No.

Размеры ШК D×H×d, мм /  
GW dimensions D×H×d, mm

Абразивный материал / 
Abrasive material

Зернистость / 
Grit

Твердость / 
Hardness

1

600×50×305
25А

F36

L
2 F46
3 F60
4 F80
5 F120
6

F60

N
7 P
8 500×63×305 S
9

600×50×305
14А

L10 64С
11 600×40×305 92А

исследовании интегральных упругих показа
телей.

Выбор шлифовальных кругов для исследо-
вания проводился таким образом, чтобы обе-
спечить возможность исследования влияния из-
менений зернистости, твердости и абразивного 
материала инструмента на его интегральные 
упругие свойства (рис. 1).

Рис.1. Исследуемые шлифовальные круги
Fig. 1. Grinding wheels under study

Влияние изменения зернистости на упругие 
свойства исследовалось на шлифовальных кру-
гах № 1, 2, 3, 4 и 5. Зернистость изменяется от 
F36 до F120 (от Н50 до Н10 по ГОСТ 2424–84), 
средний размер фракции зерна – от 0,5 до 0,11 
мм. Прочие характеристики неизменны.

Влияние изменения твердости на упругие 
свойства исследовалось на шлифовальных кру-
гах № 3, 6, 7 и 8. Твердость изменяется от L  
до S (от СМ2 до Т2 по ГОСТ 2424–84). Прочие 
рецептурные характеристики неизменны.

Для исследования влияния различных абразив-
ных материалов на упругие свойства шлифоваль-
ных кругов рассмотрены круги № 3, 9, 10 и 11:

• белый электрокорунд 25А с содержани-
ем a-Al2O3 99 %. Применяется при чистовом  
и профильном шлифовании закаленных сталей, 
заточке быстрорежущих инструментов;

• нормальный электрокорунд 14А с содержа-
нием a-Al2O3 93 %. Применяется при черновом 
шлифовании;
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• хромотитанистый электрокорунд 92А с со-
держанием a-Al2O3 60–75 %. Применяется при 
шлифовании закаленных сталей, обработке  
с большим съемом металла и обдирочном шли-
фовании;

• зеленый карбид кремния 64С с содержанием 
SiC 96–97 %. Применяется при окончательной 
заточке и доводке твердосплавного инструмента, 
хонинговании, суперфинишировании [14, 15].

Структура рассматриваемых шлифовальных 
кругов – средняя (номера структуры 5, 6, 7), 
связка – керамическая.

Экспериментальное исследование  
собственных колебаний шлифовальных  

кругов

Натурный эксперимент с регистрацией спек-
тра собственных частот колебаний шлифоваль-
ных кругов проводился следующим образом. 
Собственные колебания ШК возбуждаются удар-
ным воздействием согласно схеме на рис. 2. Реги-
страция акустического сигнала, генерируемого 
собственными колебаниями ШК, осуществляет-
ся прибором ИЧСК-2 (измеритель собственных 
частот колебаний) бесконтактным способом. ШК 
устанавливается вертикально на опору. Чувстви-
тельный элемент прибора (микрофон) ИЧСК-2 
необходимо расположить под углом 45°±15° от-
носительно диаметра, проходящего через точку 
опоры ШК. Обеспечивается минимальный зазор 
между цилиндрической поверхностью ШК, каса-
ние поверхности не допускается. Место воздей-
ствия ударником (молотком) также расположено 
под углом 45°±15° относительно диаметра, про-
ходящего через точку опоры ШК, симметрично 
расположению микрофона. Удар наносится по 
цилиндрической поверхности исследуемого ШК 
в направлении к его центру. Сила и площадь воз-

действия не имеют существенного значения, по-
скольку предметом исследования выступают не 
амплитуды собственных колебаний, а их часто-
ты. При настройке прибора на работу требуется 
указать следующие параметры:

• вид изделия – абразивы / лопатки / другие 
изделия;

• вид абразивного материала – 14А / 25А / 
92А / 64С;

• вид связки – бакелитовая / вулканитовая / 
керамическая;

• геометрические форму и размеры ШК (ко-
эффициент формы);

• плотность ШК;
• частотный диапазон измерений.
Эксперимент включает по 10 измерений 

частот собственных колебаний каждого ШК, 
после чего определяется усредненный спек-
тральный состав собственных колебаний  
для каждого ШК. На рис. 3 приведен пример 
спектрограммы десяти измерений собственных 
частот ШК 1 600×50×305 25А F60 L 7 V 50 2кл 
ГОСТ Р 52781–2007 – шлифовального круга  
№ 3.

Модальный анализ собственных колебаний 
шлифовальных кругов 

Проведен компьютерный имитационный экс-
перимент по исследованию собственных частот 
и мод колебаний с использованием метода конеч-
ных элементов в программной среде COMSOL 
Multiphysics. Данный программный продукт ши-
роко применяется в различных инженерных рас-
четах по всему миру и хорошо зарекомендовал 
себя при решении акустических и вибрацион-
ных задач [16–20].

Разработана модель шлифовального круга  
с возможностью параметрического управления 

Рис. 2. Схема измерений частот собственных колебаний ШК:
1 – микрофон; 2 – молоток; 3 – исследуемый шлифовальный круг; 

4 – опора

Fig. 2. Scheme of measuring frequencies of GW natural vibrations:
1 – microphone; 2 – hammer; 3 – grinding wheel under study; 4 – base
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ее геометрией и упругими показателями. Связь 
между собственными частотами колебаний 
ШК и его геометрическими размерами, формой  
и упругими показателями выражается уравне
нием

( , ) ,i i
E

f F a= ν
ρ

где Fi (a, ν) – коэффициент формы – параметр, за-
висящий от геометрических размеров и формы 
тела (а = f (D, d, H)), от коэффициента Пуассона 
(ν) и моды колебаний. Параметры модели сведе-
ны в табл. 2.

Для каждого варианта параметров ШК (D, 
d, H и ν, Е, ρ) проводился расчет собственных 
мод и частот колебаний с целью установления 
соответствия значениям частот, полученным 
экспериментально. Сравнение приведено в раз-
деле «Сравнение экспериментальных и рас-
четных спектральных составов шлифовальных 
кругов».

 

Рис. 3. Спектральный состав собственных колебаний шлифовального круга № 3
Fig. 3. Spectral composition of grinding wheel No. 3 natural vibrations

Результаты и их обсуждение

Моды собственных колебаний  
шлифовальных кругов

Компьютерное моделирование показало, что 
порядок проявления собственных мод колеба-
ний шлифовальных кругов остается неизмен-
ным для широкого диапазона значений ν, Е и ρ. 
Значения собственных частот, связанных с мода-
ми, для разных значений (и комбинаций значе-
ний) упругих параметров изменяются. В табл. 3 
сведены значения собственных частот и соответ-
ствующие им моды в порядке их проявления для 
шлифовального круга № 3 – ШК 1 600×50×305 
25А F60 L 7 V 50 2кл ГОСТ Р 52781–2007. Так, 
парой низших мод являются изгибные моды  
с двумя узловыми диаметрами – f1 и f2 (n = 2,  
s = 0), после которых проявляется изгибная мода 
f3 с одной узловой окружностью (n = 0, s = 1), на-
зываемая в литературе «зонтичной» модой [21]. 

Т а б л и ц а  2
T a b l e  2

Параметры модели шлифовального круга
Grinding wheel model parameters

Обозначение / Symbol Описание / Description
Геометрические параметры модели / Geometrical model parameters

D Наружный диаметр ШК / GW outer diameter
d Посадочный диаметр ШК / GW inner diameter
H Высота ШК / GW height

Упругие параметры материала модели / Elastic parameters of model material
ν Коэффициент Пуассона / Poisson’s ratio
Е Модуль Юнга / Young’s modulus
ρ Плотность / Density
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Т а б л и ц а  3
T a b l e  3

Порядок проявления собственных мод колебаний шлифовального круга*
Occurrence order of grinding wheel natural oscillations modes*

№ / No. 1 2 3 4 5 6 7

f, Гц 544,59 544,62 1187,6 1429,7 1429,71 1451,8 1451,81

М
од

а 
/ M

od
e

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

№ / No. 8 9 10 11 12 13 14

f, Гц 1983,3 1983,5 2555,5 2555,51 3440,4 3440,8 3503,5

М
од

а 
/ M

od
e

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

№ / No. 15 16 17 18 19 20

f, Гц 3508,8 3508,81 3850,0 3850,1 4503,5 4503,51

М
од

а 
/ M

od
e

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

Кратные моды /  
Repeated modes

* – ШК 1 600×50×305 25А F60 L 7 V 50 2кл ГОСТ Р 52781–2007.

Этот результат согласуется с результатами ана-
литических расчетов мод колебаний шлифоваль-
ных кругов Б.А. Глаговского и И.Б. Московенко 
[22]. Буквами n и s обозначаются соответствен-
но число узловых диаметров и узловых окруж-
ностей при исследовании колебаний дисков с 
центральным осевым отверстием, к которым от-
носятся шлифовальные круги рассматриваемых 
размеров.

Изгибные моды, проявившиеся парами, – f4 
и f5 (n = 3, s = 0), f10 и f11 (n = 4, s = 0), f17 и f18 
(n = 5, s = 0) – сходны между собой, отличают-
ся числом узловых диаметров. Пары мод f8 и f9  
(n = 1, s = 1), f12 и f13 (n = 2, s = 1) отличаются 
наличием узловой окружности и разным чис-
лом узловых диаметров. Пары мод f6 и f7 (n = 2,  
s = 0), f15 и f16 (n = 3, s = 0), f19 и f20 (n = 1,  
s = 1) и мода f14 (n = 0, s = 1) относятся к классу 
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радиальных мод – для них характерны напряже-
ния растяжения-сжатия, при котором колебания 
микрообъемов происходят в плоскости шлифо-
вального круга.

Выделяется особенность парного проявле-
ния мод, имеющих узловые диаметры (n ≠ 0). 
Такие моды называются кратными – это моды 
колебаний, имеющие близкие (или совпадаю-
щие) значения собственных частот, одинаковый 
набор, но разную ориентацию узловых линий. 
Кратные моды проявляются парами и отлича-
ются относительным смещением узловых диа-
метров на некоторый угол. Проявляются такие 
моды в системах с высокой степенью симметрии 
(например, в круглых дисках, сферических обо-
лочках, квадратных пластинах). Их проявления 
подтверждаются как экспериментальными ис-
следованиями, так и аналитическими расчетами 
[23–26].

Наименьшее число узловых линий, будь то 
узловые диаметры или узловые окружности, 
характерны для низших мод – т. е. собственных 
мод, формирующихся на самых низких часто-
тах, характерных для системы «шлифовальный 
круг». С увеличением узловых линий, проявля-
ющихся в форме колебательного движения кон-
кретной моды, возрастает частота, на которой 
эта мода возникает. Известно, что низшие моды 
имеют первостепенное значение в общей дина-
мике колебательного процесса упругого твер-
дого тела. Для описания значимости вклада 
каждой моды введены коэффициенты модаль-
ного участия и модальной массы. Подробнее 
в контексте исследования эти коэффициенты 
рассматриваются в разделе «Коэффициенты 
модального участия».

Коэффициенты модального участия

Коэффициент участия показывает относи-
тельный вклад каждой моды в перемещение или 
вращение системы при возбуждении определен-
ным образом в определенном направлении. По-
скольку вращательных мод и угловых колебаний 
шлифовального круга в результате компьютер-
ного моделирования выявлено не было, то коэф-
фициенты участия для вращательных направле-
ний здесь не рассматриваются.

К расчету коэффициентов участия прибега-
ют при необходимости определения параметров 
внешней нагрузки, которая потенциально спо-

собна вызвать в системе нежелательный резо-
нанс [27]. В результате такого расчета становит-
ся возможным определить значимость каждой 
моды, участвующей в колебательном процессе. 
Таким модам присущи высокие энергии коле-
баний и большая чувствительность к нагрузкам 
определенного характера. При расчетах на проч-
ность после выявления значимой моды либо из-
меняют режимы эксплуатации системы, либо 
модернизируют конструкцию во избежание не-
желательных последствий.

На рис. 4 приведен график коэффициен-
тов участия шлифовального круга № 3 – ШК 1 
600×50×305 25А F60 L 7 V 50 2кл ГОСТ Р 52781–
2007 – по трем координатным осям, из которого 
видно, что моды f1 и f2 – наиболее значимые 
собственные моды колебаний шлифовального 
круга. Наиболее сильно эти моды проявляются в 
направлениях X и Y. Что касается оси Z, то наи-
больший вклад в этом направлении вносит «зон-
тичная» мода f3.

Именно эта мода планируется к использова-
нию для акустического мониторинга процесса 
шлифования. При введении граничных условий 
модель шлифовального круга ограничивается в 
перемещениях – моделируется жесткое закре-
пление по посадочному диаметру на шпиндель 
станка. Кроме этого, задается условие предвари-

Рис. 4. Коэффициенты участия мод собственных 
колебаний шлифовального круга по осям координат
Fig. 4. Participation factors of the natural vibration 
modes of the grinding wheel along the coordinate axes
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тельно напряженного состояния, распределен-
ного по объему шлифовального круга, которое 
возникает под действием центробежных сил при 
вращении с частотой 1590 об/мин. В результате 
расчета собственных мод в соответствии с ука-
занными граничными условиями порядок их 
проявления значительно меняется. Низшей и 
наиболее значимой модой, обладающей наиболь-
шими значениями коэффициентов модального 
участия и модальной массы, является изгибная 
мода с одной узловой окружностью, совпадаю-
щей с областью заделки, – «зонтичная» мода. 
Участие этой моды в общей динамике колебаний 
шлифовального круга многократно превалирует 
(более 30 раз) над прочими и соответственно 
создает наиболее мощную акустическую волну.

Сравнение экспериментальных  
и расчетных спектральных составов  

шлифовальных кругов

На рис. 5, а–л черными линиями показаны 
спектральные составы, полученные экспери-
ментальным способом по методике, описанной 
в разделе «Экспериментальное исследование 
собственных колебаний шлифовальных кругов». 
Эти графики показывают распределение частот 
собственных колебаний шлифовальных кругов 
исследуемых характеристик.

В процессе компьютерного моделирования 
и проведения модального анализа подбирались 
значения коэффициентов Пуассона (ν) и модуля 
Юнга (Е) таким образом, чтобы расчетные зна-
чения частот (показаны на графиках красными 
вертикальными линиями) совпадали с экспери-
ментальными частотами. Выполнялась задача 
параметрической оптимизации методом под-
бора. Добиться полного совпадения возможно 
только при идеальном соответствии реальных 
геометрических размеров шлифовальных кругов 
их моделируемым аналогам.

Совпадение частот было достигнуто на удов-
летворительном уровне. Отклонение значений 
расчетных частот от экспериментальных не пре-
вышает 5 %. В результате были получены значе-
ния интегральных упругих параметров ν и Е для 
каждого из рассматриваемых шлифовальных 
кругов:

1) 25А F36 L – ν = 0,25; Е = 51,25 ГПа;
2) 25А F46 L – ν = 0,215; Е = 46 ГПа;
3) 25А F60 L – ν = 0,18; Е = 41,5 ГПа;

4) 25А F80 L – ν = 0,17; Е = 40 ГПа;
5) 25А F120 L – ν = 0,16; Е = 45,5 ГПа;
6) 25А F60 N – ν = 0,22; Е = 48 ГПа;
7) 25А F60 P – ν = 0,225; Е = 54 ГПа;
8) 25А F60 S – ν = 0,2; Е = 67,5 ГПа;
9) 14А F60 L – ν = 0,25; Е = 41,2 ГПа;
10) 64С F60 L – ν = 0,26; Е = 43 ГПа;
11) 92А F60 L – ν = 0,27; Е = 53 ГПа.
Таким образом, данный подход к определе-

нию ν и Е признается результативным, хоть и 
трудозатратным. Совпадение расчетных частот 
с экспериментальными позволяет утверждать, 
что моделируемые значения коэффициента Пу-
ассона и модуля Юнга шлифовальных кругов 
соответствуют реальным значениям своих про-
тотипов. Следовательно, основная цель данной 
работы достигнута.

В настоящее время ведется работа над соз-
данием математической модели звукового дав-
ления, генерируемого процессом шлифования, 
а также методики прогнозирования периода 
стойкости шлифовального круга по акустиче-
скому показателю. В этой модели в обязатель-
ном порядке требуется учет реальных значений 
параметров упругости шлифовальных кругов, а 
также установление соответствия между ними и 
характеристикой круга.

Значения ν и Е, полученные в ходе настоя-
щего исследования, применялись в качестве па-
раметров при разработке модели звукового дав-
ления процесса шлифования. Предварительные 
результаты показывают качественное соответ-
ствие и адекватность модели эксперименталь-
ным акустическим данным, полученным при ис-
следовании процесса шлифования.

Зависимость интегральных упругих  
параметров от характеристики  

шлифовального круга

В результате исследования шлифовальных 
кругов № 1, 2, 3, 4 и 5 установлено влияние раз-
мера фракции абразивного зерна на величину 
упругих параметров ν и Е. С уменьшением раз-
мера фракции абразивного зерна значение ко-
эффициента Пуассона уменьшается. Значение 
модуля Юнга при этом снижается до достиже-
ния значения размеров зерна 0,2 мм, после чего 
происходит изменение тренда на увеличение. 
Однако для однозначного заключения о том, 
что при дальнейшем снижении зернистости 
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Рис. 5. Сравнение эмпирических и расчетных спектральных составов собственных колебаний шлифо-
вальных кругов:

а – 25А F36 L; б – 25А F46 L; в – 25А F60 L; г – 25А F80 L; д – 25А F120 L; е – 25А F60 N; ж – 25А F60 P; з – 25А 
F60 S; и – 14А F60 L; к – 92А F60 L; л – 64С F60

Fig. 5. Comparison of empirical and calculated spectral compositions of natural vibrations of grinding wheel:
а – 25А F36 L; б – 25А F46 L; в – 25А F60 L; г – 25А F80 L; д – 25А F120 L; е – 25А F60 N; ж – 25А F60 P; з – 25А 

F60 S; и – 14А F60 L; к – 92А F60 L; л – 64С F60

рост модуля Юнга будет продолжаться, данных 
недостаточно.

На рис. 6 приведены графики, отражающие 
эту зависимость в координатах «зернистость – 

коэффициент Пуассона» и «зернистость – модуль 
Юнга». Далее с помощью пакета MS Excel были 
получены уравнения регрессии и регрессионные 
кривые. Регрессионные кривые, построенные 
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по экспериментальным данным, выражаются 
полиномиальными зависимостями второй сте-
пени с уровнем достоверности аппроксимации  
R2 = 0,949 для кривой зависимости модуля Юнга 
и R2 = 0,993 для кривой зависимости коэффици-
ента Пуассона. Это свидетельствует о сильной 
корреляции между значениями ν, Е и фактором 
зернистости:

20,0054 0,054 0,3;x xν = − +

21,75 12,25 62,35.E x x= − +

Необходимо отметить, что данные регресси-
онные зависимости не претендуют на универ-
сальность и могут использоваться исключитель-
но для тех условий, в которых были получены. 
Так, например, могут быть определены значе-
ния ν и Е для шлифовального круга, характери-
стика которого повторяет характеристики рассма-
триваемых кругов: абразивный материал – белый 
электрокорунд, твёрдость – L, 
средняя структура – 6, на керами-
ческой связке. Для такого шли-
фовального круга зернистостью 
F100 (размер зерна 0,15…0,11 мм) 
значения коэффициента Пуас-
сона и модуля Юнга составляют  
ν = 0,164; Е = 42,66 ГПа.

Аналогичным образом было 
установлено влияние значения 
твердости на упругие показатели 
шлифовальных кругов. Увели-
чение твердости шлифовально-
го круга приводит к увеличению 
значений модуля Юнга. Модуль 

Рис. 6. Влияние зернистости шлифовального круга на величину  
коэффициента Пуассона и модуля Юнга

Fig. 6. Influence of grinding wheel grit on the value of Poisson’s ratio  
and Young’s modulus

Юнга характеризует жесткость 
системы, ее способность сопро-
тивляться упругим деформаци-
ям. Это находит отражение при 
исследовании собственных коле-
баний твердого тела. Для шлифо-
вальных кругов с более высоким 
значением Е наблюдается сме-
щение частот собственных коле-
баний в область высоких частот 
(см. рис. 5). Известно, что изме-
нение твердости шлифовальных 
кругов одной и той же структу-
ры происходит за счет перерас-
пределения пропорций основ-
ных компонентов – зерна, связки 

и пор. Увеличению твердости способствует сни-
жение объема пор и увеличение объема связки. 
Из этого можно заключить, что имеет место по-
ложительная корреляция между твердостью и 
жесткостью (выраженной через модуль Юнга), 
т. е. между характеристиками пластических  
и упругих деформаций шлифовального круга.

Коэффициент Пуассона с ростом твердости 
возрастает на промежутке от L до P, после чего, 
достигнув максимального значения (ν = 0,23), 
начинает снижаться. Графики приведены на 
рис. 7.

Полученные регрессионные зависимости 
также имеют значения уровня достоверности 
аппроксимации, близкие к единице (R2 = 0,9913 
для кривой зависимости модуля Юнга и R2 = 
= 0,999 для кривой зависимости коэффициента 
Пуассона). Следовательно, имеет место силь-

Рис. 7. Влияние твердости шлифовального круга на величину  
коэффициента Пуассона и модуля Юнга

Fig. 7. Influence of grinding wheel hardness on the value of Poisson’s  
ratio and Young’s modulus
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ная корреляция между значениями ν, Е и фак-
тором твердости:

20,0162 0,0877 0,109;x xν = − + +
21,75 0,35 40,5.E x x= − +

С помощью данных эмпирических регресси-
онных моделей могут быть определены значения 
ν и Е шлифовальных кругов из белого электроко-
рунда зернистостью F60 средней структуры на 
керамической связке для ряда значений твердо-
сти – K, M, O, R, T:

• 25А F60 K имеет значения ν = 0,148; Е = 
= 40,76 ГПа;

• 25А F60 M имеет значения ν = 0,2; Е =  
= 43,91 ГПа;

• 25А F60 O имеет значения ν = 0,227; Е = 
= 50,56 ГПа;

• 25А F60 R имеет значения ν = 0,217; Е = 
= 60,713 ГПа;

• 25А F60 T имеет значения ν = 0,175; Е = 
= 74,36 ГПа.

Получены значения коэффициента Пуассо-
на и модуля Юнга для шлифовальных кругов из 
нормального электрокорунда, белого электро-
корунда, хромотитанистого электрокорунда  
и зеленого карбида кремния (рис. 8). Посколь-
ку абразивный материал шлифовального круга 
не может иметь количественного выражения, 
нет смысла в проведении регрессионного ана-
лиза и разработке эмпирических зависимостей, 
как в случае с исследованием влияния размеров 
фракции зерна и значения твердости на упругие 
параметры инструмента. Значения параметров ν 
и Е на графиках рис. 8 не дают возможности до-
полнительных приложений и дополнительных 
знаний, кроме непосредственно полученных.

Выводы

1. Порядок проявления собственных мод 
колебаний шлифовальных кругов остается не-
изменным для широкого диапазона значений ν  
и Е. Низшими собственными модами, колебания 
которых используют при акустическом контроле 
шлифовальных кругов, является пара изгибных 
мод f1, f2 (n = 2, s = 0) и изгибная мода f3 (n = 0, 
s = 1).

2. В отсутствие граничных условий наибо-
лее значимый вклад в динамику колебательного 
процесса шлифовального круга вносят моды f1 
и f2 (n = 2, s = 0) в направлениях координатных 
осей X и Y. В направлении оси Z наибольший 
вклад вносит собственная мода f3 (n = 0, s = 1), 
однако этот вклад значительно уступает вкладу 
пары мод f1 и f2.

3. В результате установления соответствия 
между экспериментальными и расчетными со-
ставами спектров распределения частот соб-
ственных колебаний шлифовальных кругов 
определены значения коэффициентов Пуассо-
на и модуля Юнга для исследованных шлифо-
вальных кругов. Значения изменяются в сле-
дующих диапазонах: 0,16 < ν < 0,27; 40 ГПа <  
< Е < 67,5 ГПа.

Шлифовальные круги разных характеристик, 
существенно различающиеся по ряду параме-
тров (например, 25А F80 L и 25А F60 S), могут 
иметь незначительно отличающиеся величины 
коэффициента Пуассона (ν = 0,17 и ν = 0,2 со-
ответственно). Это обстоятельство подтверж-
дает необходимость точного определения инте-
гральных упругих показателей инструмента для 
корректного моделирования звукового давления 

процесса шлифования, поскольку 
даже небольшая ошибка при опре-
делении значения коэффициента 
Пуассона может привести к несо-
ответствию характеристики моде-
лируемого круга реальной харак-
теристике.

4. Получены эмпирические 
регрессионные зависимости ин-
тегральных упругих параметров 
шлифовальных кругов от размера 
фракции абразивного зерна и от 
твердости с высоким уровнем до-
стоверности аппроксимации.

Рис. 8. Влияние абразивного материала на величину коэффициента 
Пуассона и модуля Юнга

Fig. 8. Influence of abrasive material on the value Poisson’s ratio  
and Young’s modulus
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A B S T R A C T

Introduction. In developing a mathematical model for the sound pressure generated by the 
grinding process, it became necessary to determine the actual values of the integral elastic parameters 
of grinding wheels to use as inputs in the model. This will expand the applicability of the model and 
maximize its practical utility. This paper describes an approach to determining Poisson’s ratios and 
Young’s moduli for grinding wheels with different characteristics. The elastic properties of the tool 
are the subject of this study. The purpose is to establish the relationship between actual values of 
integral elastic parameters and grinding wheel characteristics via modal analysis. The research method 
combines experimental investigation of natural frequency spectra and modal analysis, implemented 
via the finite element method in specialized software. Additionally, regression analysis is employed to 
derive empirical dependencies of the integral elastic parameters of grinding wheels on abrasive grain 
size and hardness. Results and discussion. The main result of this work is the determination of the 
actual values of Poisson’s ratios and Young’s moduli for grinding wheels with the studied characteristics. 
The selection of grinding wheel characteristics allowed for the investigation of the influence of abrasive 
grain size and hardness on its integral elastic properties. The development of a mathematical model for 
sound pressure generated by the grinding process, along with a methodology for predicting the service 
life of grinding wheels based on this model, will improve grinding operation efficiency by reducing the 
machine-setting time, increasing processing time, reducing consumption of manufacturing resources, 
and optimizing tool lifespan utilization.
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