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ПОСТРОЕНИЕ РЕДУЦИРОВАННЫХ 

НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ  

С АФФИННЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 

Краснов Д. В.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Объектом исследования являются линейные одноканальные системы с аф-

финными параметрическими и внешними возмущениями, представленные 

в так называемой треугольной форме «вход – выход». Относительный поря-

док по управлению равен размерности вектора состояния и не меняется при 

переходе к канонической форме «вход – выход» в предположении о гладкости 

внешних возмущений. Известно, что для таких систем только по измерениям 

выходной переменной можно построить наблюдатель смешанных перемен-

ных и восстановить линейные комбинации переменных состояния и внешних 

воздействий с заданной точностью. Полученных оценок достаточно для 

синтеза динамической обратной связи, обеспечивающей отслеживание вы-

ходной переменной заданного сигнала. В работе рассматривается важный 

практический случай, когда при некотором наборе датчиков выходная (регу-

лируемая) переменная не измеряется. Нужно построить редуцированный 

наблюдатель состояния для ее оценивания, чтобы перейти к построению 

наблюдателя смешанных переменных. Вначале рассматриваются мотивиру-

ющие примеры систем второго порядка с различными измерениями и различ-

ными каналами действия внешних возмущений. Показано, что при измерении 

обеих переменных состояния с помощью кусочно-линейных корректирующих 

воздействий наблюдателя состояния можно восстановить внешние возму-

щения по их влиянию на систему (т.е. без использования динамического гене-

ратора возмущений). Формулируются условия, при которых этот принцип 

можно также использовать в системе с внешними возмущениями и неполны-

ми измерениями для восстановления неизмеряемой переменной состояния. 

Полученные результаты распространяются на конечномерные одноканаль-

ные системы произвольного порядка с аффинными возмущениями, в которых 

выходная переменная не измеряется. Формализованы условия существования 

и метод синтеза редуцированного наблюдателя с кусочно-линейным коррек-

тирующим воздействием, дающим оценку выходной переменной. Разрабо-

танный подход не требует идентификации внешних возмущений и решает 

задачу наблюдения выходной переменной с любой заданной точностью. 

Ключевые слова: линейные системы, возмущения, редуцированный 

наблюдатель состояния, кусочно-линейная коррекция. 

                                           
1 Дмитрий Валентинович Краснов, научный сотрудник (dim93kr@mail.ru). 
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1. Введение 

В управляемых системах автоматического управления 

обычно предполагается наличие полного комплекта измери-

тельных устройств. Это дает возможность реализации про-

граммного управления и различных законов управления по об-

ратной связи, обеспечивающих в замкнутой системе требуемые 

показатели переходных процессов. Однако на практике уста-

новка полного комплекта датчиков не всегда возможна. Более 

того, разработчики часто намерено сокращают количество дат-

чиков для того чтобы удешевить и упростить конструкцию го-

тового изделия. В таких случаях для формирования управляю-

щих сигналов используют специальные алгоритмы, с помощью 

которых в реальном времени решается проблема восстановле-

ния неизмеряемых переменных состояния. Эти построения ба-

зируются на одном из разделов математической теории автома-

тического управления – теории динамических наблюдателей 

состояния. Данная теория в настоящее время хорошо разработа-

на применительно к линейным и квазилинейным объектам ав-

томатического управления в условиях определенности.  

Как известно, классический полноразмерный наблюдатель 

состояния строится как копия математической модели объекта 

управления и имеет такую же размерность. Для наблюдаемых и 

параметрически определенных систем наблюдатели с линейны-

ми корректирующими воздействиями дают асимптотические 

оценки переменных состояния. При наличии шумов в измерени-

ях полноразмерный наблюдатель может также выполнять функ-

ции фильтра Калмана. Если шумы в измерениях отсутствуют, то 

для упрощения алгоритма и сокращения времени счета исполь-

зуют редуцированные наблюдатели состояния: их размерность 

меньше, чем динамический порядок объекта управления [16]. 

Построение классических полноразмерных и, особенно, ре-

дуцированных наблюдателей состояния требует точного знания 

динамической модели объекта управления и ее параметров. 

Случаи параметрической неопределенности, а также действия 

на объект управления внешних возмущений требуют специаль-

ного рассмотрения и использования наблюдателей с нелиней-
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ными корректирующими воздействиями. Как правило, задача 

наблюдения неизмеряемых переменных состояния в узкой по-

становке (т.е. без ввода динамических генераторов возмущении 

идентификаторов неизвестных параметров [12]) имеет решение, 

если возмущения действуют на объект управления только по 

определенным каналам. В математической модели объекта 

управления должны быть уравнения, на которые возмущения не 

действуют непосредственно.  

В данной работе рассматриваются проблемы наблюдения 

переменных состояния линейных одноканальных систем авто-

матического управления с аффинным вхождением параметриче-

ских и внешних возмущений. Предполагается, что модель объ-

екта представлена в так называемой треугольной (по составу 

переменных в каждом уравнении) форме «вход – выход». Цель 

управления – с помощью обратной связи обеспечить заданное 

поведение выходной переменной (поддержание заданного уров-

ня или отслеживание заданного сигнала). В типовом, наиболее 

изученном случае предполагается, что все параметрические не-

определенности и внешние возмущения являются согласован-

ными, т.е. действуют по одному каналу с управлением, выход-

ная (регулируемая) переменная измеряется. Для систем указан-

ной структуры это означает наблюдаемость и управляемость 

инвариантно по отношению к внешним возмущениям. Для та-

ких систем в рамках различных подходов [9, 10, 13–15] разрабо-

таны методы синтеза динамической обратной связи, включая 

построение полноразмерного наблюдателя состояния с неиз-

вестным входом. При этом не принципиально, имеются ли в си-

стеме датчики других переменных состояния. Для восстановле-

ния и переменных состояния, и согласованных возмущений до-

статочно измерений только выходной переменной [9].  

В реальных системах, как правило, возмущения не являют-

ся согласованными, что приводит к частичной потере наблюда-

емости переменных состояния, без знания которых нельзя 

сформировать обратную связь. Классический подход состоит 

в расширении пространства состояний с помощью экзогенных 

динамических моделей, имитирующих внешние возмущения 

[11, 12]. Тогда с помощью наблюдателя повышенной размерно-
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сти можно получить оценки и неизмеряемых переменных со-

стояния, и внешних возмущений. Однако составление адекват-

ной экзогенной модели не всегда возможно и сильно сужает 

класс допустимых возмущений.  

Для систем, где возмущения полагаются гладкими функци-

ями времени, предложен универсальный подход, не требующий 

индивидуального оценивания возмущений [7]. Он состоит в пе-

реходе к координатному базису смешанных переменных (ли-

нейных комбинаций переменных состояния, внешних воздей-

ствий и их производных) и канонической форме «вход – выход» 

с согласованными неопределенностями, действующими по вхо-

ду. Такое представление сводит проблему синтеза следящей си-

стемы к применению известных методов с построением полно-

размерного наблюдателя смешанных переменных по измерени-

ям только выходной переменной (или ошибки слежения).  

Заметим, что измерение именно выходной переменной яв-

ляется необходимым условием для реализации указанного уни-

версального подхода. В данной работе рассматривается мало 

изученный в теории, но распространенный в практических при-

ложениях случай, когда в системе с несогласованными, но глад-

кими возмущениями, комплект датчиков не полный и выходная 

(регулируемая) переменная по тем или иным причинам не мо-

жет быть измерена [3]. Для того чтобы использовать преимуще-

ства универсального подхода к построению инвариантной си-

стемы слежения, требуется предварительно восстановить вы-

ходную переменную.  

В данной работе для указанного класса линейных систем 

сформулированы условия существования физически реализуе-

мого редуцированного наблюдателя выходной переменной. За-

дача рассматривается в узкой постановке, т.е. проблема допол-

нительной идентификации внешних возмущений не ставится и 

не решается. Тем не менее, методологической основой для дан-

ного исследования являются способы оценивания внешних воз-

мущений по их воздействию на объект управления, не требую-

щие составления динамических моделей внешних возмущений. 

В данных наблюдателях используются кусочно-линейные кор-

ректирующие воздействия, которые обеспечивают заданную 
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точность оценочных сигналов при выполнении определенных 

условий [4, 7, 8]. В разделе 2 приводятся мотивирующие приме-

ры линейных систем второго порядка при действии возмущений 

с детальным описанием условий применимости указанного ме-

тода для оценивания неизмеряемых переменных вектора состо-

яния. В разделе 3 представлен основной результат. Для рас-

сматриваемого класса одноканальных систем формализованы 

условия, при которых можно восстановить неизмеряемую вы-

ходную переменную в узкой постановке с помощью редуциро-

ванного наблюдателя с кусочно-линейными корректирующими 

воздействиями. В качестве примеров выполнения или не выпол-

нения сформулированных условий рассмотрены математиче-

ские модели однозвенных манипуляторов с различными набо-

рами датчиков. 

2. Мотивирующие примеры  

Для пояснения используемого метода вначале рассмотрим 

линейную динамическую систему второго порядка, представ-

ленную в форме «вход – выход» следующего вида: 

(1) 
,)(

),(

22221212

12121111

butxaxax

txaxax












 

(2) 12 0, const 0,a b    

где x = (x1, x2)T X   R2 – вектор состояния; X – открытая огра-

ниченная область изменения переменных состояния в процессе 

регулирования; х1 (t) – регулируемый выход; aij, b – известные 

константы; ηi (t) – внешние неконтролируемые возмущения;  

u – управление (вход), которое полагается известной функцией 

времени.  

Обратим внимание, что в стандартных построениях модель 

одноканальных систем «вход – выход» является канонической 

(в случае системы (1) это означает, что a11 = 0 и a12 = 1). С одной 

стороны, использование канонического представления позволя-

ет вводить для различных систем универсальные законы управ-

ления. С другой стороны, представление в каноническом виде 

не отражает уникальных свойств конкретного объекта. Далее 
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будет показано, что рассмотрение более полной формы «вход –

выход» при определенных условиях может дать дополнитель-

ные преимущества при решении задачи наблюдения, когда ре-

гулируемая выходная переменная не измеряется. 

В данной работе вопросы синтеза обратной связи не дета-

лизируются. Управление u полагается известной функцией вре-

мени. Все внутренние и внешние сигналы в замкнутой систе-

ме (1) полагаются ограниченными вместе со своими производ-

ными в процессе управления: 

(3) 
( ) , ( ) , 1,2,

( ) , ( ) , [0, ],

i i i i

i i i i

t t i

x t X x t X t T

    

  
 

где T – время регулирования, Xi, ,iX  Hi, iH  – известные кон-

станты. 

Рассмотрим мотивирующие примеры – различные вариан-

ты измерений в системе (1) и условия физической реализуемо-

сти соответствующих наблюдателей переменных состояния и 

внешних возмущений.  

Пример 1.  Если в системе (1) обе переменные состояния 

x1 (t), x2 (t) измеряются, то можно восстановить и оба внешних 

возмущения с помощью двух автономных наблюдателей перво-

го порядка: 

(4) 
,

,

22221212

12121111

vbuxaxaz

vxaxaz








 

где zi  R – переменные состояния наблюдателя, vi  R – его 

корректирующие воздействия, i = 1, 2. С учетом (1), (4) система 

относительно ошибок наблюдения εi = хi – zi  R примет следу-

ющий вид 

(5) .2,1,)(  ivt iii   

Синтез наблюдателя (4) заключается в выборе параметров 

кусочно-линейных корректирующих воздействий 

(6) 
sign( ), 1/ , 1,2,

sat( )
, 1/ , , const 0,

i i i i

i i i i

i i i i i i i

m l i
v m l

m l l m l

 


 

  
  

  

 

стабилизирующих с заданной точностью ошибки наблюдения 

и их производные 
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(7) 0( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2, .i i i i i i it t t v t i t t T               

Из выражений (7) следует, что оценочными сигналами для 

внешних возмущений являются корректирующий воздействия 

наблюдателей. Учитывая, что вектор состояния измеряется, 

в системах (4), (5) установим начальные значения:  

 0)0()0()0( iii xz  (0) 1/ , 1,2.i il i    

Обеспечим |εi (t)| ≤ 1/li при t  [0, T] выбором амплитуд mi, 

i = 1, 2, корректирующих воздействий (6) на основе неравенств, 

полученных с помощью второго метода Ляпунова на основе 

представления замкнутой системы (5)–(6) вне линейных зон, т.е. 

при |εi(t)| > 1/li:  

(8) ( sign( )) ( ) 0, 1,2.i i i i i i i i i i im m m i                

При выполнении условий (8) ошибки наблюдения не вый-

дут из линейных зон |εi(t)| ≤ 1/li, в которых уравнения (5)–(6) и 

их производные принимают вид 

( ) , ( ) , 1,2.i i i i i i i i i it m l t m l i           

Из данных уравнений следует, что переменные состояния 

εi (t), )(ti  сойдутся в заданные области (7) за конечное время 

t0 : 0 ≤ t0 << T при выполнении условий 

(9) 

/ ( ) ( ( ) ) ( ) 0;

/ ( ) ( ( ) )

( ) 0, 1,2.

i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

i i i i i

l m t m l m l

l m t m l

m l i

       

    

 

        

      

    

 

Одновременное выполнение условий (8)–(9) обеспечит ре-

шение поставленной задачи оценивания возмущений (7). 

Пример 2.  Рассмотрим варианты, когда в системе (1) из-

меряется только одна переменная состояния и в правой части 

дифференциального уравнения для измеряемой переменной 

внешнее возмущение отсутствует.  

Если в системе (1)–(2) измеряется только выходная пере-

менная x1 (t) и η1 (t) ≡ 0, то тогда, аналогично (4), можно восста-

новить другую переменную состояния x2 (t) с помощью редуци-

рованного наблюдателя, построенного на основе первого урав-

нения системы (1) в виде 

(10) 1 11 1 1 1 1 1 1, sat( ),z a x v v m l      1 1 1 1 12 2 1, .x z a x v      
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После анализа виртуальной системы  

1 1 1 12 2 1 1

1 1 1 12 2 1 1 1 1 12 2 1 1 1

1/ : sign( );`

1/ : ,

l a x m

l a x m l a x m l

  

    

  

    
 

получим неравенства для выбора параметров наблюдателя (10) 

аналогично (8)–(9) в виде  

(11) 
12 2 2

1 12 2 1

1 1 1

, max , ,
a X X

m a X l
m 

 
   

 
 

что обеспечивает  

11212111 )()(   vxatt    

и, следовательно, 

(12) 12 2 1 1 2 1 12 0( ) / , .a x v x t v a t t T        

Таким образом, показано, что методика оценивания внеш-

них возмущений, представленная в первом примере, применена 

для восстановления неизмеряемой переменной состояния x2 (t). 

Ее оценкой является корректирующее воздействие редуциро-

ванного наблюдателя (10), построенного на основе дифферен-

циального уравнения измеряемой переменной x1 (t), на которое 

возмущение не действует. Заметим, что второе уравнение си-

стемы (2), которое зависит от возмущения, не использовалось 

в явном виде для решения задачи наблюдения, поэтому допол-

нительная идентификация η2 (t) ≠ 0 не потребовалась. Основное 

ограничение данного подхода состоит в том, что на этапе про-

ектирования надо получить оценки X2, 2X  (3), необходимые для 

настройки наблюдателя (10), с учетом конкретного закона 

управления и допустимой области начальных значений пере-

менных состояния.  

Следует отметить, что в данном случае стандартный реду-

цированный наблюдатель, который строится на основе диффе-

ренциального уравнения неизмеряемой переменной [16], в узкой 

постановке физически нереализуем, так как второе уравнение 

системы (1) находится под воздействием внешнего неконтроли-

руемого возмущения.   

Обратим внимание, что при измерениях x1 (t) и η1 (t) ≡ 0 

в системе (1) возмущение η2 (t) действует по одну каналу 



 

Управление большими системами. Выпуск 101 

14 

с управлением u (т.е. является согласованным) и не влияет на 

возможность восстановить x2 (t). Это означает, что с помощью 

указанной методики можно восстановить с заданной точностью 

и переменную u состояния x2 (t), и возмущение η2 (t) ≠ 0 без 

наличия его динамической модели, если использовать полно-

размерный наблюдатель второго порядка 

(13) 
.

,

22221212

12121111

vbuzaxaz

vzaxaz








 

С учетом (1), (13) система относительно ошибок наблюде-

ния εi = хi – zi  R принимает вид 

(14) 

1 12 2 1 1 1 1 1

2 22 2 2 2 2 2 2 1 12

, sat( ),

( ) , sat( / ),

, const 0, 1,2.i i

a v v m l

a t v v m l v a

m l i

  

  

  

   

  

  

Выбором параметров корректирующих воздействий в си-

стеме (14) последовательно, сверху вниз, обеспечивается стаби-

лизация ошибок наблюдения и их производных:  

(15) 

1 1 1 12 2 1 1

2 2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( ) ( ).

t t a v

t t a v

x t z t t v t a

   

    

  

      

        

      

 

Теперь рассмотрим ситуацию, когда измеряется только 

x2 (t) и η2 (t) ≡ 0. Условием наблюдаемости регулируемой пере-

менной x1 (t) является требование a21 ≠ 0. Тогда можно восста-

новить x1 (t) с помощью корректирующего воздействия редуци-

рованного наблюдателя, построенного на основе второго урав-

нения системы (1) в виде, аналогичном (10), а именно: 

(16) 2 22 2 2 2 2 2 2, sat( ).z a x bu v v m l       

Виртуальная система относительно ошибки наблюдения 

ε2 = х2 – z2 при использовании редуцированного наблюдателя 

(16) примет следующий вид: 

2 2 2 2 21 1 2, .x z a x v      

Выполнение условий, аналогичных (12), обеспечит  

,/)( 2121 avtx   .0 Ttt    



 

Системный анализ 

15 

Кроме того, с помощью полноразмерного наблюдателя, анало-

гичного (13), можно восстановить и x1 (t), и η1 (t) ≠ 0. 

Пример 3.  Если в системе (1) измеряется только x1 (t), но 

η1 (t) ≠ 0, то в узкой постановке, т.е. без ввода динамической 

модели η1 (t), решить задачу оценивания по отдельности пере-

менной x2 (t) и внешних возмущений нельзя.  

И, наоборот, если только x2 (t) измеряется, но η2 (t) ≠ 0, то 

даже при a21 ≠ 0 в узкой постановке решить задачу оценивания 

по отдельности и x1 (t), и η1 (t) ≠ 0 не представляется возмож-

ным. 

В следующем разделе представленные результаты исполь-

зуются для формализации условий наблюдаемости выходной 

регулируемой переменной одноканальной системы произволь-

ного порядка.  

3. Основной результат  

Рассмотрим линейную конечномерную систему произволь-

ного порядка с аффинными возмущениями, представимую 

в треугольной форме «вход – выход» 

(17) 
1 1 , 1 1 1 2

1 1

... ( , ,..., , ), 1, 1;

... ( , ) ,

i i i i i i i

n n nn n n

x a x a x x x x t i n

x a x a x x t bu





      

    
 

где x = (x1, …, xn)T X   Rn – вектор состояния; x1  R – регу-

лируемый выход; u  R – управление; aij, b – известные кон-

станты; аддитивные члены ηi содержат все неопределенности 

модели объекта и внешние возмущения. Предполагается, что не 

все уравнения системы (17) содержат неопределенные члены и 

есть уравнения, в которых все параметры известны. Треуголь-

ный состав аргументов функций ηi (x1, x2, …, xi, t), i = 1, …, n – 1, 

означает, что при приведении системы (17) к каноническому 

виду выход x1 от входа u с ненулевым коэффициентом усиления 

будет отделен n интеграторами. Другими словами, относитель-

ный порядок системы (17) при приведении ее к каноническому 

виду не изменится и останется равным n [7, 12].  

Следует отметить, что матрица коэффициентов систе-

мы (17) не является треугольной. Здесь термин «треугольная 
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система» имеет следующий смысл: все aij = 0, где 

j = i + 2, i + 3, …, n. При этом элементы aij, где i ≥ j, i = 1, …, n, 

могут принимать любые значения (и нулевые, и ненулевые). 

В контексте решаемой проблемы необходимо, чтобы ai1 ≠ 0


, т.е. 

в первом столбце матрицы коэффициентов системы должны 

быть ненулевые элементы.  

Для треугольных систем вида (17) выполнение условий 

(18) 
, 1 0, 1, 1; 0i ia i n b      

является необходимым и достаточным для того, чтобы при от-

сутствии возмущений система (17)–(18) была наблюдаема отно-

сительно выхода, а выход управляем относительно входа. Без 

детализации закона управления будем полагать, что в процессе 

управления все внутренние и внешние сигналы в замкнутой си-

стеме (17) ограничены, для границ их изменения используются 

обозначения, аналогичные (3).  

В узкой постановке, когда идентификация неизвестных па-

раметров и построение генераторов внешних возмущений не 

предусмотрены или невозможны, имеются два варианта синтеза 

обратной связи в системе (17)–(18), обеспечивающей отслежи-

вание выходной переменной x1 (t) заданного сигнала g (t).  

Первый вариант [7]: при выполнении условий ηi  Cn-i, 

i = 1, …, n – 1, и g (t)  Cn система (17) представима в канониче-

ском базисе смешанных переменных относительно ошибки 

слежения x1 (t) – g (t). Для оценивания смешанных переменных 

достаточно измерений x1 (t) и g (t), при этом с помощью дина-

мической обратной связи можно обеспечить 

)()(lim 1 tgtx
t




.  

Второй вариант [2]: если функции ηi (t), )(tg  не являются 

гладкими, то при измерении x1, …, xn и g (t) с помощью статиче-

ской обратной связи можно обеспечить заданную точность 

ошибки слежения. При неполном комплекте датчиков возмож-

ность оценивания переменных состояния, необходимых для 

синтеза обратной связи, зависит от структуры наблюдаемости 

системы (17) относительно измеряемых переменных и от отсут-

ствия возмущений ηj (t) ≡ 0 в конкретных j-х уравнениях. 
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Пусть для системы (17)–(18) применяется первый вариант 

синтеза обратной связи, но при этом регулируемая переменная 

x1 (t) не измеряется. Сформулируем условия ее наблюдаемости 

в узкой постановке независимо от внешних возмущений, опира-

ясь на мотивирующие примеры 2 и 3. 

Лемма.  Если в системе (17)–(18) найдется хотя бы одно i-е 

уравнение, i = 2, …, n, такое что:  

1)  ηi (t) ≡ 0, ai1 ≠ 0;  

2)  xi+1 (t) измеряется (xn+1 (t) ≡ 0);  

3)  xi (t) измеряется или наблюдается независимо от возму-

щений;  

4)  для всех j = 2, …, i –1 выполняются условия: или xj (t) из-

меряется (или наблюдается независимо от возмущений), или 

aij = 0, 

то тогда для оценивания x1 (t) можно построить физически реа-

лизуемый редуцированный наблюдатель состояния. 

Доказательство.  Условия, сформулированные в лемме, 

продиктованы треугольным видом рассматриваемой системы 

(17)–(18). В самом простом случае, когда в i-м уравнении 

(i = 2, …, n) выполняются первые два условия леммы, xi (t) из-

меряется, а также измеряются переменные x2 (t), …, xi-1 (t) (или 

ai2 = 0, …, ai,i-1 =  0), то тогда оценку x1 (t) можно получить с по-

мощью корректирующего воздействия наблюдателя первого 

порядка, построенного на основе i-го уравнения системы (17) 

аналогично (16). Если i ≠ n, то этот наблюдатель имеет вид 

2 2 , 1 1... , ,i i i i i i iz a x a x v z R       

если i = n, то тогда 

2 2 ... , .i i ii i i iz a x a x bu v z R        

В обоих случаях относительно ошибки слежения εi = хi – zi 

получим виртуальную систему 

1 1 , sat( ), , const 0.i i i i i i i i ia x v v m l m l       

При выполнении условий, аналогичных (11), за конечное время 

обеспечивается стабилизация ошибки слежения и ее производ-

ной, а корректирующее воздействие с заданной точностью вос-

производит неизмеряемую переменную x1 (t): 
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1 1 1 1 0( ) ( ) ( ) / , .i i i i i i i it t a x v x t v a t t T             

Условия построения физически реализуемых наблюдателей 

для неизмеряемых переменных, требуемых для восстановления 

x1 (t), аналогичны сформулированным в лемме. Например, если 

в системе (17)–(18) x2 (t) измеряется, то при выполнении усло-

вий ηj (t) ≡ 0, aj1 = 0, j = 2, …, k, k ≤ i – 1, на основе j-х уравнений 

можно построить физически реализуемый наблюдатель для 

оценивания x3 (t), …, xk+1 (t) аналогично (13)–(15) и т.п.  

Лемма доказана. 

Как следствие из леммы, выделим некоторые частные слу-

чаи системы (17)–(18), в которых используемый подход к оце-

ниванию выходной неизмеряемой переменной x1 (t) неприменим 

при любом составе измеряемых переменных: 

–  если все ηi (t) ≠ 0, i = 2, …, n, то тогда независимо от нали-

чия ненулевых элементов в первом столбце матрицы коэффици-

ентов системы ai1 ≠ 0 в узкой постановке восстановить x1 (t) 

нельзя; 

–  если система (17)–(18) является канонической и нейтраль-

ной, т.е. все aij = 0, i ≥ j, i = 1, …, n, то тогда независимо от 

наличия уравнений без неопределенностей, где ηi (t) ≡ 0, восста-

новить x1 (t) нельзя. 

Заметим, что в случае стандартной канонической системы 

при действии возмущений, а именно 

 1 1 2

1 1

( , ,..., , ), 1, 1;

... ( , ) ,

i i i i

n n nn n n

x x x x x t i n

x a x a x x t bu





   

    
 

условия, при выполнении которых для оценивания x1 (t) можно 

построить физически реализуемый редуцированный наблюда-

тель состояния, имеют вид: ηn (t) ≡ 0, an1 ≠ 0; xn (t) измеряется 

или наблюдается независимо от возмущений; для всех 

j = 2, …, n – 1 выполняются условия: или xj (t) измеряется (или 

наблюдается независимо от возмущений), или anj = 0.  

Если условия леммы выполнены и оценка x1 (t) может быть 

получена, то тогда для второго варианта синтеза системы сле-

жения условия построения физически реализуемых наблюдате-

лей для остальных неизмеряемых переменных относительно 

измеряемых (наблюдаемых) переменных проверяются анало-
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гично. В частности, если η1 (t) ≡ 0, то тогда имеется возмож-

ность оценивания x2 (t); если при этом η2 (t) ≡ 0, то и x3 (t) и т.д.  

В качестве примера применимости предлагаемого подхода 

рассмотрим две системы вида (17)–(18), которые описывают 

уравнения движений однозвенного манипулятор с учетом дина-

мики исполнительного устройства – двигателя постоянного тока 

(ДПТ).  

При эластичном типе сочленения манипулятора с валом 

ДПТ имеем динамическую систему 5-го порядка вида [17]: 

(19) 

,

,)(

,

),(sin)(

,

5554545

54544413434

43

12213212

21

buxaxax

xaxaxxax

xx

txaxxax

xx























 

где x1, x2 – угловые положение и скорость манипулятора;  

x3, x4 – угловые положение и скорость вала ДПТ; x5 – ток якоря; 

u – напряжение питания якорной цепи; aij, b – конструктивные 

параметры (черта сверху означает, что данный параметр точно 

не известен); η (t) ≠ 0. 

Как видим, в системе (19) условия леммы выполнены при 

i = 4 и измерениях x3 (t), x4 (t), x5 (t), тогда наблюдатель первого 

порядка, построенный на основе четвертого уравнения системы 

(19), даст оценку x1 (t). Минимальный набор для оценивания 

x1 (t) – датчики x3 (t), x5 (t), тогда наблюдатель второго порядка, 

построенный на основе третьего и четвертого уравнений систе-

мы (19), даст оценки и x4 (t), и x1 (t).  

Измерения x3 (t), x5 (t) являются минимальным набором при 

отсутствии датчика x1 (t) и для второго варианта синтеза, так как 

на основе первого уравнения системы (19) можно построить 

редуцированный наблюдатель для оценивания x2 (t). Общий по-

рядок наблюдателя при этом равен трем. Если x1 (t) измеряется, 

то при дополнительных измерениях x3 (t) с помощью наблюда-

теля третьего порядка можно получить оценки остальных пере-

менных инвариантно к возмущениям.  
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При жестком типе сочленения манипулятора с валом двига-

теля учитываемую динамику исполнительного устройства мож-

но сократить и в качестве уравнений движения рассматривать 

систему третьего порядка вида 

(20) 

,

),(sin

,

3332323

3232221212

21

buxcxcx

txcxcxcx

xx













  

где x1, x2 – угловые положение и скорость манипулятора;  

x3 – ток якоря; cij, b – конструктивные параметры (черта сверху 

означает, что данный параметр точно не известен); η (t) ≠ 0.  

Как видим, в системе (20) условия леммы не выполнены. 

Если регулируемая переменная x1 (t) не измеряется, то в узкой 

постановке нельзя получить ее оценку по измерениям x2 (t), 

x3 (t). Даже при отсутствии неопределенностей, а именно c21, c22, 

c23, η (t) = 0, с помощью наблюдателя первого порядка можно 

восстановить c21 sin x1. Но при этом нельзя однозначно опреде-

лить положение манипулятора, так как данная функция не явля-

ется монотонной и не имеет обратной на всей области опреде-

ления.  

Таким образом, для первого варианта синтеза системы сле-

жения на основе модели объекта (20) требуется датчик x1 (t). 

Для второго варианта синтеза следящей системы минимальный 

набор состоит из двух датчиков x1 (t), x3 (t), при этом на основе 

первого уравнения системы (20) можно построить редуцирован-

ный наблюдатель для оценивания x2 (t).  

Пример построения редуцированного наблюдателя для 

многозвенного манипулятора, движения которого описываются 

матричными уравнениями типа (20), представлен в работе [5]. 

Результаты моделирования замкнутых систем (19), (20) 

с различными комплектами датчиков и с соответствующими 

редуцированными наблюдателями подтвердили их работоспо-

собность [1, 6, 7]. 
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CONSTRUCTION OF REDUCED STATE OBSERVERS 

FOR SYSTEMS WITH AFFINE DISTURBANCES 

Dmitry Krasnov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, researcher (dim93kr@mail.ru) 

Abstract: The object of study is linear single-channel systems with affine parametric 

and external disturbances, presented in the so-called triangular form "input-

output". The relative degree in control is equal to the dimension of the state vector 

and does not change upon transition to the canonical form "input-output" under the 

assumption of smoothness of external disturbances. It is known that for such sys-

tems, only by measuring the output variable, it is possible to construct an observer 
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of mixed variables and restore linear combinations of state variables and external 

influences with a given accuracy. The estimates obtained are sufficient for the syn-

thesis of dynamic feedback, which provides tracking of the output variable of a giv-

en signal. The paper considers an important practical case when, for a certain set 

of sensors, the output (adjustable) variable is not measured. It is necessary to de-

sign a reduced state observer for its evaluation in order to proceed to the construc-

tion of a mixed variables observer. First, motivating examples of second-order sys-

tems with different dimensions and different channels of action of external disturb-

ances are considered. It is shown that when measuring both state variables with the 

help of piecewise linear corrective actions of the state observer, it is possible to 

restore external disturbances by their influence on the system (i.e., without using a 

dynamic disturbance generator). Conditions are formulated under which this prin-

ciple can also be used in a system with external disturbances and incomplete meas-

urements to restore an unmeasured state variable. The results obtained are extend-

ed to finite-dimensional single-channel systems of arbitrary order with affine dis-

turbances, in which the output variable is not measured. The conditions of existence 

and the method of synthesis of a reduced observer with a piecewise-linear correc-

tive action, which gives an estimate of the output variable, are formalized. The de-

veloped approach does not require the identification of external disturbances and 

solves the problem of observing the output variable with any given accuracy. 

Keywords: linear systems, disturbances, reduced state observer, piecewise-

linear correction. 
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О КЛАССЕ ДВУХ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ УПРАВЛЕНИЯ
В ЗАДАЧЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ДВУХ
НЕСИНХРОННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ 1

Берлин Л. М.2 , Галяев А. А.3 , Кравцова С. К.4

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Рассматривается задача быстродействия в системе, состоящей из двух
несинхронных осцилляторов. Исследуемая постановка имеет ряд отличитель-
ных особенностей, таких как, например, то, что каждый из осцилляторов си-
стемы управляется единым ограниченным скалярным управлением, целью ко-
торого является разгон первого осциллятора из состояния покоя в заданное
положение. В терминальный момент фазовые координаты второго осцилля-
тора снова становятся равными нулю. Оптимальное управление в данной за-
даче имеет релейный вид, поэтому ключевыми являются решения с различным
количеством переключений управления. Базовым является случай с тремя пе-
реключениями, так как в данном классе управления достаточно использовать
решение системы уравнений динамики. Для большего количества неизвестных
моментов переключения известны необходимые условия оптимальности, поз-
воляющие рассматривать произвольные классы управления. При различных вы-
рождениях указанных классов происходит изменение количества переключений
управления. Интерес представляет класс двух переключений, для значений па-
раметров которого выписаны функциональные зависимости. Проведено ма-
тематическое моделирование для иллюстрации полученных аналитических ре-
зультатов.

Ключевые слова: принцип максимума Понтрягина, релейное управле-
ние, осцилляторы.

1. Введение

Задачи с недостатком ресурса управления, когда размерность
вектора управления меньше или значительно меньше размерно-
сти пространства состояний физической системы, имеют широ-
кое применение на практике. Колебательные системы, такие как

1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта молодёжной науч-
ной школы «Методы оптимизации и планирования движения управляемых объ-
ектов».

2 Леонид Михайлович Берлин, математик (berlin.lm@phystech.edu).
3 Андрей Алексеевич Галяев, д.т.н., г.н.с (galaev@ipu.ru).
4 Софья Константиновна Кравцова, техник (kravtsovasofja@mail.ru).
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Математическая теория управления

механические системы [4, 8, 10] или квантовые осцилляторы [11],
управляемые одной внешней силой, являются примерами подоб-
ных систем. Движение балки Тимошенко, которое описывается
динамикой управляемой системы, состоящей из 𝑁 осцилляторов,
совершающих вынужденные колебания под действием скалярной
и ограниченной силы, по энергетическому критерию было рас-
смотрено в работе [10]. Задача быстродействия для платформы
с осцилляторами, которая может описывать малые перемещения
платформы с упругими звеньями или сосуда с жидкостью, иссле-
дуется в [4]. Задача синтеза оптимального управления по крите-
рию максимума изменения энергии колебаний системы осцилля-
торов за заданное время с управлением по частоте приводится
в [6]. Ввиду трудности нахождения аналитического решения за-
дач управления отдельный интерес представляет синтез асимп-
тотически оптимального управления для системы, состоящей из
произвольного числа линейных осцилляторов при общем ограни-
ченном управлении, который получен в [8].

Исследуются задачи оптимального управления при помощи
принципа максимума Понтрягина, началом разработки которого
послужил в 50-х годах ХХ века семинар по теории колебаний и
автоматическому управлению Л.С. Понтрягина и М.А. Айзерма-
на, где, в частности, рассматривалась задача оптимального быст-
родействия одиночным осциллятором [9], для которой В.Г. Бол-
тянский осуществил синтез оптимального управления [3]. В свою
очередь, для систем осцилляторов зачастую необходимо, чтобы
одна из подсистем как можно быстрее пришла в требуемое поло-
жение, тогда как другие подсистемы должны остаться в состоя-
нии покоя в терминальный момент. Задача быстродействия систе-
мы уже многих маятников исследовалась Ф.Л. Черноусько в [5],
где и была отмечена существенная аналитическая сложность по-
лучения решения, а само решение для двух осцилляторов бы-
ло предложено только в частном случае отношения частот. При
поиске решения задачи оптимального управления ключевым во-
просом является исследование достижимости и управляемости.
Для системы двух несинхронных осцилляторов с ограниченным
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и скалярным управлением показана сильная достижимость и гло-
бальная управляемость [1].

Настоящая работа является продолжением исследования си-
стемы, состоящей из двух несинхронных осцилляторов, и на-
правлена на математическое описание класса двух переключений
управления, который зачастую наблюдается при различных типах
вырождений классов с большим числом переключений управле-
ния. Такая ситуация возникает, например, когда либо обнуляется
крайний интервал в случае управления с тремя переключения-
ми, либо становится равным нулю любой внутренний интервал
в классе четырёх переключений.

Структура работы по исследованию класса двух переключе-
ний в задаче быстродействия для двух несинхронных осцилля-
торов включает в себя 3 раздела. В разделе 1 обсуждается по-
становка задачи оптимального управления, приводятся получен-
ные авторами ранее необходимые условия экстремума в задан-
ном и произвольном классе переключений управления. В разде-
ле 2 формулируются и доказываются функциональные зависи-
мости для класса двух переключений. Раздел 3 посвящен иллю-
страции полученных результатов, в частности, математическому
моделированию множества достижимости первого осциллятора
и критерия задачи.

2. Постановка и решение задачи оптимального
управления

Рассматривается система из двух несинхронных осциллято-
ров (т.е. имеющих различные собственные частоты колебаний:
𝜔1 ̸= 𝜔2). Управление 𝑢(𝑡) входит симметрично в уравнения для
импульсов осцилляторов. Динамика такой линейной управляе-
мой системы описывается следующими уравнениями:

(1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑞1(𝑡) = 𝑝1(𝑡),

𝑝̇1(𝑡) = −𝜔2
1𝑞1(𝑡) + 𝑢(𝑡),

𝑞2(𝑡) = 𝑝2(𝑡),

𝑝̇2(𝑡) = −𝜔2
2𝑞2(𝑡) + 𝑢(𝑡),

𝑥 = (𝑞1, 𝑝1, 𝑞2, 𝑝2)
⊤ ∈ R4.
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Система (1) может быть переписана в матричной форме

(2)

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0

−𝜔2
1 0 0 0

0 0 0 1
0 0 −𝜔2

2 0

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0
1
0
1

⎞⎟⎟⎠ .

Стоит отметить, что число ненулевых компонент вектора управ-
ления 𝐵 меньше размерности системы и само управление огра-
ничено значением 𝜀, которое является параметром задачи:
(3) 𝑢(𝑡) ∈ [−𝜀, 𝜀] = 𝑈.

В начальный момент времени фазовые координаты осцилля-
торов совпадают с началом координат фазовой плоскости, т.е. их
координаты и импульсы равны нулю. В терминальный момент
фазовые координаты второго осциллятора становятся равными
нулю, в то время как первый осциллятор переводится в состоя-
ние (𝑞𝑇0

1 , 𝑝𝑇0
1 ), которое также является параметром задачи. Явный

вид граничных условий выглядит следующим образом:
(4) 𝑥(0) = 𝑥0 = (0, 0, 0, 0)⊤,

(5) 𝑥(𝑇0) = 𝑥𝑇0 = (𝑞𝑇0
1 , 𝑝𝑇0

1 , 0, 0)⊤,

где за 𝑇0 обозначено общее время движения системы из началь-
ного состояния в конечное, которое выбрано в качестве критерия
задачи:

(6) 𝑇0 =

∫︁ 𝑇0

0
𝑑𝑡 → min

𝑢∈𝑈
.

Для задачи (1)–(6) в работах [2, 7] получен релейный вид
оптимального управления
(7) 𝑢*(𝑡) = 𝜀(𝐶1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡) + 𝐶2𝑠𝑖𝑛(𝜔1𝑡) + 𝐶3𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡) + 𝐶4𝑠𝑖𝑛(𝜔2𝑡))

и определены следующие величины: момент переключения
управления 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝐾− 1, 𝐾 ∈ N, когда управление меняет
знак на противоположный, и длительность интервала управления
𝜏𝑛, 𝑛 = 1, . . . ,𝐾, в течение которого управление сохраняет знак
после достижения соответствующего момента переключения.

Определение 1. Класс 𝐾 − 1 переключения соответствует
решению, в котором оптимальное управление имеет 𝐾−1 пере-
ключение.
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Решение системы (1) с условиями (4)–(5), принимая во вни-
мание не только количество переключений 𝐾−1, но и знак управ-
ления на первом интервале, выписывается в виде
(8)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
∑︀𝐾

𝑗=1(−1)𝑗+1cos
(︁
𝜔1

∑︀𝐾
𝑖=𝑗 𝜏𝑖

)︁
− cos

(︁
𝜔1

∑︀𝐾
𝑖=1 𝜏𝑖

)︁
=

= (−1)𝐾−1 + (−1)𝑘+1 𝑞
𝑇0
1 𝜔2

1

𝜀 ,

2
∑︀𝐾

𝑗=1(−1)𝑗+1sin
(︁
𝜔1

∑︀𝐾
𝑖=𝑗 𝜏𝑖

)︁
− sin

(︁
𝜔1

∑︀𝐾
𝑖=1 𝜏𝑖

)︁
=

= (−1)𝑘
𝑝
𝑇0
1 𝜔1

𝜀 ,

2
∑︀𝐾

𝑗=1(−1)𝑗+1cos
(︁
𝜔2

∑︀𝐾
𝑖=𝑗 𝜏𝑖

)︁
− cos

(︁
𝜔2

∑︀𝐾
𝑖=1 𝜏𝑖

)︁
= (−1)𝐾−1,

2
∑︀𝐾

𝑗=1(−1)𝑗+1sin
(︁
𝜔2

∑︀𝐾
𝑖=𝑗 𝜏𝑖

)︁
− sin

(︁
𝜔2

∑︀𝐾
𝑖=1 𝜏𝑖

)︁
= 0,

где дополнительный параметр 𝑘, равный 0 или 1, соответствует
начальному управлению 𝜀 и −𝜀 соответственно. Доказана следу-
ющая теорема.

Теорема 1 Необходимые условия экстремума. Любое реше-
ние задачи (1)–(6) в классе релейных управлений (7) удовлетворя-
ет системе (8) и уравнениям

(9) det

⎛⎜⎜⎝
cos(𝜔1𝑡𝑖) cos(𝜔1𝑡𝑖+1) cos(𝜔1𝑡𝑖+2) cos(𝜔1𝑡𝑖+3)
sin(𝜔1𝑡𝑖) sin(𝜔1𝑡𝑖+1) sin(𝜔1𝑡𝑖+2) sin(𝜔1𝑡𝑖+3)
cos(𝜔2𝑡𝑖) cos(𝜔2𝑡𝑖+1) cos(𝜔2𝑡𝑖+2) cos(𝜔2𝑡𝑖+3)
sin(𝜔2𝑡𝑖) sin(𝜔2𝑡𝑖+1) sin(𝜔2𝑡𝑖+2) sin(𝜔2𝑡𝑖+3)

⎞⎟⎟⎠ = 0,

𝑖 = 1, . . . ,𝐾 − 4.

В следующей главе будет подробно рассмотрен класс двух
переключений управления (𝐾 − 1 = 2).

3. Класс двух переключений

Класс двух переключений охватывает все решения задачи
оптимального управления (1)–(6), в которых оптимальное управ-
ление представлено кусочно-постоянной функцией (см. рис. 1).

Система (8) для различных конечных состояний первого ос-
циллятора (𝑝𝑇0

1 , 𝑞𝑇0
1 ) и двух переключений управления записыва-

ется в следующем виде:
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Рис. 1. Cвязь переменных 𝜏 и 𝑡 при начальном управлении

(10)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cos(𝜔1(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2cos(𝜔1(𝜏2 + 𝜏3)) + 2cos(𝜔1𝜏3) =

= 1 + (−1)𝑘+1 𝑞
𝑇0
1 𝜔2

1

𝜀 ,
sin(𝜔1(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2 sin(𝜔1(𝜏2 + 𝜏3)) + 2sin(𝜔1𝜏3) =

= (−1)𝑘
𝑝
𝑇0
1 𝜔1

𝜀 ,
cos(𝜔2(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2cos(𝜔2(𝜏2 + 𝜏3)) + 2cos(𝜔2𝜏3) = 1,
sin(𝜔2(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2sin(𝜔2(𝜏2 + 𝜏3)) + 2sin(𝜔2𝜏3) = 0.

Если полученную систему (10) из четырёх уравнений рас-
сматривать относительно неизвестных 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3, 𝑞𝑇0

1 , 𝑝𝑇0
1 , то,

неявно разрешив эти уравнения, можно построить кривую на фа-
зовой плоскости первого осциллятора, соответствующую классу
двух переключений, что и будет показано в разделе, посвящён-
ному моделированию. Для этого в следующей лемме приводится
параметрическая зависимость 𝜏2(𝜏1) и 𝜏3(𝜏1), используя послед-
ние два уравнения системы (10), которые не содержат 𝑞𝑇0

1 , 𝑝𝑇0
1 .

Лемма 1. В классе двух переключений функциональные за-
висимости для длительностей интервалов управления 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3
выглядят следующим образом:

(11)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜏3 = 𝜏1 +

2𝜋𝑧1
𝜔2

, 𝑧1 ∈ Z,

𝜏2 =
2

𝜔2
arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+

2𝜋𝑧4
𝜔2

, 𝑧4 ∈ Z,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜏3 = −𝜏1 +

2𝜋𝑧2
𝜔2

, 𝑧2 ∈ Z,

𝜏2 =
2𝜋𝑧8
𝜔2

, 𝑧8 ∈ Z.

Доказательство.
Рассматриваются отдельно последние два уравнения систе-

мы (10):

(12)
cos(𝜔2(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2cos(𝜔2(𝜏2 + 𝜏3)) = 1− 2cos(𝜔2𝜏3),
sin(𝜔2(𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3))− 2sin(𝜔2(𝜏2 + 𝜏3)) = −2sin(𝜔2𝜏3).
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Представленные уравнения возводятся в квадрат и суммиру-
ются, что приводит к следующему равенству:
(13) 1− 4cos(𝜔2𝜏3) + 4 = 1 + 4− 4cos(𝜔2𝜏1),

cos(𝜔2𝜏3) = cos(𝜔2𝜏1),
cos(𝜔2𝜏3)− cos(𝜔2𝜏1) = 0,

−2sin
(︀
𝜔2𝜏3+𝜔2𝜏1

2

)︀
sin

(︀
𝜔2𝜏3−𝜔2𝜏1

2

)︀
= 0.

Откуда следуют два периодических решения уравнения (13):

(14)

[︂
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,
𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,

которые для проверки подставляются в последние два уравнения
системы (10):

(15)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,

cos(𝜔2(2𝜏1 + 𝜏2))− 2cos(𝜔2(𝜏2 + 𝜏1)) + 2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

sin(𝜔2(2𝜏1 + 𝜏2))− 2sin(𝜔2(𝜏2 + 𝜏1)) + 2sin(𝜔2𝜏1) = 0,⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,

cos(𝜔2𝜏2)− 2cos(𝜔2(𝜏2 − 𝜏1)) + 2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

sin(𝜔2𝜏2)− 2sin(𝜔2(𝜏2 − 𝜏1))− 2sin(𝜔2𝜏1) = 0.
Дальнейшая проверка решений (14) с целью исключения по-

сторонних корней будет продолжена после нахождения дополни-
тельных функциональных зависимостей, для чего складываются
квадраты двух последних уравнений системы (10):
(16) 2 + cos(𝜔2(𝜏1 + 𝜏2))− 2cos(𝜔2𝜏2)− cos(𝜔2𝜏1) = 0.

Дальнейшие преобразования направлены на разделение пе-
ременных в уравнении (16).

2 + cos(𝜔2𝜏1)cos(𝜔2𝜏2)− sin(𝜔2𝜏1)sin(𝜔2𝜏2)− 2cos(𝜔2𝜏2) = cos(𝜔2𝜏1),
cos(𝜔2𝜏2)(cos(𝜔2𝜏1)− 2) + 2− cos(𝜔2𝜏1) = sin(𝜔2𝜏1)sin(𝜔2𝜏2),

(cos(𝜔2𝜏1)− 2)(cos(𝜔2𝜏2)− 1) = sin(𝜔2𝜏1)sin(𝜔2𝜏2).

Можно оставить с одной стороны слагаемые, зависящие
только от 𝜏1, а с другой стороны – от 𝜏2, выполнив деление по-
следнего равенства на (cos(𝜔2𝜏1)− 2) и на sin(𝜔2𝜏2):

(17)

sin(𝜔2𝜏1)
cos(𝜔2𝜏1)−2 = cos(𝜔2𝜏2)−1

sin(𝜔2𝜏2)
,

sin(𝜔2𝜏1)
cos(𝜔2𝜏1)−2 = −1−cos(𝜔2𝜏2)

sin(𝜔2𝜏2)
,

sin(𝜔2𝜏1)
cos(𝜔2𝜏1)−2 = −tg

(︀
𝜔2𝜏2
2

)︀
.
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Деление определяет ещё одно возможное решение
(18) 𝜔2𝜏2 = 𝜋𝑧3, 𝑧3 ∈ Z.
Из (17) следует выражение для 𝜏2:

(19)
𝜔2𝜏2
2

= arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z.

Требуется проверить решения (18) и (19) на наличие посторонних
корней путём подстановки в систему (15).

Случай 𝜔2𝜏2 = 𝜋𝑧3, 𝑧3 ∈ Z:

(20)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,

𝜔2𝜏2 = 𝜋𝑧3, 𝑧3 ∈ Z,
(−1)𝑧3cos(2𝜔2𝜏1)− 2(−1)𝑧3cos(𝜔2𝜏1) + 2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

(−1)𝑧3sin(2𝜔2𝜏1)− 2(−1)𝑧3sin(𝜔2𝜏1) + 2sin(𝜔2𝜏1) = 0,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,

𝜔2𝜏2 = 𝜋𝑧3, 𝑧3 ∈ Z,
(−1)𝑧3 − 2(−1)𝑧3cos(𝜔2𝜏1) + 2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

2(−1)𝑧3sin(𝜔2𝜏1)− 2sin(𝜔2𝜏1) = 0.

Далее каждая система из совокупности (20) рассматривается по
отдельности.

Первая система для нечётных 𝑧3 = 2𝑧5 + 1, 𝑧5 ∈ Z:

(21)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,
𝜔2𝜏2 = 𝜋(2𝑧5 + 1), 𝑧5 ∈ Z,

−cos(2𝜔2𝜏1) + 4cos(𝜔2𝜏1) = 1,

−sin(2𝜔2𝜏1) + 4sin(𝜔2𝜏1) = 0.
𝜔2𝜏1 = 𝜋𝑧6, 𝑧6 ∈ Z, является решением последнего уравнение
системы (21), но не удовлетворяет остальным.

Первая система для чётных 𝑧3 = 2𝑧5, 𝑧5 ∈ Z:

(22)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,

𝜔2𝜏2 = 𝜋(2𝑧5), 𝑧5 ∈ Z,
cos(2𝜔2𝜏1) = 1,

sin(2𝜔2𝜏1) = 0,
решением которой является
(23) 𝜔2𝜏1 = 𝜋𝑧7, 𝑧7 ∈ Z.
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Вторая система для нечётных 𝑧3 = 2𝑧8 + 1, 𝑧8 ∈ Z:

(24)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,
𝜔2𝜏2 = 𝜋(2𝑧8 + 1), 𝑧8 ∈ Z,

2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

−4sin(𝜔2𝜏1) = 0
решений не имеет.

Вторая система для чётных 𝑧3 = 2𝑧8, 𝑧8 ∈ Z:

(25)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,

𝜔2𝜏2 = 𝜋(2𝑧8), 𝑧8 ∈ Z,
1− 2cos(𝜔2𝜏1) + 2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

2sin(𝜔2𝜏1)− 2sin(𝜔2𝜏1) = 0.
выполнена тождественно.

Проверка (19) для первой системы:

(26)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,
𝜔2𝜏2
2

= arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z,

cos

(︂
2𝜔2𝜏1 + 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
−

−2cos

(︂
𝜔2𝜏1 + 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
+

+2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

sin

(︂
2𝜔2𝜏1 + 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
−

−2sin

(︂
𝜔2𝜏1 + 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
+

+2sin(𝜔2𝜏1) = 0.
Используя вспомогательные равенства

(27)

cos
(︁
2arctg

(︁
sin(𝜔2𝜏1)

2−cos(𝜔2𝜏1)

)︁)︁
= 4−4cos(𝜔2𝜏1)+cos(2𝜔2𝜏1)

5−4cos(𝜔2𝜏1)
,

sin
(︁
2arctg

(︁
sin(𝜔2𝜏1)

2−cos(𝜔2𝜏1)

)︁)︁
= 4sin(𝜔2𝜏1)−sin(2𝜔2𝜏1)

5−4cos(𝜔2𝜏1)
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можно показать, что уравнения системы (26) выполнены тожде-
ственно.

Проверка решения (19) для второй системы:

(28)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,
𝜔2𝜏2
2

= arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z,

cos

(︂
2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
−

−2cos

(︂
2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
− 𝜔2𝜏1

)︂
+

+2cos(𝜔2𝜏1) = 1,

sin

(︂
2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂)︂
−

−2sin

(︂
2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
− 𝜔2𝜏1

)︂
−

−2sin(𝜔2𝜏1) = 0.
Преобразования для последнего уравнения системы (28):

(29)

4sin(𝜔2𝜏1)−sin(2𝜔2𝜏1)
5−4cos(𝜔2𝜏1)

(1− 2cos(𝜔2𝜏1))+

+2sin(𝜔2𝜏1)
(︁
4−4cos(𝜔2𝜏1)+cos(2𝜔2𝜏1)

5−4cos(𝜔2𝜏1)
− 1

)︁
= 0.

2sin(𝜔2𝜏1)− 5sin(2𝜔2𝜏1) + 2sin(3𝜔2𝜏1) = 0,
2sin(𝜔2𝜏1)− 10sin(𝜔2𝜏1)cos(𝜔2𝜏1) + 6sin(𝜔2𝜏1)cos

2(𝜔2𝜏1)−
−2sin3(𝜔2𝜏1) = 0,

sin(𝜔2𝜏1)
(︀
2− 10cos(𝜔2𝜏1) + 6cos2(𝜔2𝜏1)− 2sin2(𝜔2𝜏1)

)︀
= 0,

sin(𝜔2𝜏1)cos(𝜔2𝜏1) (10 + 8cos(𝜔2𝜏1)) = 0.

(30)

⎡⎣ 𝜔2𝜏1 = 𝜋𝑧9, 𝑧9 ∈ Z,

𝜔2𝜏1 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑧10, 𝑧10 ∈ Z.

Только первое решение из совокупности (30) удовлетворяет
третьему уравнению системы (28), которое после преобразований
принимает вид
(31) cos(2𝜔2𝜏1)− 2cos(3𝜔2𝜏1) + 2cos(𝜔2𝜏1)− 8sin2(𝜔2𝜏1) = 1.
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Все результаты объединяются в единую совокупность

(32)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜔2𝜏2 = 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 2𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z,⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏2 =
2𝜋𝑧5
𝜔2

, 𝑧5 ∈ Z,

𝜏1 =
𝜋𝑧7
𝜔2

, 𝑧7 ∈ Z,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜏2 =

2𝜋𝑧8
𝜔2

, 𝑧8 ∈ Z,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜔2𝜏2 = 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 2𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z,

𝜏1 =
𝜋𝑧9
𝜔2

, 𝑧9 ∈ Z.
Для каждой из систем можно отметить, что последняя систе-

ма является частным случаем всей совокупности, поэтому спра-
ведливы следующие упрощения:

(33)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜔2𝜏3 = 𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧1, 𝑧1 ∈ Z,

𝜔2𝜏2 = 2arctg

(︂
sin(𝜔2𝜏1)

2− cos(𝜔2𝜏1)

)︂
+ 2𝜋𝑧4, 𝑧4 ∈ Z,{︃

𝜔2𝜏3 = −𝜔2𝜏1 + 2𝜋𝑧2, 𝑧2 ∈ Z,
𝜔2𝜏2 = 2𝜋𝑧8, 𝑧8 ∈ Z,

которое и заканчивает доказательство леммы.
В следующей главе приводится иллюстрация полученных

теоретических результатов.

4. Моделирование

Рассматривается задача оптимального управления (1)–(6)
с параметрами
(34) 𝜀 = 0,4, 𝜔1 = 1, 𝜔2 = 1,4.

Ранее для некоторых конечных состояний первого осцилля-
тора (𝑞𝑇0

1 , 𝑝𝑇0
1 ) рассматривались различные управления, в том чис-

ле с тремя и четырьмя переключениями, где фазовая плоскость
34
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первого осциллятора была размечена соответствующими класса-
ми переключений [7].

Используя утверждение леммы 1, можно, фиксируя различ-
ные значения 𝜏1, вычислить длительности 𝜏2, 𝜏3 и построить
множество достижимости для первого осциллятора в классе двух
переключений с релейным управлением, подставляя вычислен-
ные длительности интервалов в первые два уравнения системы
(10). После указанных операций требуется сравнить значение
критерия для различного количества переключений.

Для исследуемого множества на фазовой плоскости первого
осциллятора только четыре кривые, найденные по лемме 1, могут
считаться оптимальными среди рассматриваемых классов. (см.
рис. 2)

Рис. 2. Фазовая плоскость первого осциллятора

Различными цветами на рис. 2 обозначены классы трёх и че-
тырёх переключений с различными управлениями на начальном
интервале. Обнуление крайнего интервала управления в классе
трёх переключений приводит к зелёной и голубой кривым клас-
са двух переключений, которые разделяют классы трёх переклю-
чений. Обнуление внутреннего интервала управления в классе
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четырёх переключений приводит к классу двух переключений,
показанных оранжевой и фиолетовой кривой.

Для иллюстрации множества достижимости каждой точке
исследуемой фазовой плоскости первого осциллятора будет по-
ставлен в соответствие критерий задачи. Для удобства весь класс
трёх переключений выделен красным цветом, четырёх – зелёным.
(см. рис. 3)

Рис. 3. Зависимость критерия задачи от конечных состояний
первого осциллятора

5. Выводы

В работе рассмотрена задача оптимального управления дву-
мя несинхронными осцилляторами. Релейный вид оптимального
управления определяется количеством переключений управляю-
щего воздействия. Подробно рассмотрен класс двух переключе-
ний, который получается при различных вырождениях последу-
ющих классов и обнулении длительностей интервалов управле-
ния. Для указанного класса получены функциональные зависи-
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мости между переменными и параметрами задачи, что позволило
провести математическое моделирование для иллюстрации при-
ведённых аналитических результатов.
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Abstract: The time-optimal control problem in a system consisting of two non-
synchronous oscillators is considered. The studied formulation has a number of
distinctive features, such as, for example, that each of the oscillators is controlled by
a common bounded scalar control and the goal is to accelerate the first oscillator
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basic one is the three-switching control class and for a larger number of unknown
switching moments the necessary optimality conditions are known. The two-switching
control class obtained by degeneracies is of interest, where functional dependences
are written out for the values of interval durations. Mathematical modeling was
carried out to illustrate the obtained analytical results.

Keywords: Pontryagin’s maximum principle, relay control, oscillators.

УДК 517.9
ББК 32.96

DOI: 10.25728/ubs.2023.101.2

Статья представлена к публикации
членом редакционной коллегии Г.А. Угольницким.

Поступила в редакцию 17.01.2023.
Дата опубликования 31.01.2023.

38



 

Анализ и синтез систем управления 

39 

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ  
И СЛОЖНОСТЬ ПРОЦЕССА НЕЯВНОЙ  

АДАПТАЦИИ СЕТОЧНОЙ МОДЕЛИ  
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

К НАГРЕВАЕМОМУ ВЕЩЕСТВУ1 

Жуков П. И.2, Фомин А. В.3 

(Старооскольский технологический институт  

им. А.А. Угарова (филиал) НИТУ «МИСиС»,  

Старый Оскол) 

Глущенко А. И.4 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Рассматривается процесс адаптации численной модели нестационарной теп-

лопроводности, реализованной при помощи методов конечных разностей. Для 

классического представления данных моделей в большинстве приложений и за-

дач уже доказана алгоритмическая устойчивость, но в данном случае рас-

сматривается задача, связанная с параметрической адаптацией уравнения не-

стационарной теплопроводности к нагреваемому веществу, выполненной при 

помощи решения смежной вариационной задачи. Основа данного подхода пред-

полагает замену теплофизических параметров рассматриваемого уравнения 

на свободно настраиваемые параметры и их коррекцию («обучение модели») 

методом стохастического градиента. Чтобы избежать попадания в области 

неустойчивости при «обучении», необходимы ограничения на введенные 

настраиваемые параметры. В данной работе такие ограничения получены на 

основании доказанных условий устойчивости классической конечно-разност-

ной модели нестационарной теплопроводности. В результате численного экс-

перимента было установлено, что предлагаемые ограничения позволяют 

в среднем увеличить количество устойчивых начальных условий на 14%, увели-

чить количество попаданий в устойчивые траектории на 61%. Также было 

проведено аналитическое сравнение порядков роста алгоритмической сложно-

сти классической и модифицированной модели. В результате расчетов было 

установлено, что обе модели имеют порядок роста О(n4), что было подтвер-

ждено численным экспериментом. 

                                                      
1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Президента РФ 

(МД.1787.2022.4). 
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3 Андрей Вячеславович Фомин, к.т.н., доцент (verner444@yandex.ru). 
4 Антон Игоревич Глущенко, д.т.н., в.н.с. (aiglush@ipu.ru). 
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Ключевые слова: сеточная модель, нестационарная теплопроводность, 

адаптация, градиентный метод, алгоритмическая сложность, вычисли-

тельная устойчивость. 

1. Введение 

Глобальный тренд на цифровизацию промышленности 

[12, 16] привел к росту популярности неклассических подходов 

к управлению, таких как Advanced Process Control (APC) [14, 20]. 

В основе таких систем лежит идея построения надсистем опти-

мизации [9, 11, 17], связывающих локальные контура управления 

с некоторыми предиктивными моделями [14, 18], которые агре-

гируют информацию, обрабатывают её и выдают эффективные 

уставки обратно в упомянутые локальные контура. 

Примером объектов, для которых особенно актуально при-

менение подобных подходов, являются нагревательные печи, 

осуществляющие высокотемпературный нагрев. В контексте не-

прерывного производства чаще всего применяют проходные 

многозонные печи (рис. 1), где нагрев происходит в процессе 

движения заготовки от посада к выдаче. Особую популярность 

такие печи получили в металлургии и тяжелом машиностроении. 

... ... ...

......... ...... ......
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Рис. 1. Обобщенная схема многозонной проходной печи 
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Такого рода объекты крайне энергоемки [9, 13] из-за своего 

объема и температурных уставок, поэтому для них актуальна 

проблема повышения их энергоэффективности. Однако из-за об-

щей нестационарности процесса нагрева без применения предик-

тивных моделей реализация управления, являющегося оптималь-

ным как с точки зрения прогрева заготовок, так и с точки зрения 

расхода теплоносителя, является весьма нетривиальной задачей. 

Одной из основных предиктивных моделей в контексте 

надсистемы оптимизации должна служить математическая мо-

дель нагрева заготовок, которая способна работать в режиме опе-

режения реального времени и прогнозировать итоговую темпера-

туру заготовки еще до того, как процесс нагрева завершится. Ис-

пользуя подобную систему, возможно решать обратные или ква-

зиобратные задачи и получать более оптимальные кривые 

нагрева (графики уставок по температуре для зон печи в различ-

ные моменты времени в соответствии с технологическими допус-

ками). 

Подобная предиктивная модель может быть построена при 

помощи методов машинного обучения [6, 21] или при решении 

некоторой краевой задачи [8, 19]. Последний подход в данном 

случае является «классическим», и чаще всего краевая задача ста-

вится на базе уравнения нестационарной теплопроводности 

(1) ( )
T

div a T
t


 


, 

где а – это коэффициент температуропроводности, ∇Т – градиент 

температуры по пространству, T – температура заготовки. 

Граничные условия определяются, исходя из контекста мо-

делируемой области, но для высокотемпературного нагрева 

в проходных печах чаще всего применяют условия 3-го рода: 

(2) 
4 4( ( ) ) ([ ( )] [ ] )

T
U t T U t T

l
   


     


. 

Здесь U(t) – это температура нагревающей среды; κ – коэф-

фициент теплообмена; l – нормаль к поверхности нагреваемого 

вещества; λ – теплопроводность нагреваемого материала;  

σ – постоянная Стефана – Больцмана. 
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Как правило, построение модели на основании (1) и ( ) про-

исходит при помощи сеточных преобразований и получения мо-

дели конечных разностей (МКР) и, как для любой численной мо-

дели, для неё необходим анализ устойчивости получаемого реше-

ния. На сегодняшний день устойчивость базовых численных ме-

тодов для разностных схем доказана и приводится, например, 

в работе [2]. Тем не менее, задача анализа разностных схем всё 

еще является крайне актуальной из-за обилия различных прило-

жений, в том числе и неклассических [1, 7, 10]. 

В работе [5] рассматривается одно из таких неклассических 

приложений метода конечных разностей, основанное на решении 

смежной вариационной задачи для устранения проблемы пара-

метрической адаптации численного решения (1)–( ) к нагревае-

мому веществу. Основной идеей, предлагаемой в [5], является за-

мена теплофизических параметров уравнения (1) на некоторые 

безразмерные величины и их дальнейшая оптимизация. По-

скольку данное решение предполагает замены в структуре диф-

ференциального уравнения, то становятся актуальными вопросы 

сохранения устойчивости численного решения предлагаемой 

смежной вариационной задачи. 

Предполагается, что существуют такие ограничения на вве-

денные настраиваемые безразмерные величины, которые позво-

ляют без приведения этих величин к размерностям исходных фи-

зических параметров сохранить устойчивость модифицирован-

ной модели, гарантированную исходной МКР, и обеспечивают 

сходимость такого модифицированного решения к решению 

дифференциального уравнения. Основной целью данной работы 

является получение таких ограничений. 

2. Анализ критериев устойчивости  
модифицированной модели 

Пусть имеется уравнение нестационарной теплопроводно-

сти в двумерном представлении: 

(3) 
2 2

2 2

( )

( ) ( )

T Т T T

t Т с Т x y





   
   

    
, 
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где λ(Т) – функция теплопроводности от температуры;  

ρ(Т) – функция плотности от температуры; с(Т) – функция тепло-

емкости от температуры. 

На основании (3) строится модель конечных разностей 

(МКР) в виде системы с покоординатным расщеплением: 

(4) 

1 1 1 1

2 2 2 2
, , 1 1

2

1 1 1 1

, , 1 1

2

2
( ) ( ) ( ) ,

2
( ) ( ) ( ) .

n n n nn

x y x y x x x

x

n n n n n

x y x y y y y

y

T T T T T
Т с Т Т

h

T T T T T
Т с Т Т

h

 


 


   

 

   

 

    
              

      


            
       

, 

где hx – шаг сетки вдоль Ox; hy – шаг сети вдоль Oy; τ – шаг вдоль 

временной оси. 

Решение МКР (4) сводится к решению двух СЛАУ, где  

х  [1, Nx], y  [1, Ny], которое может быть обобщено в виде 

(5) 

1 1 1

2 2 2
1 1

1 1 1

1 1

,

.

n n n

x x x x x x x

n n n

y y y y y y y

A T B T C T F

A T B T C T F

  

 

  

 


      

      

 

Уравнения в системе (5) называются трехточечными раз-

ностными уравнениями второго порядка. Известно, что их можно 

привести к двухточечному виду, уменьшив при этом порядок. 

Для этого введем два коэффициента α и β: 

(6) 

1 1

2 2
1

1 1

1

,

.

n n

x x x x

n n

y y y y

T T

T T

 

 

 



 




   

   

 

Теперь уменьшим индекс в (6) на единицу, получим решение 

относительно x – 1 и y – 1, и подставим в соответствующие урав-

нения системы (5): 

(7) 

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1 1

1 1 1

,

.

n n n

x x x x x x x x x x

n n n

y y y y y y y y y y

A T B T C T C F

A T B T C T C F

 

 

  

  

  

  


         

        

 

Таким образом было уменьшено количество неизвестных, и 

теперь можно свернуть уравнения системы (7) до вида (8), кото-

рый эквивалентен уравнениям системы (6): 
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(8) 

1 1

12 2
1

1 1

11 1

1

1 1

,

.

n n
x x x x

x x

x x x x x x

y y y yn n

y y

y y y y y y

A C F
T T

B C B C

A C F
T T

B C B C



 



 

 




 

 



 

  
 

   


   
    

 

Согласно системе (4), значение всех коэффициентов A, B, C 

и F известно в каждый момент времени и может быть найдено по 

следующим соотношениям: 

(9) 

2 2

( ) 2 ( ) ( ) ( )
; ;

( ) ( )
,

l l l

l l

n

l l

Т Т Т c Т
A C B

h h

Т c Т
F T

  







 
   


  

 

где l = x для первого уравнения систем (4)–(8), а l = y для второго 

уравнения систем (4)-(8). 

Соотнеся (8) и (6), можно определить формулы для расчета 

коэффициентов αl и βl для всех l, кроме l = 1 (в этом случае зна-

чения коэффициентов получаются из левых граничных условий). 

Пространственные сети в случае (4) являются локально одномер-

ными и рассчитываются слева направо для получения прогоноч-

ных коэффициентов (прямая прогонка) и справа налево – для рас-

чета температур в узлах (обратная прогонка). Система (8) исполь-

зуется для нахождения Тl для всех l, кроме l = Nx и l = Ny – для них 

температура находится из правого граничного условия задачи. 

Описанный выше подход является численным методом, что 

подразумевает алгоритмическое решение, для которого требу-

ется ряд условий устойчивости: 

1) отсутствие ситуаций с делением на ноль; 

2) отсутствие быстрого роста погрешностей округления при 

больших размерностях систем. 

Согласно [2], для прямой прогонки достаточными услови-

ями устойчивости являются 

(10) 
1 0,

1,[ | ] 1;
| | 1,

l l l

x y

l

B C
l N N





  
 


. 

Также в работе [2] приводится доказанная теорема о доста-

точном условии корректности и устойчивости на основании (10): 
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(11) 1| | | | | |,  2,[ | ] 1,  | | 1 | | 1l l l x y lB A C l N N          . 

Разворачивая условие корректности, получим неравенство 

следующего вида: 

(12) 
2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

l l l

Т Т c Т Т Т

h h h

   



 
    

В нестационарной форме hl и τ являются положительными 

величинами, не равными нулю, так же как и параметры λ, ρ и с. 

Таким образом, выполнение (12) гарантируется физическим 

обоснованием ряда величин и на практике выполняется всегда. 

Отсюда следует, что МКР с прямой и обратной прогонкой абсо-

лютно устойчива и не требует дополнительных ограничений. 

Теперь рассмотрим модель, предложенную в работе [5], как 

альтернативное решение проблемы параметрической адаптации 

МКР прямого решения к нагреваемому веществу. Модель пред-

полагает модификацию конечно-разностной системы (4) до вида: 

(13) 

1 1 1 1
, ,( ) ( ) 1 1

2

1 1 1 1

, , 1 1( ) ( )

2

2
,

2
.

n n n n n
x y x yn n x x x

x x
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x y x y y y yn n
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 

      
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    


     

     
      

 

При этом введенные настраиваемые вектора покрывают со-

бой всю временную ось n  [1, N]: 

(14) 

( ) (1) (2) (3) ( )

( ) (1) (2) (3) ( )

[ ... ],

[ ... ].

n N

l l l l l

n N

l l l l l

    

    




 

При классическом решении (4) параметры λ, ρ и с восстанав-

ливались путем аппроксимации дискретных значений соответ-

ствующих величин из справочной литературы. У данного под-

хода имеется ряд недостатков, которые более детально изложены 

в упомянутой ранее работе [5]. Данная замена (13) позволяет пе-

рейти от параметрической адаптации к нагреваемому веществу 

посредством внешних моделей аппроксимации к решению вари-

ационной задачи: 
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(15) 
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


 

где u1(n) = {φx
(n), ωx

(n)}, u2(n) = {φy
(n), ωy

(n)}; yi – это некоторая эта-

лонная температура уже нагретого вещества, например, измерен-

ная пирометром после выгрузки заготовки из печи; V – количе-

ство наблюдений в выборке вариаций. 

Суть подхода заключается в решении смежной задачи, когда 

расчетная температура находится методом прямого решения на 

основе систем (4)–(8), а затем выполняется коррекция парамет-

ров путем решения обратной задачи (15) методом градиентного 

спуска.  

Основная проблема предложенного подхода заключается 

в том, что обратная задача накладывает ограничение на прямую 

задачу. В частности, это касается ограничений, которые гаранти-

руют устойчивость предложенной процедуры. Рассмотрим эту 

проблему детальнее. 

Оптимизационная задача (15) – это смежная вариационная 

задача, при которой, через МКР для прямого решения получа-

ются значения функций g1(•) и g2(•), а при решении обратной за-

дачи – коррекции φ и ω. 

В локально-одномерном виде (15) решается псевдопарал-

лельно, т.е. происходит коррекция сначала параметра φ, затем ω 

с учетом предыдущего значения φ. В таком случае форма плос-

кости ошибки будет иметь N2-мерный вид, при этом нельзя одно-

значно сказать, является ли решаемая задача выпуклой или нет, 

так как для этого нет аналитических уравнений, только алго-

ритмы численного решения. Следовательно, применение мето-

дов градиентного спуска приведет к нахождению субоптималь-

ного значения [15], которое будет находится в допустимом диа-

пазоне оценки некоторой метрики, например, абсолютной сред-

ней ошибки. 

Другими словами, задача (15) при обратном решении явля-

ется задачей машинного обучения, для которой характерна в том 

числе проблема локальных минимумов, и чтобы избежать её, 
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предполагалось инициализировать параметры φ и ω в области ве-

щественных чисел с отрицательной частью ℝ1  (–Dmax + tк; 

+Dmax – tк), где Dmax – это программные ограничения хранения ве-

щественных чисел, tк – параметр коррекции окна инициализации. 

При условии (φ, ω)  ℝ1, очевидно, нарушается устойчи-

вость, так как в отрицательной полуплоскости множества не вы-

полняется неравенство (12). Для того чтобы проиллюстрировать 

это, перепишем его с учетом сделанных замен: 

(16) 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2
.

n n n n

l l l l

l l lh h h

   




    

Условие положительности второго слагаемого левой части 

неравенства не выделялось как необходимое при рассмотрении 

(12), так как оно автоматически выполняется по физическим со-

ображениям (плотность, временной шаг или теплоемкость не мо-

гут быть отрицательными). Для того чтобы неравенство (16) вы-

полнялось, необходимо наложить ограничение на параметр ω: 

(17) 

( )

( )

0,

0.

n

l

n

l







 






 

Поскольку шаг по времени (τ) не может быть отрицательным 

по определению, то условия (17) выполняются всегда при ωl
(n)> 0.  

Очевидно, что для того чтобы устойчивость модифициро-

ванной МКР гарантировалась устойчивостью классической МКР, 

необходимо выполнение (16), однако сделанные замены в (13) 

с условием (17) могут нарушить процесс сходимости конечно-

разностного решения к решению дифференциального уравнения. 

Опираясь на данное предположение, была выдвинута следующая 

гипотеза. 

Гипотеза №1.  Существуют такие ограничения для τ, hl, φl
(n), 

включая смещения ωl
(n), φl

(n) относительно друг друга, при кото-

рых устойчивость модифицированной МКР прямого решения га-

рантируется доказанной устойчивостью классической МКР и эк-

вивалентна ей. 
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3. Анализ сходимости модифицированной МКР  
прямого решения 

Опираясь на работы [3, 4], можно предположить, что доста-

точным условием сходимости прямого конечно-разностного ре-

шения к решению дифференциального уравнения для задачи не-

стационарной теплопроводности является соблюдение следую-

щего неравенства: 

(18) 
2

2

lc h




 



. 

Произведем эквивалентные (13) замены φ и ω в (18) и полу-

чим условие вида 

(19) 
 

 

2

2

n

l l

n

l

h








. 

Теперь перенесем всё в левую часть и сравним c нулем: 

(20) 
   

 

22
0

2

n n

l l l

n

l

h  



   



. 

Рассмотрим следующие ситуации, при которых выполняется 

данное условие: 

(21) 

 

   

 

   

2

2

2 0,

2 0;

2 0,

2 0.

n

l

n n

l l l

n

l

n n

l l l

h

h



  



  

  

     

  


    

 

Для условий  ‧φl
(n) <  и  ‧φl

(n)>   вторые неравенства соответ-

ствующих систем истины при |τ‧ ‧φl
(n)| <|ωl

(n)‧hl
2|. Но для  ‧φl

(n) <0 

требуется ωl
(n) < , что противоречит (17). 

Пусть  ‧φl
(n) = ωl

(n), тогда неравенство τ‧ ‧φl
(n) < ωl

(n)‧hl
2 будет 

зависеть только от τ и hl
2, которые всегда положительны, поэтому 

знак модуля можно опустить. Опираясь на вышеизложенное, по-

лучим условие следующего вида: 

(22) 
( ) ( )

2 22
( ) ( ) 2

2 22
| 2 | | | 0

n n
l l

n n max max

l l l

t L t N XX
h

N L N L 
  

 

  
       


. 
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Здесь L = [Nx|Ny] – количество шагов по пространству в зави-

симости от приложения к модели (Ох или Оу соответственно);  

N – количество шагов по времени; X – линейный размер по про-

странству; tmax – общее модельное время. 

Сравнивая (22) с нулем, получаем комбинированное реше-

ние наподобии (21), при этом знаменатель N‧L2 > 0 всегда, так как 

количество узлов сетей всегда положительное число. Исходя из 

этого, единственным условием выполнения неравенства (22) слу-

жит L2‧tmax – N‧X2< 0. Модель на основе предлагаемого решения 

должна быть постоянна по своей структуре, а это значит, что ко-

личества L и N не могут изменятся в процессе её работы, тогда 

пусть tmax = X2 и получаем, что обязательным условием выполне-

ния неравенства становится (22) становится L2 < N. В действи-

тельности чаще всего tmax >> X2, что приводит к тому, что N >> L2, 

величина кратности разницы между N и L2 при этом будет зави-

сеть от tmax, X2, φl
(n), ωl

(n). Важно упомянуть, что tmax и X – это внеш-

ние по отношению к модели параметры, они являются входными 

данными и определяют часть граничных условий задачи, поэтому 

рассматривать их как настраиваемые нельзя. Таким образом, 

условие вида N >> L2 может не соблюдаться при определенных 

значениях tmax, X2. При этом известно, что временные затраты на 

численное решение будут расти с ростом N и L, что может приве-

сти к невозможности получения результата в режиме реального 

времени. Опираясь на данный факт, была выдвинута следующая 

гипотеза. 

Гипотеза №2.  Существует такое смещение ωl
(n) относи-

тельно φl
(n), при котором условие сходимости (22) выполняется 

при нестрогом неравенстве вида N≥ L2 вместо строго N> L2 и не 

зависит от tmax и X2. 

Рассмотрим ( 2) с учетом  ‧φl
(n)  ωl

(n), тогда неравенство 

примет следующий вид: 

(23) 
( ) 2 ( ) 2

2

2
0

n n

l max lL t N X

N L

      



. 

Аналогичным образом, опираясь на решение (21) и тот факт, 

что (N, L)  ℕ, можем заключить, что знаменатель никогда не бу-

дет меньше нуля, тогда условие (23) будет истинно только при 

соблюдении условия (24): 
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(24) 
( ) 2 ( ) 22 0n n

l max lL t N X        . 

Выразим (24) относительно N, чтобы получить неравенство 

относительно шагов вдоль временной оси (ωl
(n)> 0): 

(25) 
( ) 2 ( )

2

( ) 2 ( ) 2

2 2n n

l max l max

n n

l l

L t t
N L N

X X

 

 

   
    


 

Прологарифмируем правую и левую часть условия (25) по 

основанию 1 : 

(26) 
( )

2

( ) 2

2
lg lg( )

n

l max

n

l

t
L N

X





 
   

 
. 

Представим правую часть (26) в виде сумм логарифмов: 

(27) 
( )

2

( ) 2

2
lg lg lg( ) lg( )

n

l max

n

l

t
L N

X





   
     

  
. 

Предположим, что lg(L2) = lg(N), и выразим (27) относи-

тельно первого слагаемого правой части: 

(28) 
( )

( ) 2

2
lg lg

n

l max

n

l

t

X





   
    

  
. 

Используя неравенство (28), имеется возможность опреде-

лить начальные условия инициализации параметров φl
(n) и ωl

(n), 

а также определить их смещения относительно друг друга, при 

котором (22) выполняется с нестрогим условием на количество 

шагов по временной и пространственной сети N  L2. 

Вместо самих значений tmax и X получим их оценки, для этого 

пусть tmax  (t1, t2), где t1 и t2 – это некоторый известный диапазон, 

в который заключены значения tmax всей условной выборки вход-

ных данных, такой же диапазон имеется и для X2  (X1
2, X2

2). То-

гда условие (28) можно переписать в следующем виде: 

(29) 
( )

2 1

( ) 2 2

2 1

2 ( )
lg lg

( )

n

l

n

l

t t

X X





    
    

  
. 

Воспользуемся свойствами логарифма и перепишем ( 9) 

в виде: 

(30) ( ) ( ) 2 1

2 2

2 1

( )
lg(2 ) lg( ) lg

( )

n n

l l

t t

X X
 

 
     

 
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Поскольку левая часть логарифмического неравенства (30) 

может быть вычислена в момент инициализации модели, из (30) 

можно получить порядок величины смещения областей значений 

ωl
(n) относительно φl

(n): 

(31) 

( ) ( )2 1

2 2

2 1 ( 1)

( ) ( )2 1

2 2

2 1

( )
lg( ) lg lg(2 )

( )

( )
lg( ) lg lg(2 ).

( )

n n

l l

n n

l l

t t

X X

t t

X X

 

 

 

 
      

 

 
    

 

 

Можно предположить, что для выполнения (31) параметр 

ωl
(n) должен принадлежать некоторой области (3 ), чтобы гаран-

тировать выполнение условия ( 2) при N  L2: 

(32) 

( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( ) ( )
lg(2 ) lg 1 lg(2 ) lg 1

( ) ( )( ) 10 ; ( ) 10 .

n n
l l

t t t t

X X X Xn

l max кD t
 



    
        

       

 
    
 
 

 

Отсюда можно сделать вывод о том, что первичная инициа-

лизация параметров должна быть выполнена в соответствии с си-

стемой 

(33) ( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( )

max

( ) ( )
lg(2 ) lg 1 lg(2 ) lg 1

( ) ( )( )

(0; ),

10 ; ( ) 10 .

n n
l l

n

l к

t t t t

X X X Xn

l max к

D t

D t
 





    
        

       

   

  
       
  

 

Таким образом предполагается, что сходимость модифици-

рованной МКР прямого решения к решению дифференциального 

уравнения гарантируется доказанной сходимостью классической 

МКР и эквивалентна ей при соблюдении следующих условий: 

(34) ( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( ) ( ) 2

( ) ( )
lg(2 ) lg 1 lg(2 ) lg 1

( ) ( )( )

0,  0,  ,
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l l
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l l

t t t t

X X X Xn
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N L

D t
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 



    
        

       

  

 
    
 
 

 

Порядок роста временных затрат на получение численного 

решения модифицированной или классической МКР зависит от 

количества шагов по пространственным и временной сетям. 

На основании условий (34) было сделано предположение, что 
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классическая МКР и модифицированная с условиями (34) имеют 

одинаковый порядок роста временных затрат. Проверим его. 

4. Анализ порядка роста временных затрат 

Выдвигается предположение, согласно которому порядок 

роста временных затрат модифицированной МКР равен порядку 

роста классической МКР, а сами временные затраты процесса 

«обучения» МКР зависят только от размеров исходных данных 

для обучения. 

Для того чтобы доказать данное предположение, проведем 

оценку алгоритмической сложности и определим порядок роста 

временных затрат для классической МКР. При использовании не-

явной разностной схемы с прямой и обратной прогонкой обоб-

щенный алгоритм для одного запуска модели будет иметь следу-

ющий вид (рис. 2). 

Старт

Инициализация параметров

Ввод внешних 

параметров

t < tend

От   до Ny c шагом 1

От 1 до Nx c шагом 1

Прямая прогонка на n+1/2

Обратная прогонка на n+1/2

От Ny-2 до 0 c шагом 1

1

1

От   до Nx c шагом 1

От 1 до Ny c шагом 1

Прямая прогонка на n+1

Обратная прогонка на n+1

От Nx-2 до 0 c шагом 1

Вывод результата

Конец  

Рис. 2. Обобщенный алгоритм единичного запуска  

классической МКР 

Согласно этому алгоритму, можно представить функцию 

временной сложности f(•) в следующем виде: 
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(35) 
0 0
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        

Упростим (3 ) до следующего вида: 

(36) 
 
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2 2 1 2 2 1 .

y yx x

x y

y x

N NN NN

t j i i N i j j N

N NN

x y

t j i

N

x y x y y x y x

t

N N

N N N N N N N N

        

  



   
      
      

 
          

 

                 

      

  



 

Раскрыв последнюю сумму в (36), получим вид функции f(•), 

приближенно оценивающий временную сложность конечно-раз-

ностной модели: 

(37) ( , , ) (4 2)( 1)x y x y x yf N N N N N N N N      . 

Пусть имеет место равномерная сеть, где Nx = Ny = n, тогда 

(37) примет вид полинома  -й степени: 

(38) 

2

1

2

1

( , ) (4 2 2)( 1);

( , ) ( , ).

f n N n n N

f n N O n N

     


 

Функция (38) относится к асимптотическому классу роста 

О(n2, N). Теперь рассмотрим алгоритм конечно-разностной мо-

дели, в структуре единичного запуска которой находится алго-

ритм коррекции (рис. 3). 

Рассмотрим функцию приближенной временной сложности: 

(39) 

0

0 1 2

2
0 0

0

0 1 2

1 1

( , , )

1 1 2

y x

end
x

yx

y

N N

t
j i i N

x y NN
t

i j j N i N

f N N N
   



    

  
   

  
  

  
    

   

  


   

. 

Часть функции (3 ) упрощается в (36), поэтому сразу приве-

дем её к конечному виду с раскрытием последней суммы, пред-

полагая, что Nx = Ny = n: 

(40) 2

2 ( , , ) (4 2 2 )( 1)x yf N N N n n N N       . 
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Важно заметить, что в действительности функции сложно-

сти (38) и (4 ) будут иметь отличные от представленных коэффи-

циенты, но не порядок сложности, так как все процедуры алго-

ритма были упрощены до единичных. 

Старт

Инициализация параметров

Ввод внешних 

параметров

t < tend

От   до Ny c шагом 1

От 1 до Nx c шагом 1

Прямая прогонка на n+1/2

Обратная прогонка на n+1/2

Нет

От Ny-2 до 0 c шагом 1

От   до Nx c шагом 1

От 1 до Ny c шагом 1

Прямая прогонка на n+1

Обратная прогонка на n+1

От Nx-2 до 0 c шагом 1

Да

12 3

Вывод результата

Конец

t + τ 

От N до 0 c шагом 1

Коррекция ω 

Коррекция φ 

12 3

 

Рис. 3. Обобщенный алгоритм единичного запуска модифициро-

ванной МКР (с коррекцией параметров) 

Пусть имеется общее требование для выбора количества ша-

гов по пространственным и временным сетям: 

(41) , ,N Nx Ny . 

Для устойчивой модели по условию (22) минимальным тре-

бованием на N является: 

(42) 2 2|
x yL N N nN L N n     . 
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Подставим (42) в (38) и в (40) и раскроем скобки: 

(43) 

4 3 2

1

4 3 2

2

( ) 4 2 2 2 2,

( ) 6 2 6 2 .

f n n n n n

f n n n n n

         


       
 

Как видно из анализа функций f1(n) и f2(n), они принадлежат 

к одному классу роста О(n4). Таким образом, предлагаемая моди-

фикация алгоритма не приводит к росту алгоритмической слож-

ности модели. 

Таким образом, можно сделать вывод, что существенное 

влияние на алгоритмическую сложность будет оказывать только 

количество этих единичных включений алгоритма в процессе 

«обучения» МКР (рис. 4). 

Таким образом, функция алгоритмической сложности будет 

иметь вид: 

(44) 2 2

3 3

1

( 1) 1
( ) ;  ( ) ( )

2 2

V

i

V V
f V i V f V V




    . 

Старт

Выборка наблюдений

От 1 до V c шагом 1

i-я оптимизация

Загрузка φ и ω в 

буфер

Выгрузка φ и ω из 

буфера

Старт
 

Рис. 4. Обобщенный алгоритм «обучения» МКР 

На основании (43), можно сделать вывод, что предлагаемый 

подход не увеличивает порядок роста алгоритмической сложно-

сти самого единичного включения модели. Рост временных за-

трат обусловлен необходимостью множественного включения 

модели при решении оптимизационной задачи. Согласно (44), 
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временные затраты процесса оптимизации из-за множественного 

включения являются классом роста n2. 

5. Численный эксперимент 

Для того чтобы подтвердить сделанные выше предположе-

ния и гипотезы, был проведен численный эксперимент. Для этого 

применена написанная на С# модель МКР в двух вариациях: 

классическая с параметрической адаптацией при помощи регрес-

сионных уравнений и модифицированная с настройкой введен-

ных параметров φ и ω. Для начала тестировалась модифициро-

ванная МКР с настройкой φ и ω со сделанными выше предполо-

жениями, касающимися ограничений устойчивости. 

Моделировался нагрев заготовок в шестизонной проходной 

печи нагрева. В качестве входных данных использовались сведе-

ния, полученные с действующего объекта одного из металлурги-

ческих комбинатов Белгородской области. Входной массив раз-

бивался на обучающее и тестовое подмножество в соотношении 

8  к 1  при общем объеме 6  7 записей, представляющих про-

странственный набор данных.  

Для проведения тестов на устойчивость модифицированная 

модель была представлена в трех вариациях: 1) М1 – модель без 

ограничений и смещений;  ) М  – модель только с ограничением 

N  L2; 3) M3 – модель со смещениями и со всеми ограничениями. 

Предполагалось запустить три модели с фиксированным ша-

гом по пространству (Nx = Ny = 25) и различным шагом по вре-

мени (NM1 = 50, NM2 = NM3 = 625), при этом в случае модели М3 

инициализировать параметры ω со смещением. 

Всего было проведено 60 запусков, в процессе тестирования 

были выделены две отметки:     и 4   эпох обучения. Резуль-

таты пусков модели приведены в таблице 1. 

Таблица 1. Результаты тестов на устойчивость  
Общее  
кол-во  

запусков 

Успешно  
прошли     

эпох обучения 

Успешно  
прошли 4   

эпох обучения 

Неустойчивые 
запуски 

М1 60 30 6 30 

М  60 45 34 15 

М3 60 47 38 13 
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Как можно заметить, в результате введения ограничений 

процент запусков моделей, завершивших полный цикл в 4   эпох 

обучения, увеличивается значительно по сравнению с моделью 

без каких-либо ограничений (рис.5). При этом общее количество 

устойчивых пусков возросло, но по-прежнему существуют такие 

пуски моделей, при которых возникает авариное завершение ра-

боты программы обучения. 

 

Рис. 5. Сравнительная гистограмма теста на устойчивость 

Предполагается, что помимо сделанных ранее предположе-

ний, существуют также дополнительные ограничения, которые 

не были учтены при переходе к смежной вариационной задаче. 

Таким образом, следование ограничениям, предлагаемым в 

данной работе, повышает процент устойчивых запусков, но не ре-

шает проблему устойчивости целиком. Согласно таблице  , ко-

личество устойчивых траекторий, для которых наблюдаются 

«удачные» начальные условия и стабильный процесс обучения, 

увеличилось, в среднем, на 61%, при этом количество устойчи-

вых («удачных») начальных условий при сделанных ограниче-

ниях, увеличилось, в среднем, на 14%. 
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Таблица 2. Результаты тестов на устойчивость 

 

Процент успешно устойчивых 

прогонов от устойчивых  

запусков 

Общий процент 

устойчивых запусков 

М1 20 % 50 % 

М  76 % 57 % 

М3 81 % 64 % 

 

Порядка 36% остающихся неустойчивыми запусков возни-

кают при нарушении условия неотрицательности φ ввиду отсут-

ствия строгих ограничений на сами функции коррекции пара-

метра. Требуется такая модификация используемого оптимиза-

тора (стохастического градиентного спуска), чтобы параметр φ 

мог асимптотически приближаться к нулю, но не пересекать его. 

Для проверки предположения о том, что модифицированная 

МКР имеет такой же порядок алгоритмической сложности, как и 

классическая МКР, было решено провести эксперимент с двумя 

моделями: 1) МК – классическая МКР без решения обратной за-

дачи;  ) ММ – модифицированная МКР с решением обратной за-

дачи и коррекцией φ и ω. Тестировалось время в секундах на еди-

ничный запуск модели (1 набор входных данных – 1 выход) при 

разных значениях N, Nx и Ny (таблица 3). 

Таблица 3. Результаты тестов временных затрат  
N = 100,  

L = 10 

N = 625,  

L = 25 

N = 10000, 

L = 100 

МК 0,05 с 2,1545 с 92 с 

ММ 0,08 с 3,345 с 134 с 

Соотношение 62,5  64,40956652 68,65671642 

 

Как можно заметить, модифицированная МКР имеет боль-

шие временные затраты, чем модель классическая, однако соот-

ношение показывает, что время расчета растет пропорционально. 

Наблюдаемая погрешность является следствием полуручного 

анализа времени без привлечения специализированных про-

граммных средств оценки процессорного времени. 
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Таким образом, проведенный эксперимент подтверждает 

сделанное ранее предположение о равенстве классов роста алго-

ритмической сложности между модифицированной МКР и клас-

сической. 

6. Заключение 

В результате проведенного численного эксперимента было 

установлено, что сделанные ранее предположения об ограниче-

ниях (34) позволяют повысить алгоритмическую устойчивость 

модифицированной численной модели, представленной в работе 

[5]. При этом сделанные в работе предположения об эквивалент-

ности устойчивости классической МКР нестационарной тепло-

проводности и модифицированной МКР не подтвердились в пол-

ной мере. 

Данный факт может свидетельствовать о необходимости 

введения дополнительных ограничений на процесс решения 

смежной вариационной задачи или введения дополнительных пе-

ременных. 

Сделанные предположения относительно алгоритмической 

сложности подтвердились. Модель только прямого решения об-

ладает тем же порядком роста временных затрат, что и модель со 

смежным решением обратной задачи. Различие во времени (см. 

таблицу 3) объясняется разницей коэффициентов уравнений ал-

горитмической сложности. 

В ходе дальнейших исследований предполагается более глу-

бинно изучить результаты экспериментов на устойчивость и рас-

смотреть возможность введения в модель «виртуального» шага 

по времени (τV) для обеспечения выполнения условия (18). Также 

в качестве альтернативы предполагается введение ограничений 

на процесс коррекции параметров с целью обеспечения соблюде-

ний условий (34). 
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Abstract: This paper deals with the process of adaptation of a numerical model of 

nonstationary thermal conductivity implemented with the help of finite difference 

methods. The algorithmic stability has already been proved for the classical repre-

sentation of these models in most applications and problems, but in this case we con-

sider a problem related to the parametric adaptation of the equation of nonstationary 

heat conduction to the heated substance implemented by solving of the related varia-

tional problem. The basis of this approach implies replacement of thermophysical 

parameters of the equation in question by freely adjustable parameters and their ad-

aptation ("model training") by a stochastic gradient method. Optimization of algo-

rithmic equations that do not have an analytical form is associated with unstable ini-

tial conditions and "training" trajectories. To avoid falling into these regions we need 

to impose restrictions on the adjustable parameters. In this paper, such constraints 

are derived on the basis of proven stability conditions for the classical finite-differ-

ence model of non-stationary thermal conductivity. As a result of the numerical ex-

periments, it is shown that the proposed constraints allow one to increase, on average, 

the number of stable initial conditions by 13%, as well as the number of experiments 

when stable trajectories are achieved - by 61%. In addition to this result, an analytical 
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comparison of the growth orders of algorithmic complexity of the classical model and 

the modified one is also made. As a result of the calculations, it is found that both 

models have a growth order of O(n4), which is confirmed by numerical experiments. 

Keywords: mesh model, nonstationary thermal conductivity, adaptation, gra-

dient descent method, algorithmic complexity, computational stability. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ  
ИНСТИТУТОВ РЫНКОВ ЖИЛЬЯ НА ОСНОВЕ  

СТЕПЕННЫХ, ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ 
И ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ИЗДЕРЖЕК 

Гераськин М. И.1, Иванова М. В.2 

(Самарский национальный исследовательский  

университет имени академика С. П. Королёва, Самара) 

Представлена система условий оптимальности агентов рынка жилья (риел-

тора, банка и страховщика) при степенных, экспоненциальных и логарифми-

ческих функциях издержек, соответствующих различным типам эффекта 

масштаба. Представлены результаты численных экспериментов, демон-

стрирующие характер взаимозависимостей цен на этом рынке при различных 

видах функций. В отличие от исследования системы «риелтор – банк – стра-

ховщик» на основе линейных функций издержек данная работа представляет 

следующие выводы: во-первых, в случае, когда все агенты имеют вогнутые 

функции издержек, цена недвижимости, процентная ставка по ипотечному 

кредиту и тариф страхования ниже, чем в случае, когда агенты имеют вы-

пуклые функции издержек; во-вторых, рост ставки внутрисистемной комис-

сии приводит к росту цены того агента, который платит комиссию, и сни-

жению цены того агента, который ее получает; в-третьих, увеличение став-

ки комиссии ведет к более резкому снижению цены агента в том случае, ко-

гда он имеет выпуклую функцию издержек, а контрагент – вогнутую, чем 

в противном случае. При сравнении эффективности применения разных типов 

функций издержек было выявлено, что логарифмические и экспоненциальные 

функции дают большую точность, чем степенные.  

Ключевые слова: оптимальная стратегия, риелтор, банк, страховщик. 

1. Введение 

Исследуется роль системы «риелтор – банк – страховщик» 

в процессе ценообразования на рынке жилья. В случае степен-

ных, экспоненциальных и логарифмических функций издержек 

этих агентов рынка цены на жилье могут изменяться более или 

менее резко в результате повышения процентных ставок бан-

ковских кредитов и страховых тарифов. В свою очередь, изме-

                                           
1 Михаил Иванович Гераськин, д.э.н., профессор (innovation@ssau.ru). 
2 Мария Владимировна Иванова, студент 2 курса магистратуры  

(ivanova.maria.ami@gmail.com). 
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нение цен жилья также приводит к изменениям цен банковских 

и страховых услуг [13, 16, 17].  

В системе агенты рынка жилья взаимодействуют между со-

бой. При приобретении жилья у покупателя есть два варианта: 

использование собственных наличных сбережений или средств 

ипотечного кредита. Во втором случае банк может предложить 

кредит по сниженной ставке, но необходимым условием для 

этого будет являться страхование покупателем объекта залога 

кредита. Поэтому рассматриваемые товар (недвижимость) и 

услуги (ипотечный кредит и страхование) могут являться ком-

плементарными, требующими их одновременного совместного 

использования. Более того, эти блага усиливают полезность от 

их одновременного потребления [14].  

В децентрализованной системе агенты принимают решения 

независимо друг от друга, стремясь максимизировать собствен-

ную прибыль индивидуально [18]. В централизованной системе 

для выполнения условия индивидуальной рациональности, т.е. 

когда агентам выгодно участие в рассматриваемой системе, 

необходимо перераспределение прибыли или выручки. 

При моделировании оптимальных стратегий фирм исследо-

ватели зачастую базируются на линейных функциях издержек 

[2, 3, 7], что, как правило, снижает адекватность модели, по-

скольку реальные процессы не линейны; применение степенных 

функций [1] делает модели более точными. В нашей работе ста-

вится цель расширить диапазон видов функций издержек, обо-

гащая инструментарий исследования и позволив приблизить 

результаты моделирования к реальной экономике. 

2. Методы  

Рассмотрим функции прибыли агентов децентрализованной 

системы «риелтор – банк – страховщик» в общем виде [15]: 

(1) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − 𝛼k)𝐵𝑘+1 + 𝛾̅𝑘𝛼𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝐶𝑘(𝑄𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3, 

  𝛾̅𝑘 = (1 + 𝑢𝑘)𝛾𝑘, 

где 𝐴𝑘 , B𝑘 – коэффициенты функции спроса k-го агента вида 

𝑝𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘 , 𝐴𝑘 > 0,  𝐵𝑘 < 0, |𝐵𝑘| < 1, 𝑄𝑘 > 0, и введены следу-

ющие обозначения k = 1 – риелтор, k = 2 – банк, k = 3 – страхов-
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щик; 𝛾𝑘 – отношение цены товара (услуги) k-го агента внутри 

системы к цене вне этой системы, т.е. в случае свободной кон-

куренции; 𝐶𝑘(𝑄𝑘) – функция издержек k-го агента; 𝑢𝑘
3 – коэф-

фициент распределения выручки k-го агента; 𝑄𝑘 – объем продаж 

k-го агента системы; 𝛼𝑘 – коэффициент внутрисистемного обо-

рота k-го агента (доля продаж агента внутри системы к его об-

щему объему продаж). 

В статье [15] эта функция рассмотрена для случая линей-

ных функций издержек: 

𝐶𝑘 = 𝑐𝑘𝑄𝑘, 

где 𝑐𝑘 – предельные издержки k-го агента. 

Далее будем рассматривать функцию (1) с учетом нелиней-

ной зависимости издержек от объема продаж, т.е. с учетом эф-

фекта расширения масштаба. Обозначим рассматриваемые слу-

чаи функций издержек следующим образом:  

–  степенная функция t = 1, 

–  логарифмическая функция t = 2, 

–  экспоненциальная функция t = 3. 

Тогда в этих случаях зависимости издержек от объемов 

продаж примут вид 

𝐶𝑘1 = 𝑐𝑘1𝑄𝑘
𝜌𝑘, 𝐶𝑘2 = 𝑐𝑘2𝑙𝑛𝑄𝑘 + 𝑑𝑘2, 𝐶𝑘3 = 𝑐𝑘3𝑒𝛿𝑘3𝑄𝑘. 

При t = 1 функция (1) имеет вид 

(2) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − α𝑘)𝐵𝑘+1 + γ̅𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘1𝑄𝑘
𝜌𝑘 , 

где 𝜌𝑘 – коэффициент масштаба k-го агента, при 𝜌𝑘 ∈ (1, 2) име-

ет место отрицательный эффект масштаба (выпуклая функция), 

при 𝜌𝑘 ∈ (0, 1) – положительный эффект масштаба (вогнутая 

функция). 

При t= 2 функция (1) имеет вид 

(3) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − α𝑘)𝐵𝑘+1 + 𝛾̅𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘2𝑙𝑛𝑄𝑘 − 𝑑𝑘2. 
При t = 3 функция (1) имеет вид 

                                           
3 В частности: 𝑢1 – доля товарооборота риелтора, перераспределяемая 

между ним и банком; 𝑢2 = 𝑢21 + 𝑢23 – доля дохода банка, перераспределяемая 

с риелтором и страховщиком, 𝑢21 – доля дохода банка, перераспределяемая 

между ним и риелтором; 𝑢23 – доля дохода банка, перераспределяемая между 

ним и страховщиком; 𝑢3 – доля товарооборота страховщика, перераспреде-

ляемая между ним и банком. 
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(4) 𝜋𝑘 = 𝐴𝑘𝑄𝑘
𝐵𝑘+1

[(1 − 𝛼𝑘)𝐵𝑘+1 + 𝛾̅𝑘α𝑘
𝐵𝑘+1

] − 𝑐𝑘3𝑒𝛿𝑘3𝑄𝑘 . 
Тогда задачи агентов в децентрализованной системе пред-

ставляются в виде 

𝑚𝑎𝑥
𝑄𝑘>0,𝛼𝑘∈(0;1)

𝜋𝑘, 

где агенты находят оптимальные объемы продаж и оптималь-

ные доли продаж внутри системы. 

3. Теоретический анализ модели 

Для нахождения оптимального объема продаж и оптималь-

ного коэффициента внутрисистемного оборота проанализируем 

целевые функции (2)–(4). Рассмотрим случай со степенной зави-

симостью издержек от объема продаж и запишем условие мак-

симума первого порядка (индекс k опущен):  

𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌𝑄𝜌−1 = 0, 

𝜋′
𝛼 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵+1[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵] = 0. 

Так как Q > 0, то из второго уравнения следует: 

−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅ ∗ α𝐵 = 0,  

тогда если обозначить 𝛾̅− 
1

𝐵 ≡ 𝜙, то оптимальная доля внутриси-

стемного оборота вычисляется по формуле 

𝛼∗ =
𝜙

1+𝜙
. 

Подставим в первое уравнение 𝛼∗ =
𝜙

1+𝜙
, получим уравне-

ние, решение которого определяет оптимальный объем 𝑄∗: 

(6) 𝐴(𝐵 + 1)𝑄∗𝐵 [(1 −
𝜙

1+𝜙
)

𝐵+1
+ 𝛾̅ (

𝜙

1+𝜙
)

𝐵+1
] − 𝑐𝜌𝑄∗𝜌−1 = 0. 

Представленные выше формулы справедливы в случае, ко-

гда агенты взаимодействуют друг с другом, т.е. γ > 1. Но в слу-

чае γ = 1 агенты системы не взаимодействуют и α*= 0.  

Таким образом, оптимальный объем продаж находится из 

уравнения (6), а оптимальный коэффициент внутрисистемного 

оборота – из следующего выражения: 

(7)  𝛼∗ = {
0, при 𝛾 = 1,
𝜙

1+𝜙
, при 𝛾 > 1.

 

Матрица Гессе для целевой функции (2) имеет вид 
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𝐻 = (
𝜋′′

QQ  𝜋′′
Q𝛼

𝜋′′
𝛼Q  𝜋′′

𝛼𝛼
). 

Элементы матрицы рассчитываются следующим образом: 
𝜋′′

𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄ρ−2, 

𝜋′′
𝑄𝛼 = π′′

α𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)2𝑄𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1], 

𝜋′′
𝛼𝛼 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵+1[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1]. 

Целевая функция (2) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(8) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 

−𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0 
–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(9) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 +

+𝛾̅𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1] − 

−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0 . 
В статье [15] было доказано, что 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] < 0. 
Тогда если ρ > 1, эффект расширения масштаба отрицатель-

ный, то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 0, поэтому 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, 

значит, условие (8) выполняется. 

Если ρ < 1, эффект расширения масштаба положительный, 

то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, поэтому условие (8) верно, если 

с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]. 
В статье [15] было доказано, что 
(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1])[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1] − 
−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда если ρ < 1, эффект расширения масштаба положи-

тельный, то 𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 0, поэтому 
(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 
−𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1] − 
−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0, 

следовательно, условие (9) выполняется. 

Если ρ > 1, эффект расширения масштаба отрицательный, то 

𝑐𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 0, поэтому условие (9) верно, если 
с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]– 

 −𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2/[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1]. 
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Обозначим: 𝑥 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] < 0, 

𝑦 = (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 

 −𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2/[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1] > 0. 

Тогда представим варианты эффекта масштаба для  

C(𝑄) = 𝑐𝑄𝜌 в таблице 1. 

Таблица 1. Условия максимума для степенной функции издержек 

Условия ρ > 1 ρ < 1 
𝜋′′

𝑄𝑄 < 0 ∀𝜌 > 1, ∀Q > 0 ∀𝜌, Q: с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 > 𝑥 

𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
> 0 ∀ρ, Q: с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2 < 𝑦 ∀𝜌 < 1, ∀Q > 0 

 

Для случая логарифмической зависимости издержек при 

проведении аналогичных преобразований для формулы (3) про-

изводная прибыли по 𝛼 остается неизменной, а производная 

по 𝑄 дает уравнение для нахождения оптимального объема про-

даж Q∗: 

(10) 𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] −

𝑐

𝑄
= 0. 

При расчете элементов матрицы Гессе для целевой 

функции (3) вторая производная по 𝑄𝛼, равная второй произ-

водной по 𝛼𝑄, и вторая производная по 𝛼𝛼 остаются неизмен-

ными, а вторая производная по 𝑄𝑄 примет вид 

𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] +

𝑐

𝑄2. 

Целевая функция (3) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(11) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] +

𝑐

𝑄2 < 0, 

–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(12) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= 

= (𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] +
𝑐

𝑄2)[(1 − 𝛼)𝐵−1 +

+𝛾̅𝛼𝐵−1]−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда так как 
𝑐

𝑄2 > 0, то условие (11) верно, если 

|𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]| >
𝑐

𝑄2 . 

При этом условие (12) будет соблюдаться: 
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(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] +
𝑐

𝑄2
)[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1] − 

−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Для случая экспоненциальной зависимости издержек при 

проведении аналогичных преобразований для формулы (4) про-

изводная прибыли по α остается неизменной, по 𝑄 дает уравне-

ние для нахождения оптимального объема продаж Q∗: 

(13) 𝜋′
𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝑄𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − с𝛿𝑒𝛿𝑄 = 0. 

При расчете элементов матрицы Гессе для целевой функции 

(4) вторая производная по 𝑄𝛼, равная второй производной по 

𝛼𝑄, и вторая производная по 𝛼𝛼 остаются неизменными, а вто-

рая производная по 𝑄𝑄 примет вид: 

𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄. 

Целевая функция (4) примет максимальное значение при 

соблюдении следующих условий: 

–  определитель первого порядка матрицы Гессе: 

(14) 𝜋′′
𝑄𝑄 = 𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄 <

0, 

–  определитель второго порядка матрицы Гессе: 

(15) 𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 − (𝜋′′
𝑄𝛼)

2
= 

(𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄)[(1 − 𝛼)𝐵−1 +
𝛾̅𝛼𝐵−1]−𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2 > 0. 

Тогда так как 𝑐𝛿2𝑒𝛿𝑄 > 0, условие (14) будет соблюдаться: 

𝐴(𝐵 + 1)𝐵𝑄𝐵−1[(1 − 𝛼)𝐵+1 + γ̅α𝐵+1] − с𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 0. 

Чтобы условие (15) было верным, необходимо, чтобы  

с𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 𝐴2(𝐵 + 1)2𝐵2𝑄2𝐵[(1 − 𝛼)𝐵+1 + 𝛾̅𝛼𝐵+1] − 

−
𝐴2(𝐵 + 1)4𝑄2𝐵[−(1 − 𝛼)𝐵 + 𝛾̅𝛼𝐵+1]2

[(1 − 𝛼)𝐵−1 + 𝛾̅𝛼𝐵−1]
. 

Очевидно, что для логарифмической функции элемент мат-

рицы Гессе, зависящий от функции издержек (аналог  

с𝜌(𝜌 − 1)𝑄𝜌−2) имеет вид 
𝑐

𝑄2, а для экспоненциальной с𝛿2𝑒𝛿𝑄. По-

этому по аналогии представим таблицу 2 с вариантами эффекта 

масштаба для логарифмической и экспоненциальной функций 

издержек.  
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Таблица 2. Условия максимума для логарифмической  

и экспоненциальной функций издержек 

Условия Экспоненциальная 

функция 

Логарифмическая 

функция 
𝜋′′

𝑄𝑄 < 0  ∀Q > 0 ∀ Q: 
𝑐

𝑄2
< |𝑥| 

𝜋′′
𝑄𝑄𝜋′′

𝛼𝛼 −(𝜋′′
𝑄𝛼)

2
> 0 ∀Q: 𝑐𝛿2𝑒𝛿𝑄 < 𝑦  ∀Q > 0 

4. Результаты численных экспериментов 

Проведем анализ возможных типов функций издержек для 

реальных агентов рынков жилья, ипотечного кредитования и 

ипотечного страхования. Было проведено сравнение точности 

аппроксимации с помощью степенной, логарифмической и экс-

поненциальной функций издержек. 

Важно отметить, что для степенной функции в случае, если 

эмпирические данные не позволяют сформировать аппроксими-

рующую зависимость при помощи одной степенной функции, 

используются две степенные функции с различными коэффици-

ентами эффекта масштаба.  

На рис. 1 представлена зависимость себестоимости строи-

тельства от количества условных однокомнатных квартир (пло-

щадью 35 кв. м) для ГК «ПИК» [6] по 23 отчетным периодам 

(полугодиям) за 2007–2020 гг.; объем продаж риелтора рассчи-

тан путем деления общей выручки фирмы на среднюю стои-

мость однокомнатной квартиры [9]. Все графики построены на 

основе данных таблицы 3. 
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Таблица 3. Данные о количестве проданных агентами рынка товаров и услуг и их себестоимости по 

периодам 
№ Период  Количество 

однокомнат-

ных квартир, 

шт.  

Себестоимость 

строительных 

работ, млн $ 

Объем выданных 

банком креди-

тов, млн $ 

Операционные 

расходы банка на 

выдачу кредитов, 

млн $ 

Период  Объем 

страхования 

имущества, 

млн $ 

Операционные расходы 

страховщика на выдачу 

полисов, млн $  

1 I полугодие 

2009 

5 865 151,44 7 833,08 156,62 1-й кв-л 2013  119,37 23,63 

2 II п-е 2009  16 476 382,78 8 139,48 178,76 2-й кв-л 2013  135,33 29,09 

3 I п-е 2010  9 262 240,79 8 527,54 201,35 3-й кв-л 2013  128,41 28,46 

4 II п-е 2010  14 046 317,90 10 562,03 259,73 4-й кв-л 2013  128,41 21,73 

5 I п-е 2011  14 299 302,54 9 583,78 238,77 1-й кв-л 2014  107,18 24,98 

6 II п-е 2011  14 864 278,22 12 339,00 270,00 3-й кв-л 2014 123,21 30,36 

7 I п-е 2012  9 578 181,21 14 957,14 325,83 4-й кв-л 2014  136,63 34,31 

8 II п-е 2012  31 788 641,06 18 149,21 403,69 1-й кв-л 2015  121,98 22,59 

9 I п-е 2013  15 156 284,60 20 423,81 416,21 2-й кв-л 2015  142,59 27,13 

10 II п-е 2013  23 146 427,83 24 904,76 507,14 3-й кв-л 2015  144,58 28,69 

11 I п-е 2014  17 244 336,52 29012,70 511,55 4-й кв-л 2015  160,75 32,80 

12 II п-е 2014  18 800 381,57 36028,57 587,26 1-й кв-л 2016  121,80 23,15 

13 I п-е 2015  11 805 212,02 37769,84 608,15 2-й кв-л 2016  135,41 27,34 

14 II п-е 2015  15 400 319,65 40549,21 686,05 3-й кв-л 2016  141,62 28,21 

15 I п-е 2016  9 565 212,56 41866,67 680,91 4-й кв-л 2016  162,34 34,26 
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Таблица 3 (продолжение). 

16 II п-е 2016  18 585 419,41 45141,27 731,77 1-й кв-л 2017  122,18 22,73 

17 I п-е 2017  17 335 488,29 43665,08 853,90 2-й кв-л 2017  125,88 27,34 

18 II п-е 2017  62 623 1840,94 50644,44 927,53 3-й кв-л 2017  136,33 28,64 

19 I п-е 2018  41 985 1219,97 50703,95 868,46 4-й кв-л 2017  150,53 35,19 

20 II п-е 2018  57 587 1820,16 57982,29 1094,97 1-й кв-л 2018  117,75 22,78 

21 I п-е 2019  32 482 1314,86   2-й кв-л 2018  135,23 30,98 

22 II п-е 2019  71 413 1937,97   3-й кв-л 2018  139,65 32,90 

23 I п-е 2020 45 423 1645,29   1-й кв-л 2019 134,69 31,01 

24 II п-е 2020 75 671 2100,37   2-й кв-л 2019 149,90 36,50 

25 I п-е 2021 50 727 2274,00   3-й кв-л 2019 169,44 47,19 

26 II п-е 2021 77 963 2235,52   4-й кв-л 2019 192,81 54,99 

27      1-й кв-л 2020 149,89 37,15 

28      2-й кв-л 2020 139,48 33,72 

29      3-й кв-л 2020 182,45 50,45 

30      4-й кв-л 2020 201,03 50,55 
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Рис. 1. Зависимость издержек риелтора от объема  

продаж квартир 

Модель степенной функции издержек риелтора, рассчитан-

ная методом наименьших квадратов, имеет вид: 

𝐶1(𝑄) = {
1000,1𝑄1

1,33 , 𝑡 = 2007 − 2016 гг. ,

5000000𝑄1
0,5228 , 𝑡 = 2017 − 2021 гг.

 

Кривая издержек имеет характерный S-образный вид [19]. 

Однако в отличие от классической формы [19] при малых объе-

мах продаж в 2007–2016 гг. кривая показывает отрицательный 

эффект расширения масштаба (ρ > 1), в то же время при боль-

ших объемах продаж в 2017–2020 гг. можно наблюдать положи-

тельный эффект расширения масштаба (ρ < 1). В первом случае 

средние издержки растут быстрее, чем объем продаж, а во вто-

ром случае средние издержки растут медленнее. 
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Также модель функции издержек риелтора можно предста-

вить при помощи логарифмической и экспоненциальной функ-

ции, тогда она примет вид: 

𝐶1(𝑄) = {
100000000𝑒0,00005𝑄1  , 𝑡 = 2007 − 2016 гг. ,

900000000 ln 𝑄1 − 8000000000 , 𝑡 = 2017 − 2021 гг.
 

На рис. 2 представлена зависимость операционных издер-

жек Сбербанка, которые относятся к обслуживанию ипотечных 

кредитов, от количества выданных ипотечных кредитов [10] 

по 20 отчетным периодам (полугодиям) за 2009–2018 гг. При 

этом объем кредитов, которые были выданы Сбербанком, рас-

считан на основе доли ипотечных кредитов Сбербанка в общей 

сумме ипотечных кредитов, выданных в России за соответству-

ющие периоды [11]. 

 

Рис. 2. Зависимость издержек банка  

от объема выданных кредитов 

Модель функции издержек банка также имеет вид S-

образной кривой с переменным эффектом расширения масштаба: 

𝐶2(𝑄) = {
0,045𝑄2

0,69 , 𝑡 = 2009 − 2014 гг. ,

0,0003𝑄2
1,3662 , 𝑡 = 2015 − 2018 гг.
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В 2009–2014 гг. эффект расширения масштаба от реализа-

ции услуг банком положительный (ρ < 1), а при больших объе-

мах продаж в 2017–2020 гг. наблюдается отрицательный эффект 

расширения масштаба (ρ < 1). В первом случае средние издерж-

ки растут медленнее, чем объем продаж, а во втором средние 

издержки растут быстрее. 

Также модель функции издержек банка можно представить 

при помощи логарифмической и экспоненциальной функции, 

тогда она примет вид 

𝐶2(𝑄) = {
270,04 ln 𝑄2 − 2252,9 , 𝑡 = 2009 − 2014 гг. ,

186,64𝑒0,00003𝑄2  , 𝑡 = 2015 − 2018 гг.
 

На рис. 3 представлена зависимость аквизиционных издер-

жек страховщика, которые относятся к обслуживанию операций 

по страхованию имущества, от объемов страхования имущества 

для ОАО «Ресо-Гарантия» [5, 8] по 23 отчетным периодам 

(кварталам) за 2013–2020 гг.; информация об объемах страхова-

ния имущества взята из статистики рейтингового агентства 

«РИА рейтинг» [4] и из отчетности ЦБ РФ [12].  

 

Рис. 3. Зависимость издержек страховщика  

от объемов страхования имущества 
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Модель функции издержек страховщика характеризуется 

отрицательным эффектом расширения масштаба (ρ > 1). Сте-

пенная функция издержек принимает вид 

𝐶3(𝑄) = 0,0125𝑄3
1,5786

. 

Экспоненциальная функция издержек принимает вид 

𝐶3(𝑄) = 6,8722𝑒0,0105𝑄3  . 
В таблице 2 представлены коэффициенты для оценки адек-

ватности представленных регрессионных моделей. 

Таблица 2. Статистические оценки регрессионных моделей 
Агент Регрессионная модель Коэффициент 

детерминации 

Критерий 

Фишера 

(расчетный) 

Табличное 

значение 

критерия 

Фишера 

(при уровне 

значимости 

0,05) 

Риелтор  𝐶1(𝑄) = 1000,1𝑄1
1,33

 𝑅2 = 0,9222 𝐹 = 190,18 𝐹 = 2,30 

𝐶1(𝑄) =
= 100000000𝑒0,00005𝑄1 

𝑅2 = 0,9562 𝐹 = 346,81 𝐹 = 2,30 

𝐶1(𝑄) = 5000000𝑄1
0,5228

 𝑅2 = 0,9656 𝐹 = 140,35 𝐹 = 4,88 

𝐶1(𝑄) =
= 900000000 ln(𝑄1)
− 8000000000 

𝑅2 = 0,9584 𝐹 = 115,19 𝐹 = 4,88 

Банк  𝐶2(𝑄) = 0,045𝑄2
0,69

 𝑅2 = 0,9218 𝐹 = 106,06 𝐹 = 3,10 

𝐶2(𝑄) = 270,04 ln(𝑄2) − 
−2252,9 

𝑅2 = 0,9855 𝐹 = 611,69 𝐹 = 3,10 

𝐶2(𝑄) = 0,0003𝑄2
1,3662

 𝑅2 = 0,8467 𝐹 = 38,66 𝐹 = 3,68 

𝐶2(𝑄) = 186,64𝑒0,00003𝑄2 𝑅2 = 0,8423 𝐹 = 37,39 𝐹 = 3,68 

Страхов-

щик 
𝐶3(𝑄) = 0,0125𝑄3

1,5786
 𝑅2 = 0,8881 𝐹 = 222,22 𝐹 = 1,87 

𝐶3(𝑄) = 6,8722𝑒0,0105𝑄3 𝑅2 = 0,8824 𝐹 = 210,1 𝐹 = 1,87 

Таким образом, регрессионные модели являются адекват-

ными и значимыми. При этом практически во всех случаях ло-

гарифмическая и экспоненциальная модели дают большую точ-

ность по сравнению со степенными моделями. 

Далее исследуем зависимости объемов продаж и цен аген-

тов от коэффициента комиссионного вознаграждения при раз-

личных эффектах расширения масштаба. 
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На рис. 4 представлены зависимости оптимальных объемов 

продаж риелтора и банка от коэффициента комиссии в паре 

«риелтор – банк»; на рис. 5 представлены зависимости опти-

мальных цен риелтора и банка. При этом случай 𝑢1 < 0 означа-

ет, что риелтор платит комиссию банку, а случай 𝑢1 > 0 подра-

зумевает платеж банка риелтору. 

 

Рис. 4. Зависимость оптимального количества проданных 

квартир и объема выдачи кредитов от коэффициента комис-

сии при степенных и экспоненциальных функциях издержек  

Так как при ρ < 1 и при логарифмической функции издер-

жек условие второго порядка не соблюдается, т.е. невозможно 

найти максимум прибыли, на рисунках отражены зависимости 

только при отрицательном эффекте расширения масштаба (ρ > 1 

и экспоненциальная функция издержек). 

Проанализировав рис. 4 и 5, можно сделать вывод о том, 

что при отрицательном эффекте расширения масштаба с ростом 

коэффициента комиссии в паре «риелтор – банк» риелтору вы-
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годно увеличивать объем продаж, а банку выгодно снижать объ-

ем продаж. 

 

Рис. 5. Зависимость оптимальной цены на жилье (в долях 

от наибольшей цены) и ставки процента по ипотеке  

от коэффициента комиссии при степенных и экспоненциальных  

функциях издержек 

Наряду с этим, начиная с некоторого значения u1, риелтору 

выгодно снижать цены на жилье, а банку – повышать ставку 

ипотечного кредитования. Отметим, что снижение оптимальной 

цены на жилье и рост ипотечной ставки происходят уже при 

u1 < 0, поскольку для риелтора растет, а для банка – снижается 

оптимальное значение доли внутреннего оборота α*.  

Также рассмотрены зависимости объемов продаж и цен на 

услуги для банка и страховщика от коэффициента комиссии 

в паре «банк – страховщик» при отрицательном эффекте расши-

рения масштаба. При этом случай u23 < 0 означает, что банк пла-

тит комиссию страховщику, а случай u23 > 0 подразумевает пла-

теж страховщика банку. 

На рис. 6 представлены зависимости оптимальных объемов 

кредитования и страхования от коэффициента комиссии в паре 
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«банк – страховщик»; на рис. 7 представлены зависимости оп-

тимальных цен на услуги банка и страховщика. 

 

Рис. 6. Зависимость оптимальных объемов кредитов  

и страховых полисов от коэффициента комиссии 

при степенных и экспоненциальных функциях издержек 

Проанализировав графики, можно сделать вывод о том, что 

с ростом коэффициента взаимодействия банка и страховщика 

для банка целесообразно увеличивать объем выдаваемых креди-

тов, а страховщику – снижать количество полисов. Кроме того, 

банку целесообразно снижать ставку ипотечного кредита, а 

страховщику – повышать тариф страхования жилья. 

Обобщим полученные результаты. Цена жилья зависит от 

ставки ипотечного кредита через коэффициент комиссии в паре 

«риелтор – банк» u1 (u21) так, что при увеличении u1 (или сниже-

нии u21) с увеличением ставки ипотечного кредита цена жилья 

падает: 
𝜕𝑝1

𝜕𝑝2
< 0. 
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Рис. 7. Зависимость оптимальной процентной ставки  

по ипотеке и оптимального страхового тарифа 

от коэффициента комиссии при степенных и экспоненциальных 

функциях издержек  

Ипотечная ставка зависит от тарифа страхования через ко-

эффициент комиссии в паре «банк – страховщик» u23 (u3) так, 

что при росте u23 (или снижении u3) с увеличением тарифа стра-

хования ипотечная ставка уменьшается: 
𝜕𝑝2

𝜕𝑝3
< 0. 

В целом система «риелтор – банк – страховщик» с вогну-

тыми функциями издержек агентов обеспечивает более гиб-

кое регулирование цен, чем в случае линейных функций издер-

жек [15]. Для снижения цены жилья можно увеличивать коэф-

фициент комиссии в паре «риелтор – банк», в этом случае ипо-

течная ставка незначительно повышается; в то же время следует 

уменьшать коэффициент комиссии в паре «банк – страховщик», 
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в этом случае ставка ипотечного кредита также растет слабо, 

а страховой тариф уменьшается. 

5. Выводы 

В исследовании представлены эмпирические данные, кото-

рые характеризуют фактические издержки риелтора, банка и 

страховщика на рынке недвижимости России. Эти данные под-

тверждают проявление у этих агентов положительной или отри-

цательной отдачи от расширения масштаба. 

С учетом типа отдачи от расширения масштаба разработа-

ны модели максимизации прибыли агентов системы «риелтор – 

банк – страховщик», поступающих рационально. Также пред-

ставлены формулы вычисления оптимального объема продаж и 

коэффициента внутрисистемного оборота и необходимые усло-

вия максимизации прибыли агентов системы. 

Было доказано, что коэффициент комиссии влияет на опти-

мальный объем продаж и оптимальные цены агентов системы 

с учетом нелинейности функции издержек и был представлен 

анализ этих зависимостей, который показывает, что с увеличе-

нием соответствующих коэффициентов риелтору целесообразно 

увеличивать объем продаж и снижать цену, а страховщику – 

наоборот. На оптимальную стратегию банка влияет изменение 

коэффициента комиссии с каждым из его контрагентов. 

На основе проведенных исследований агенты системы «ри-

елтор – банк – страховщик» могут принимать решения по разви-

тию, т.е. выбирать такие коэффициенты внутрисистемного обо-

рота, коэффициенты комиссии, объемы продаж и, соответствен-

но, цены, при которых их прибыли будут максимальными, а их 

взаимодействие будет наиболее выгодным для всех агентов. 

Литература 

1. ЗАМЯТИНА А.Ю. Построение модели отраслевой функции 

издержек естественной монополии ОАО «РЖД» // JSRP. – 

2014. – №14(18). – С. 25–30. 



 

Управление в социально-экономических системах 

83 

2. КОСОРУКОВ О.А., СВИРИДОВА О.А. Модель минимиза-

ции издержек в системах управления запасами // Вестник 

РЭА им. Г.В. Плеханова. – 2009. – №6. – С. 52–58. 

3. КУРИЛЁНОК К., КУРИЛЁНОК Е. Новые Методы эконо-

мического анализа // Наука и инновации. –2019. – 

№12(202). – С. 61–66. 

4. Медиа-информационная группа «Страхование сегодня». 

Динамика рынка. – Url: http://www.insur-info.ru/statistics/ 

(дата обращения: 23.01.2021). 

5. ОАО «РЕСО-ГАРАНТИЯ», Отчетность по МСФО. – URL: 

https://www.reso.ru/shareholders/finance/msfo/ (дата обраще-

ния: 19.01.2021). 

6. Отчетность по МСФО. ГК ПИК. – URL: https://pik-

group.ru/about/news-and-reports/reports/financial-results (дата 

обращения: 19.01.2021). 

7. ПЛЕЩЕНКО В.И. Оптимизация издержек промышленных 

предприятий при работе с альтернативными поставщика-

ми // Экономический анализ: теория и практика. – 2011. – 

№25. – С. 47–50. 

8. Рейтинговое агентство «РИА РЕЙТИНГ». Рэнкинг стра-

ховых компаний по итогам 2014 года. – URL: 

http://riarating.ru/insurance_companies_rankings/20150319/ 

610649976.html (дата обращения: 23.01.2021). 

9. Росриэлт недвижимость, цены на недвижимость в Рос-

сии. – URL: https://rosrealt.ru/cena (дата обращения: 

19.01.2021). 

10. Сбербанк, отчетность по МСФО. – URL: 

https://www.sberbank.com/ru/investor-relations/reports-and-

publications/ifrs (дата обращения: 19.01.2021). 

11. Центральный Банк, статистика. URL: https://www.cbr.ru/ 

statistics/table/?tableid=4-1 (дата обращения: 19.01.2021).  

12. Центральный Банк, статистика. – URL: https:// 

www.cbr.ru/statistics/insurance/report_individual_ins/ 

?unidbquery.posted=true&unidbquery.dttype=1&unidbquery.to

=2020 (дата обращения: 19.01.2021).  

13. CALOMIRIS C.W., JAREMSKI M. Deposit insurance: theories 

and facts // Annual Review of Financial Economics. – 2016. – 

Vol. 8, No. 1. – P. 97–120. 



 

Управление большими системами. Выпуск 101 

84 

14. CARBAUGH R. Contemporary economics: an applications ap-

proach // Cengage Learning. – 2006. – P. 35.  

15. GERASKIN M. Pricing analysis of interconnected markets of 

housing, mortgage lending and insurance // Kybernetes. – 

2020. – Vol. 50, No. 5. – Р. 1212–1249. 

16. JONES K. Fha-insured home loans: an overview // The Housing 

Finance System in the United States. –2013. – P. 44–58. 

17. PARK K.A. Temporary loan limits as a natural experiment in 

federal housing administration insurance // Housing Policy De-

bate. – 2017. – Vol. 27, No. 3. – P. 449–466. 

18. TIROLE J. The theory of industrial organization. – Cambridge: 

MIT Press, 1988. – 496 p. 

19. WALTERS A.A. Production and cost functions: and economet-

ric survey // Econometrica. – 1963. – No. 31(1). – Р. 23–44. 

MODELING INTERACTIONS OF INSTITUTIONS OF 

HOUSING MARKETS BASED ON POWER, EXPONENTIAL 

AND LOG COST FUNCTIONS 

Mikhail Geraskin, Doctor of Economics, professor, head of the De-

partment of Mathematical Methods in Economics of the Institute of 

Economics and Management, Samara National Research University 

named after Academician S.P. Korolev (Samara University)  

(innovation@ssau.ru). 

Maria Ivanova, post-graduate student, Samara National Research 

University named after Acad. S.P. Korolev (Samara University) 

(ivanova.maria.ami@gmail.com). 

Abstract: The article presents a system of optimality conditions for housing market 

agents (realtor, bank and insurer) with power, exponential and logarithmic cost 

functions corresponding to different types of economies of scale. The results of nu-

merical experiments are presented, demonstrating the nature of price interdepend-

encies in these markets for various types of functions. In contrast to the study of the 

"realtor – bank – insurer" system based on linear cost functions, this work presents 

the following conclusions: firstly, in the case when all agents have concave cost 

functions, then the real estate price, mortgage interest rate and insurance tariff low-

er than in the case when agents have convex cost functions; secondly, an increase 

in the intrasystem commission rate leads to an increase in the price of the agent who 

pays the commission, and a decrease in the price of the agent who receives it; third-

ly, an increase in the commission rate leads to a sharper decrease in the price of an 

agent, in the case when he has a convex cost function, while the counterparty has a 
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concave one, than otherwise. When comparing the effectiveness of using different 

types of cost functions, it was found that logarithmic and exponential functions pro-

vide greater accuracy than power functions. 

Keywords: optimal strategy, realtor, bank, insurer. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИДРОУДАРА  
В АКСИАЛЬНО-ПЛУНЖЕРНОМ НАСОСЕ 

Третьякова Е. А.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Представлен подход к моделированию аксиально-плунжерного насоса ком-

пакт-серии с наклонным блоком и выполнен гидродинамический расчет. Были 

изучены существующие модели аксиально-плунжерного насоса, в ходе чего 

обнаружен скачок расхода в момент гидроудара, однако «величина удара» 

была неизвестна. При моделировании вводились допущения, связанные со 

свойствами рабочей жидкости и геометрией плунжера, также не учитыва-

лись температурные изменения. В процессе моделирования были выделены 

четыре этапа. Первый этап включает в себя создание объёма жидкости – 

жидкостную модель по твердотельной модели насоса. На втором этапе была 

создана сетка. Третий этап посвящён созданию макросов для движения вы-

деленных ранее составляющих насоса. На четвёртом этапе все подготовлен-

ные части модели выгружаются во Fluent 18.1 и производится установка 

параметров расчёта. Адекватность полученной модели была оценена при 

помощи сравнения смоделированного полного расхода насоса с величиной тео-

ретического расхода, рассчитанной аналитически. В ходе моделирования 

была вычислена амплитуда скачка давления во время гидроудара на рабочем 

режиме насоса при максимальном давлении нагнетания. Был предложен ме-

тод по его снижению. Внесены изменения в конструкцию плунжера. Проведен 

расчет на прочность измененной конструкции.  

Ключевые слова: аксиально-плунжерный насос, гидродинамический 

расчёт, модель, плунжер, сетка, удар, клапан. 

1. Введение 

Аксиально-плунжерные гидромашины (АПГ) – один из ти-

пов объемных гидромашин, широко используемых в качестве 

гидронасосов или гидромоторов в авиационной и строительной 

технике, а также станкостроении, где требуется малая подача 

рабочей жидкости при достаточно высоких её напорах. Также 

важно отметить компактность и малый вес по сравнению с дру-

гими конструкциями поршневых насосов (рис. 1). Малые детали 
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и расположение камер вдоль приводного вала дают меньшие 

вибрации и низкую инерцию. 

 
Рис. 1. Аксиально-плунжерный насос: 1 – корпус;  

2 – крышка; 3 – блок цилиндров;4 – вал; 5 – плунжер; 6 – торце-

вой распределитель; 7 – штифт; 8 – сферическая часть оси;  

9 –упор; 10 –уплотнение; 11 – уплотнение цилиндров плунже-

ров; 12 – заглушка; 13 – радиально-упорный подшипник;  

14 – радиально-упорный подшипник 

Насосы объемного типа широко распространены в различ-

ных гидросистемах из-за свойственной им независимости гене-

рируемого расхода от давления в системе и частоты вращения 

приводного вала. Принцип работы объемных гидромашин осно-

ван на периодическом изменении объема рабочих камер, что 

приводит к пульсациям подачи, которые в свою очередь приво-

дят к вибрации ограждающих элементов. Такие динамические 

нагрузки приводят к вибрации, нарушению герметичности и 

разрушению системы [5]. 

На сегодняшний день исследования по уменьшению дина-

мических нагрузок ведутся в разных направлениях. В работе 

рассматривается подход, связанный с созданием динамической 
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модели с целью выявления природы и направленности гидро-

удара для дальнейшей его компенсации. 

2. Литературный обзор 

В ходе анализа существующих моделей аксиально-

плунжерного насоса было выделено две основных группы ис-

следований. Локальное математическое моделирование создаёт-

ся для того, чтобы показать линии тока жидкости в определён-

ной области объекта. Данные модели служат для рассмотрения 

процессов в относительно небольших объёмах, таких как: ка-

навки, зазоры, каналы всасывания или нагнетания, ходовая 

часть (например, расчёт спроектированного нагнетательного 

канала или же моделирование течения жидкости в цилиндре) [1, 

3, 4, 6, 8, 9]. Обобщённое моделирование показывает динамику 

течения жидкости в гидравлической системе, учитывая трубо-

проводы и дополнительные элементы [2, 7]. Обычно данные мо-

дели используются для получения пульсационной картины и 

часто сопровождаются данными эксперимента (например, моде-

лирование насоса с целью изучения дросселирующего отвер-

стия). В данных моделях отличительными допущениями явля-

ются упрощённое движение плунжеров и отсутствие зазоров. 

Важным аспектом является то, что во многих работах говори-

лось о явлении гидроудара, который проявлялся в скачкообраз-

ном поведении графиков расхода, однако не было чёткого пред-

ставления о его величине и направленности. Из анализа суще-

ствующих модификаций плунжера можно сделать вывод об их 

немногочисленности [10]. 

3. Процесс моделирования 

В рамках данного исследования проведено моделирование 

рабочего процесса аксиально-плунжерного гидронасоса ком-

пакт-серии для 1 плунжера. 

Необходимо обозначить допущения, которые принимались 

при данном моделировании: 

1. Несжимаемая жидкость. Данная модель сплошной среды 

подразумевает сохранение плотности при изменении давления. 
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Сжимаемость среды показывается процентным содержанием 

воздуха в ней и важна для анализа кавитации в насосе. Данное 

допущение оправдывается ограниченными вычислительными 

ресурсами и незначительным влиянием на изучаемый процесс. 

При определении явления отрицательного гидроудара (при рез-

ком открытии задвижки) нет необходимости учитывать сжима-

емость жидкости, так как нет образования кавитационных про-

цессов.   

2. Температура. В данной имитационной модели учитыва-

лась стандартная (по настройкам Fluent) температура рабочего 

тела. Параметры, зависящие от температуры, (плотность и вяз-

кость жидкости) принимались при t = 20 °C. Это обосновывает-

ся тем, что действительная температура рабочего тела во время 

процесса неизвестна. Очевидно, реальная температура превы-

шает принимаемую, что, в свою очередь, повлияет на амплитуду 

удара. Рабочий процесс приводит к повышению температуры, 

от чего проявляется уменьшение вязкости и плотности (т.е. 

уменьшение способности жидкости сопротивляться сторонним 

воздействиям), результатом является увеличение амплитуды 

гидроудара.  

Данная погрешность результатов не скажется при подходе 

к модификации плунжера, так как расчёт демпфирующих и 

упругих сред будет идти по наименьшему давлению (если рас-

считать для меньшего давления, то будет функционировать при 

более высоком). 

3. Геометрические допущения в виде отсутствия канавок и 

дросселирующих отверстий в распределительном блоке. Учёт 

данных модификаций распределительного блока значительно 

усложнил бы процесс создания модели и сетки. Расчёт канавок 

и их эффективность не входит в тему данной работы. Главная 

задача – смоделировать рабочий процесс АПГ и провести моди-

фикацию плунжера. 

4. Допущение геометрии и движения плунжера. В данной 

работе принималась идеализированная цилиндрическая форма 

плунжера: без осевого канала и не коническая, что значительно 

упрощает создание сетки. Также не учитывается радиальное би-

ение, что упрощает задание движения. 



 

Управление большими системами. Выпуск 101 

90 

5. Утечки. При моделировании соблюдалась идеальная 

изоляция как зон нагнетания и всасывания, так и цилиндра 

с пространством внутри корпуса. Перетечки между окнами 

нагнетания и всасывания в торцевом распределителе являются 

незначительными, а утечки через противоположный торец ци-

линдра влияют на полученные результаты расхода. В этом слу-

чае правильность полученного расхода мы сможем проверить 

через теоретический расход насоса. 

Создание динамической модели удобно разбить на этапы. 

На первом этапе моделирования была создана жидкостная мо-

дель для расчёта по твердотельной. Модель разбита на 3 тела: 

зона нагнетания, зона всасывания (что называется статор) и ци-

линдры с каналами – ротор. 

Второй этап представляет собой создание сетки. Конечная 

сетка модели состоит из 4 тел (рис. 2). Сетка имеет максималь-

ный коэффициент скошенности 0,65, а средний – 0,15, что гово-

рит о её качественности. Всего в сетке 148 734 элемента. 

 

Рис. 2. Сетка модели: 1 – зазор; 2 – область перемещения 

плунжера; 3 – подвод; 4 – области нагнетания и всасывания 

Третий этап включает в себя создание макросов (UDF-

файлы) на платформе Microsoft Visual Studio 2012. Путём проб и 

ошибок было выявлено преимущество вращения тела «статор», 
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а не «ротор». Это обосновывается визуальным представлением 

результатов. Закон движения плунжеров синусоидальный. 

На четвёртом этапе сетка выгружается во Fluent 18.1, где 

происходит задание параметров расчёта, граничных условий и 

макросов движения. Важной частью данного этапа является 

грамотная настройка параметров перестраивающейся сетки 

(Dynamic Mesh) и подбор разбиения для рабочего цикла 

(2900 шагов). Это связано с функцией динамической сетки: 

необходимо создать такое перемещение тела (создаваемой сет-

ки), чтобы оно было меньшим, чем сам размер сетки для пра-

вильного выполнения «Layering» и перестроения сетки. 

4. Анализ полученных результатов 

Можно отметить, что давление начало возрастать на 1533 

шаге, максимальное значение составляет P = 46,5 Мпа в теле 

подвод (рис. 2) на 1557 шаге, что превышает давление зоны 

нагнетания на ∆P = 11,5 Мпа (составляет 32,9% от давления зо-

ны нагнетания) (рис. 3). 

 

Рис. 3. График зависимости полного давления от шага 

Также важно рассмотреть поле распределения давления и 

векторное направление скорости потока (рис. 4). Векторы 

направлены в сторону цилиндра, следовательно, основной удар 

приходится именно на него, т.е. на плунжер. 
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Резкий скачок параметров сказывается и на картине расхода 

(рис. 5). На графике можно увидеть кратковременные пики рас-

хода. 

 

Рис. 4. Векторы скорости потока в момент гидроудара 

Среднее значение расхода в данной модели можно опреде-

лить из графика путём деления разницы максимального и ми-

нимального значений пополам, т.е. на один плунжер приходится 

теоретический расход, равный 

(1) 𝑄сред
теор

1
=

𝑄𝑚𝑎𝑥–𝑄𝑚𝑖𝑛

2
=

5344−13

2
= 20,22л мин⁄ . 

Для определения смоделированного полного расхода для 

аксиально-плунжерного насоса необходимо полученный сред-

ний теоретический расход умножить на количество плунжеров 

(z = 7): 

(2) 𝑄сред
теор

= 𝑄сред
теор

1
∙ 𝑧 = 20,22 ∙ 7 = 141,54 л мин⁄ . 

Безусловно, данное допущение является грубым, так как не 

учитываются перетечки между плунжерами во время их одно-

временного перекрывания зоны нагнетания, однако этого доста-

точно для оценки порядка расхода и, следовательно, правильно-

сти моделирования. Для данной проверки сравнивается смоде-

лированный расход и значение теоретического расхода, которое 

получено аналитическим путём. 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

93 

Данное значение соответствует теоретической величине 

расхода (без учёта объёмных потерь). Сравнивая его с величи-

ной, рассчитанной аналитически, которая равна 

(3) 𝑄𝑚 =
𝑄эф

𝜂0
=

7,5

0,97
= 7,73

м3

час
= 0,13

м3

мин
= 130

л

мин
 

Разница значений в 8,9% говорит о правильном функцио-

нировании модели. 

 

Рис. 5. График расхода жидкости для 1 плунжера, л/мин 

5. Модификация конструкции 

Полученные данные о величие удара и его направлении да-

ют основания для его компенсации путём демпфирования: рез-

кий скачок давления гасится упругой средой или механизмом. 

При условии наличия необходимых материалов внутри плунже-

ра можно расположить демпфирующий, невпитывающий мате-

риал или демпфирующую среду, в которой бы находилась сфе-

рическая головка плунжера. Упругое демпфирование мест со-

прикосновения плунжера с управляющим валом позволит ком-

пенсировать вибрации в сторону ответственного органа систе-

мы. Данные идеи пока имеют только теоретический характер. 

Для осуществления упругой компенсации гидроудара также 

можно рассмотреть предохранительный клапан с пружиной 

(рис. 6). 

Данная конструкция была рассчитана на прочность в про-

грамме ANSYS Workbench 18.1. Основное тело модифициро-

ванного плунжера было разбито на элементы размера 1 мм, 
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а места с содержанием концентраторов напряжений, острых 

кромок по 0,2 мм. Пружина проходит расчёт на прочность. Но 

запирающий элемент и корпус плунжера не проходят по коэф-

фициенту запаса текучести. Небольшая разница коэффициентов 

запаса от минимальных необходимых показывает возможность 

доработки конструкции. 

 

Рис. 6. 3D-модель предложенной модификации 

6. Заключение 

Проведён подробный анализ явления гидроудара и показана 

необходимость его исключения. Осуществлён анализ имеющих-

ся подходов динамического моделирования АПГ и конструкций 

плунжеров.  

Выполнен динамический расчёт рабочего процесса акси-

ально-плунжерного насоса. Результатами являются графики 

расхода и давлений, динамическое представление процесса гид-

роудара и деформации пружины в предохранительном клапане. 

Определена амплитуда гидроудара ∆𝑃 = 11,5Мпа, который на 

32,9% превышает значение давления зоны нагнетания. 

Выдвинуты методы, направленные на борьбу с гидроуда-

ром. Проведён анализ на прочность одной из предложенных 

конструкций. Полученные результаты могут быть использованы 

при разработке новых и модификации имеющихся аксиально-

плунжерных гидромашин (АПГ). 
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SIMULATION OF A WATER HAMMER IN AN AXIAL PIS-

TON PUMP 

Ekaterina Tretyakova, V.A. Trapeznikov Institute of Control  

Sciences of RAS, Moscow, student (ekaterina_tretikova@mail.ru). 

Abstract: The paper presents an approach to modeling an axial piston pump com-

pact series with an inclined block and performed a hydrodynamic calculation. Exist-

ing models of the axial piston pump were studied, during which a jump in flow was 

found at the time of water hammer, but the "shock magnitude" was unknown. During 

modeling, assumptions related to the properties of the working fluid and the geome-

try of the plunger were introduced, and temperature changes were also not taken 

into account. Four stages were identified in the modeling process. The first stage 

involves the creation of a fluid volume - a fluid model from a solid model of the 

pump. In the second step, a mesh was created. The third stage is devoted to creating 

macros for the movement of the previously selected pump components. At the fourth 

stage, all prepared parts of the model are uploaded to Fluent 18.1 and the calcula-

tion parameters are set. The adequacy of the resulting model was assessed by com-

paring the simulated total pump flow with the theoretical flow calculated analytical-

ly. Upon the simulation, the amplitude of the pressure jump was calculated during 

the water hammer in the operating mode of the pump at the maximum discharge 

pressure. A method was proposed to reduce it. Changes have been made to the de-

sign of the plunger. The strength of the modified structure was calculated. 

Keywords: axial piston pump, hydrodynamic calculation, model, plunger, 

mesh, water hummer, valve. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ АРХИТЕКТУРЫ НЕЙРОННОЙ СЕТИ 
В ЗАДАЧЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ СОСТОЯНИЯ  

ЗАРЯДА АККУМУЛЯТОРА 

Яковлев И. А.1, Елизарова А. В.2, Саитова Г. А.3 

(ФГБОУ ВО Уфимский государственный авиационный 

технический университет, Уфа) 

Рассматривается задача прогнозирования состояния заряда аккумулятора, 

на основе нейронных сетей. Были исследованы два типа рекуррентных нели-

нейных авторегрессионных нейронных сетей в задаче прогнозирования состо-

яния заряда аккумулятора в процессе его использования. Основным критерием 

качества прогнозирования выступала среднеквадратичная ошибка. По ре-

зультатам исследования была выбрана оптимальная структура нейронной 

сети. 

Ключевые слова: химический источник тока, нейросетевое моделиро-

вание, литий-ионный аккумулятор, прогнозирование, уровень разряда 

аккумулятора. 

1. Введение 

Перспективы развития техники гражданского и военного 

применения, в том числе создание систем накопления и хране-

ния электрической энергии, в частности для автономных необи-

таемых подводных аппаратов (АНПА), а также обитаемых под-

водных аппаратов (ОПА), во многом определяются наличием 

высокоэнергоемких источников электроэнергии. 

Для обеспечения электрической энергией двигателей, элек-

тронной аппаратуры и автоматизированных систем управления 

широко применяются системы электроснабжения на основе хи-

мических источников тока (ХИТ), которые наиболее полно от-

вечают требованиям к комплексам вооружения в части просто-

ты в управлении, постоянной готовности к работе на нагрузку 

и минимально необходимого обслуживания в процессе эксплуа-
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тации. При работе большинства ХИТ отсутствуют акустические 

и тепловые шумы, что обеспечивает повышенную скрытность 

функционирования комплексов различного назначения [3]. 

К таким источникам энергии относятся литий-ионные аккумуля-

торы, для которых необходимо обеспечить безопасную работу. 

Самым опасным последствием отказов аккумуляторов яв-

ляется тепловой разгон, во время которого происходит постоян-

ный рост температуры аккумулятора, приводящий к возгорани-

ям и взрывам [6]. Одним из наиболее эффективных технологи-

ческих способов достижения высокой степени надёжности и 

безопасности эксплуатации аккумуляторных батарей является 

тщательный подбор аккумуляторов по электрическим характе-

ристикам. При подборе максимально близких по своим характе-

ристикам аккумуляторов возрастает ресурс и время работы всей 

батареи за счёт экономии энергии на балансировке отдельных 

аккумуляторных блоков, составляющих батарею. По достиже-

нию минимального значения напряжения аккумулятора даль-

нейший его разряд приведёт к глубокому разряду, что резко со-

кратит ресурс аккумулятора. Для того чтобы момент наступле-

ния минимального напряжения не был неожиданным, необхо-

димо прогнозировать состояние заряда аккумулятора.  

Из-за сложной природы процесса разряда аккумулятора 

классические методы, основанные на физических законах, зача-

стую дают недостаточную точность прогнозирования состояния 

заряда аккумулятора [27]. Поэтому одной из актуальных задач 

является отслеживание состояния заряда аккумулятора в реаль-

ном времени для учёта оставшегося времени работы системы 

в заданном режиме [10–26]. В работе предлагается использование 

нейронной сети для определения уровня заряда аккумулятора. 

2. Проблема прогнозирования состояния заряда 
аккумуляторной батареи 

2.1. ОЦЕНКА ЗАПАСА ЁМКОСТИ АККУМУЛЯТОРНОЙ  

БАТАРЕИ 

Пусть состояние заряда аккумулятора 𝑆𝑂𝐶 в момент време-

ни 𝑡 определяется отношением оставшейся ёмкости 𝑄𝑟(𝑡) к но-

минальной 𝑄0 по уравнению (1). Тогда оставшаяся ёмкость 
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в момент времени 𝑡 определится как разность между номиналь-

ной ёмкостью, когда аккумулятор полностью заряжен, и суммой 

затраченных ёмкостей на каждом из предыдущих шагов (2). Для 

упрощения примем номинальную ёмкость равной номинальной 

ёмкости аккумулятора на предыдущем цикле разряда  

𝑄0(𝜏) = 𝑄0(𝜏 − 1), полагая эффект старения аккумулятора рав-

ным нулю: 

(1) 𝑆𝑂𝐶(𝑡) =
𝑄𝑟(𝑡)

𝑄0
∙ 100%, 

(2) 𝑄𝑟(𝑡) = 𝑄(0) − ∑ 𝑄(𝑖)𝑡−1
𝑖=1 . 

Общая затраченная ёмкость 𝑄 аккумулятора на протяжении 

процесса во временном диапазоне от 𝑡1 до 𝑡2 определяется про-

изведением напряжения на ток нагрузки: 

(3) 𝑄 = ∫ 𝑊(𝑡) 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
= ∫ 𝑈(𝑡) ∙ 𝐼(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1
. 

Представление ёмкости через мощность выбрано не слу-

чайно и рассматривается с точки зрения предположения о ком-

пенсации падающего напряжения возрастающим током в про-

цессе разряда. Тогда в установившемся режиме кривая мощно-

сти будет меняться с меньшей скоростью и будет более предска-

зуемой, как если бы оценка ёмкости происходила только по то-

ку. Это облегчит получение точной оценки оставшейся энергии. 

Для того чтобы определить оставшееся время работы акку-

мулятора на заданной мощности, необходимо разделить остав-

шуюся ёмкость 𝑄𝑟(𝑡) на текущую мгновенную мощность 𝑊𝑡: 

(4) 𝑇𝑡 =
𝑄𝑟(𝑡)

𝑊𝑡
. 

В условиях меняющегося значения мощности 
𝑑𝑊

𝑑𝑡
≠ 0 рас-

чёт оставшегося времени, основанный на полученном значении 

мощности 𝑊𝑡, не несёт практической информации, так как сразу 

после измерения мощность примет другое значение и величина 

оставшегося времени 𝑇𝑡 поменяется. Таким образом, целесооб-

разно оценивать оставшееся время, опираясь на следующее оце-

ночное значение мощности 𝑊̂𝑡+1 (см. рис. 1). 

По первому и второму законам коммутации ток и напряже-

ние в цепи не могут измениться мгновенно. Исходя из этих пра-

вил переход ∆𝑊(𝑡) от одного значения мощности к другому 

представляет собой нелинейную зависимость. 
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Рис. 1. Определение оставшегося времени работы аккумулятора 

𝑇𝑡 на основе значения мощности 𝑊̂𝑡+1 в момент времени t + 1 

Оптимальным будет аппроксимировать этот переход поли-

номом второго порядка. Тогда количество энергии, затраченной 

в момент переходного процесса, определяется зависимостью 

Зная величину энергии ∆𝑄𝑟, затраченную на переход от од-

ного значения мощности к другому, можно определить значение 

оставшейся ёмкости 𝑄𝑟(𝑡 + 1) на следующем шаге. На основе 

рассчитанной ёмкости определяется оценочное значение остав-

шегося времени работы 𝑇̂𝑡 на заданной мощности по соотноше-

нию 

(5) 𝑇̂𝑡 =
𝑄𝑟(𝑡)−∆𝑄𝑟

𝑊̂𝑡+1
=

𝑄𝑟(𝑡+1)

𝑊̂𝑡+1
.  

Таким образом, для корректной оценки состояния заряда 

аккумулятора требуется определять величину мощности на сле-

дующем шаге дискретного процесса так, чтобы ошибка между 

реальной величиной 𝑊𝑡+1 и оценочной 𝑊̂𝑡+1 стремилась к нулю: 

(6) 𝜀 = |𝑊𝑡+1 − 𝑊̂𝑡+1| → 0. 
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2.2. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕНИЯ НА КЛЕММАХ  

АККУМУЛЯТОРНОЙ БАТАРЕИ 

В случае разряда батареи в режиме постоянного тока (CC) 

или сопротивления (CR) функции мощности 𝑊𝐶𝐶(𝑡) и 𝑊𝐶𝑅(𝑡) 

в обоих сценариях будут повторять форму функции напряжения 

разряда 𝑈(𝑡) аккумуляторной батареи в соответствии с законом 

Ома для участка цепи (8). А функция мощности примет вид (9) 

или (10) для постоянного тока или постоянного сопротивления 

соответственно, где 𝛼 – коэффициент пропорциональности: 

(7) 𝑈 = 𝐼𝑅, 
(8) 𝑊̂𝑡+1(𝑡) ∝ 𝛼𝑈̂𝑡+1(𝑡), 

(9) 𝑊̂𝑡+1(𝑡) ∝
1

𝛼
𝑈̂𝑡+1

2 (𝑡). 

Зависимость напряжения разряда аккумуляторной батареи 

от времени представляет собой нелинейный процесс. Такой 

процесс является сложным и может быть описан эмпирически-

ми соотношениями с большим количеством входных парамет-

ров, среди которых имеются экспериментальные константы. Из-

за большого количества неуточнённых параметров и в силу 

естественных эффектов аккумулятора применение эмпириче-

ских зависимостей на практике становится невозможным. По-

мимо этого, такие параметры как температура аккумулятора, 

токи разряда/заряда, количество циклов перезаряда влияют на 

скорость деградации ёмкости аккумулятора, функция которой 

также имеет нелинейный характер [7, 9]. 

Таким образом, так или иначе приходится идентифициро-

вать объект исследования. Увеличение входных параметров 

пропорционально вызывает сложности в их уточнении и оценки 

адекватности получаемого результата, уменьшение входных па-

раметров заставляет чаще обращаться к идентификации реаль-

ных параметров аккумулятора, занимая тем самым полезное 

время и прерывая его работу. Непрерывность в работе аккуму-

ляторной батареи может стать принципиальным условием в за-

висимости от приложения [1]. 

Отчасти вопрос компромисса между количеством входных 

параметров и идентификацией реальных параметров аккумуля-

тора решается применением интеллектуальных методов, в част-

ности нейронных сетей. Нейронная сеть, в основе которой со-
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держатся весовые коэффициенты, позволяет найти зависимость 

между входными и выходными значениями путём настройки 

этих весовых коэффициентов. Процесс настройки весовых ко-

эффициентов называется обучением. Тогда задача прогнозиро-

вания состояния заряда аккумулятора сводится к определению 

входных параметров, данных, используемых для обучения и вы-

бору архитектуры нейронной сети. 

В случае оценки состояния заряда аккумулятора необходи-

мо найти зависимость между входными параметрами времени 

относительно начала разряда, температуры ячейки и тока 

нагрузки, чтобы спрогнозировать выходное значение напряже-

ния аккумулятора. Данная задача является задачей прогнозиро-

вания временных рядов, для которой необходимо правильно 

определить архитектуру и модель нейронной сети. 

3. Обучение рекуррентных нейронных сетей 
временных рядов 

3.1. ВЫБОР АРХИТЕКТУРЫ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ  

ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 

На сегодняшний день в задачах оценки состояния заряда 

аккумулятора активно применяются такие рекуррентные 

нейронные сети как LSTM и GRU [8]. Такие нейронные сети ли-

шены недостатка экспоненциального затухания градиента и де-

монстрируют высокую точность прогнозирования. Однако, не-

смотря на все их преимущества по сравнению с NARX- и NAR-

рекуррентными нейронными сетями, их архитектура сложна 

наличием большого количества параметров, процесс синтеза и 

обучения становится более ресурсоемким. Из-за большого ко-

личества параметров LSTM-сети легко переобучить, они чув-

ствительны к инициализируемым значениям весовых коэффи-

циентов. 

В условиях автономности необитаемого объекта потреб-

ность в быстрой перестройке параметров нейронной сети для 

достижения желаемой точности путём переобучения играет бо-

лее важную роль, чем сохранение точности прогнозирования 

в долгосрочном периоде на первоначальных неизменяемых обу-

чаемых данных. Таким образом, основным преимуществом 
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в задаче прогнозирования состояния заряда аккумуляторной ба-

тареи в условиях автономности необитаемого объекта является 

возможность легко переобучить нейронную сеть на новые дан-

ные, сохраняя при этом достаточную точность прогнозирования. 

3.2. ПОДГОТОВКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

В процессе проектирования нейронной сети встаёт вопрос 

о выборе верной архитектуры. Архитектура определяет фунда-

ментальные правила организации слоёв, нейронов и связей 

между ними в нейронной сети. Так же как и для задач прогнози-

рования временных рядов разработаны такие архитектуры как 

нейронные сети прямого распространения и рекуррентные 

нейронные сети [5]. Данная работа не ставит перед собой цели 

глобальной оптимизации гиперпараметров выбранной нейрон-

ной сети. Определяется малая исследуемая область параметров 

по количеству нейронов в скрытом слое, числу скрытых слоёв и 

величинам задержек по обратной связи и по входу, которая 

включает в себя окрестность допустимых параметров нейрон-

ной сети с незначительным изменением в точности прогнозиро-

вания. Изменение числа задержек не приводит к желаемому 

увеличению точности. Увеличение скрытых слоёв, так же как и 

количества нейронов в них, приводит к усложнению процесса 

обучения, из-за чего нивелируется основное преимущество ис-

пользования NARX- и NAR- нейронных сетей перед LSTM и 

GRU. Исходя из этого, нейронные сети с количеством скрытых 

слоёв больше чем один и с большим числом задержек в рамках 

данной работы рассматриваться не будут. 

Перед началом формирования обучающей выборки необхо-

димо обеспечить её репрезентативность и непротиворечивость 

данных. Данные, собранные с датчиков, зачастую имеют шумы 

и выбросы, от которых необходимо избавиться. Частота дискре-

тизации данных составляет 10 секунд.  

Конфигурация обучения у всех нейронных сетей следую-

щая: 

 максимальное число эпох в процессе обучения составляет 

10000; 

 количество задержек по обратной связи у всех нейронных 

сетей составляет 20 единиц; 
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 разделение обучающих данных – блочное; 

 часть обучающей выборки составляет 70% от общего чис-

ла данных; 

 часть тестовой выборки составляет 15% от общего числа 

данных; 

 часть контрольной выборки составляет 15% от общего 

числа данных. 

В качестве обучающей выборки выступают данные NASA 

по разряду литий-ионного аккумулятора ёмкостью 2 Ач. 

В наборе имеются данные по напряжению на клеммах аккуму-

лятора (U, В), времени разряда по каждому циклу (τ, сек), току 

нагрузки (I, А) и температуре аккумулятора (T, °C). Обучающая 

выборка состоит из данных по трём Li-Ion-аккумуляторным 

ячейкам с количеством данных по каждой равным примерно 

34000. Ток разряда во всех случаях постоянный и равен 1 А. 

Создание нейронной сети осуществляется с использованием 

MATLAB и пакета ntstool. Функции создания NAR- и NARX-

сети – narnet и narxnet соответственно. 

3.3. НЕЛИНЕЙНАЯ АВТОРЕГРЕССИОННАЯ НЕЙРОННАЯ 

СЕТЬ 

Нелинейная авторегрессионная нейронная сеть использует 

на входе только вектор значений напряжения, описывающий 

процесс разряда аккумулятора, и по предыдущим значениям 

прогнозирует последующее на шаг вперёд.  

Классическая архитектура последовательно-параллельной 

нелинейной авторегрессионной нейронной сети с 32 нейронами 

в одном скрытом слое и 20 единицами задержек по обратной 

связи изображена на рис. 2 [4]. 

 
Рис. 2. Классическая архитектура последовательно-

параллельной нелинейной авторегрессионной нейронной сети 
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Для определения зависимости качества прогнозирования 

нелинейной авторегрессионной нейронной сети от количества 

нейронов в скрытом слое и алгоритмов обучения были созданы 

и обучены нелинейные авторегрессионные нейронные сети 

с использованием трёх разных алгоритмов обучения (см. табли-

цы 1–3). 

Таблица 1. Анализ производительности нелинейной авторегрес-

сионной нейронной сети с использованием метода Левенберга –

Маркварда 

№ Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов 

в скрытом 

слое 

Общая ошибка прогнозирования ал-

горитмов обучения 

Левенберга –

Маркварда 

Минимальная ошибка 

достигнута на эпохе 

1 1 4 3,7619e-05 2894 

2 1 16 6,1006e-05 1318 

3 1 32 1,0929e-04 684 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 6,9305e-05 1632 

|max 𝑥 − min 𝑥| 7,1671e-05 2210 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 103,4% 135,4% 

 

Можно видеть, как сильно меняется ошибка прогнозирова-

ния от количества нейронов в нейронной сети. Сильнее всего 

количество нейронов на ошибку прогнозирования влияет в слу-

чае применения алгоритма обучения байесовской регуляризации 

и меньше всего – в случае применения алгоритма обучения 

масштабируемого сопряжённого градиента. Данные зависимо-

сти показаны на рис. 3. 
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Таблица 2. Анализ производительности нелинейной  

авторегрессионной нейронной сети с использованием метода 

байесовской регуляризации 

№ Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов 

в скрытом 

слое 

Общая ошибка прогнозирования 

алгоритмов обучения 

Байесовская 

регуляризация 

Минимальная 

ошибка достигнута 

на эпохе 

1 1 4 8,6028e-05 210 

2 1 16 6,7404e-05 527 

3 1 32 2,9241e-04 328 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 1,4861e-04 355 

|max 𝑥 − min 𝑥| 2,2501e-04 317 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 151,4% 89,3% 

Таблица 3. Анализ производительности нелинейной  

авторегрессионной нейронной сети с использованием метода 

масштабируемого сопряжённого градиента 

№ Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов 

в скрытом 

слое 

Общая ошибка прогнозирования алго-

ритмов обучения 

Масштабируемый 

сопряжённый 

градиент 

Минимальная 

ошибка достигнута 

на эпохе 

1 3,0370e-04 4 3,0370e-04 5021 

2 3,0402e-04 16 3,0402e-04 6230 

3 3,1509e-04 32 3,1509e-04 9921 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

3,0760e-04 7057 

|max 𝑥 − min 𝑥| 1,1390e-05 4900 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 
3,7% 69,4% 
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Рис. 3. Зависимость среднеквадратичной ошибки  

от количества нейронов нелинейной авторегрессионной  

нейронной сети на разных алгоритмах обучения 

Также следует обратить внимание на количество эпох, не-

обходимых для достижения минимальной ошибки прогнозиро-

вания. В случае использования алгоритма Левенберга –

Маркварда можно наблюдать обратно-пропорциональную зави-

симость между количеством нейронов в скрытом слое и количе-

стве эпох по достижению минимальной ошибки. Обратную кар-

тину можно видеть при использовании алгоритма масштабиру-

емых сопряжённых градиентов, где количество эпох пропорци-

онально возрастает с увеличением количества нейронов в скры-

том слое. В алгоритме байесовской регуляризации количество 

эпох сначала пропорционально возрастает до какого-то опреде-

лённого количества нейронов, а потом обратно-

пропорционально с увеличением количества нейронов в скры-

том слое уменьшается количество требуемых эпох по достиже-

нию минимальной ошибки. Более подробно это можно наблю-

дать графически на рис. 4. 

Учитывая данные, изображённые на рис. 3 и рис. 4, можно 

видеть, что в алгоритме масштабируемого сопряжённого гради-

ента при увеличении количества нейронов увеличивается коли-

чество эпох, необходимых для достижения минимальной ошиб-

ки, однако ошибка при этом остаётся практически неизменной. 

В алгоритме байесовской регуляризации наблюдается соответ-
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ствие увеличение количества эпох уменьшению ошибки. В об-

щем случае количество требуемых эпох в зависимости от коли-

чества нейронов можно считать постоянным. Однако вопрос 

минимальной ошибки от количества нейронов в промежутке 

[4; 32] [4; 32] [4; 32] остаётся открытым. В алгоритме Левенбер-

га – Маркварда наблюдается соответствие увеличения ошибки 

уменьшению количества требуемых эпох. С увеличением коли-

чества нейронов ошибка увеличивается. 

 

Рис. 4. Зависимость требуемых количеств эпох от количества 

нейронов нелинейной авторегрессионной нейронной сети 

на разных алгоритмах обучения 

Результаты процесса обучения нелинейных авторегресси-

онных нейронных сетей представлены на рис. 5. По оси абсцисс 

указывается количество эпох, по оси ординат – среднеквадра-

тичная ошибка. Синим цветом обозначен график ошибки обу-

чающей выборки, красным – ошибка тестовой выборки, зелё-

ным – ошибка контрольной выборки. 

Результаты прогнозирования нейронных сетей с разным ко-

личеством нейронов и тремя разными алгоритмами обучения 

в зависимости от периода поступления данных на вход пред-

ставлены на рис. 6. Период поступления данных увеличивается 

в 4 раза, а потом – в 16 раз от начального, который составляет 

10 секунд. 
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Рис. 5. Достижение минимальной ошибки в процессе обучения 

нелинейных авторегрессионных нейронных сетей 

 

Рис. 6. Прогнозирование состояния заряда аккумулятора нели-

нейной авторегрессионной нейронной сети с 4 нейронами 

в скрытом слое 

Основным критерием качества нелинейной авторегресси-

онной нейронной сети в задаче прогнозирования состояния за-

ряда аккумулятора является точность прогнозирования. Допол-

нительным критерием будет служить способность качественно 
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прогнозировать состояние заряда аккумулятора на разных пери-

одах входных данных. Сложность алгоритмов обучения Левен-

берга – Маркварда и байесовской регуляризации несопоставимы 

со сложностью алгоритма масштабируемого сопряжённого гра-

диента. Время, за которое происходит обучение нейронное сети 

на разных алгоритмах обучения, вне зависимости от количества 

эпох примерно равно между собой, поэтому количество эпох не 

будет выступать критерием оптимальности. Допустимыми архи-

тектурами будут считаться те, ошибка которых ниже средней 

между максимальной и минимальной по всем алгоритмам обу-

чения и по всем количествам нейронов. Таким образом, средняя 

ошибка будет составлять 1,7635e-04. 

С учётом данных на рис. 3 и в таблице 1 можно выделить 

допустимые архитектуры нелинейной авторегрессионной 

нейронной сети (см. таблицу 4).  

Таблица 4. Допустимые архитектуры нелинейной авторегрес-

сионной нейронной сети 

Ошибка прогнози-

рования (ниже сред-

ней 1,7635e-04) 

Архитектура нелинейной авторегрессионной 

нейронной сети 

Количество нейронов Алгоритм обучения 

3,7619e-05 4 Левенберга – Маркварда 

6,1006e-05 16 Левенберга – Маркварда 

6,7404e-05 16 Байесовская  

регуляризация 

8,6028e-05 4 Байесовская  

регуляризация 

1,0929e-04 32 Левенберга – Маркварда 

 

В таком случае оптимальной архитектурой нелинейной ав-

торегрессионной нейронной сети будет являться наличие 

4 нейронов в скрытом слое с использованием алгоритма обуче-

ния Левенберга – Маркварда. 

Также видно, что у всех архитектур наблюдается сложность 

в прогнозирование третьей экспоненциальной зоны разряда ак-

кумулятора. 

По среднеквадратичной ошибке прогнозирования меньше 

всего от количества нейронов в скрытом слое зависят нейрон-
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ные сети, обученные алгоритмом масштабируемых сопряжён-

ных градиентов, и больше всего – нейронные сети, обученные 

алгоритмом байесовской регуляризации. 

По количеству эпох меньше всего от количества нейронов 

в скрытом слое зависят нейронные сети, обученные алгоритмом 

масштабируемого сопряжённого градиента, и больше всего – 

нейронные сети, обученные алгоритмом Левенберга – Маркварда. 

3.4. НЕЛИНЕЙНАЯ АВТОРЕГРЕССИОННАЯ НЕЙРОННАЯ 

СЕТЬ С ВНЕШНЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 

Модель нелинейной авторегрессии с внешними входами 

(NARX) относится к классу рекуррентных нейронных сетей. 

Наличие обратных связей позволяет NARX-сети принимать ре-

шения, основываясь не только на входных данных, но и с учё-

том предыстории состояний динамического объекта [7]. 

Здесь на вход нейронной сети подаются 3 параметра: дан-

ные по времени разряда в секундах, ток нагрузки в амперах и 

температура ячейки в градусах Цельсия. 

Классическая архитектура последовательно-параллельной 

нелинейной авторегрессионной нейронной сети с 32 нейронами 

в одном скрытом слое и 19 единицами задержек по входу и 

1 задержкой по обратной связи изображена на рис. 7.  

 

Рис. 7. Классическая архитектура последовательно-

параллельной нелинейной авторегрессионной нейронной сети 

с внешней обратной связью 
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Количество задержек по внешней обратной связи позволяет 

делать прогноз на желаемое количество шагов. В нашем случае 

количество прогнозируемых шагов равно единице. 

Для определения зависимости качества прогнозирования не-

линейной авторегрессионной нейронной сети с внешней обратной 

связью от количества нейронов в скрытом слое и алгоритмов обу-

чения были созданы и обучены нейронные сети с использованием 

разных алгоритмов обучения (см. таблицы 5–7). 

Таблица 5. Допустимые архитектуры нелинейной  

авторегрессионной нейронной сети с внешней обратной связью 

с использованием метода Левенберга – Маркварда 

№ 

 

Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов 

в скрытом 

слое 

Общая ошибка прогнозирования  

алгоритмов обучения 

Левенберга –

 Маркварда 

Минимальная 

ошибка на эпохе 

1 1 4 3,4256e-04 148 

2 1 16 3,8114e-04 136 

3 1 32 3,5747e-04 103 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 3,6039e-04 129 

|max 𝑥 − min 𝑥| 3,8580e-05 45 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 10,7% 34,8% 

 

В отличие от нелинейной авторегрессионной нейронной се-

ти в случае обучения нелинейной авторегрессионной нейронной 

сети с внешней обратной связью можно наблюдать общую тен-

денцию по всем трём алгоритмам обучения. Единственное от-

личие заключается в среднем значении ошибки каждого из ал-

горитмов. Более подробно это можно видеть на рис. 8. 
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Таблица 6. Допустимые архитектуры нелинейной  

авторегрессионной нейронной сети с внешней обратной связью 

с использованием метода байесовской регуляризации 

№ 

 

Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов в 

скрытом слое 

Общая ошибка прогнозирования  

алгоритмов обучения 

Байесовская  

регуляризация 

Минимальная 

ошибка на эпохе 

1 3,4527e-04 4 3,4527e-04 135 

2 4,5104e-04 16 4,5104e-04 281 

3 3,7790e-04 32 3,7790e-04 83 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 3,9140e-04 166.33 

|max 𝑥 − min 𝑥| 1,0577e-04 198 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 27% 11,9% 

Таблица 7. Допустимые архитектуры нелинейной авторегрес-

сионной нейронной сети с внешней обратной связью с использо-

ванием метода масштабируемого сопряжённого градиента 

№ Количество 

скрытых 

слоёв 

Количество 

нейронов 

в скрытом 

слое 

Общая ошибка прогнозирования  

алгоритмов обучения 

Масштабируемый 

сопряжённый  

градиент 

Минимальная 

ошибка на эпохе 

1 3,0370e-04 4 3,4550e-04 5372 

2 3,0402e-04 16 4,0292e-04 9196 

3 3,1509e-04 32 3,8053e-04 9588 

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 3,7632e-04 8052 

|max 𝑥 − min 𝑥| 5,7420e-05 4216 

|max 𝑥 − min 𝑥|

1
𝑛

∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∙ 100% 15,3% 52,4% 
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Рис. 8. Зависимость среднеквадратичной ошибки  

от количества нейронов нелинейной авторегрессионной  

нейронной сети с внешней обратной связью  

на разных алгоритмах обучения 

Количество эпох в зависимости от алгоритма обучения ме-

няется в значительной степени. На рис. 9 можно видеть, что ал-

горитмы Левенберга – Маркварда и байесовской регуляризации 

имеют примерно одинаковые количества эпох, в то время как 

масштабируемый сопряжённый градиент сильно отличается от 

предыдущих двух. Причиной этому служит всё та же разница 

в сложности методов. 

 

Рис. 9. Зависимость требуемых количеств эпох от количества 

нейронов нелинейной авторегрессионной нейронной сети 

с внешней обратной связью на разных алгоритмах обучения 
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Результаты процесса обучения нелинейных авторегресси-

онных нейронных сетей с внешней обратной связью представ-

лены на рис. 10. По оси абсцисс указывается количество эпох, 

по оси ординат – среднеквадратичная ошибка. Синим цветом 

обозначен график ошибки обучающей выборки, красным – 

ошибка тестовой выборки, зелёным – ошибка контрольной вы-

борки. 

 

Рис. 10. Достижение минимальной ошибки в процессе обучения 

нелинейных авторегрессионных нейронных сетей с внешней об-

ратной связью 

Результаты прогнозирования нейронных сетей с разным ко-

личеством нейронов и тремя разными алгоритмами обучения 

в зависимости от периода поступления данных на вход пред-

ставлены на рис. 11. Период поступления данных увеличивается 

в 4 раза, а потом – в 16 от начального, который составляет 

10 секунд. 

Основным критерием качества, так же как и с нелинейной 

авторегрессионной нейронной сетью, остаётся точность прогно-

зирования. Дополнительным критерием будет служить способ-

ность прогнозирования состояния заряда аккумулятора при раз-

ных периодах поступления входных данных. Допустимыми ар-

хитектурами будут считаться те, ошибка которых ниже средней 

между максимальной и минимальной по всем алгоритмам обу-
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чения и по всем количествам нейронов. Таким образом, средняя 

ошибка будет составлять 3,9680e-04. 

 

Рис. 11. Прогнозирование состояния заряда аккумулятора  

нелинейной авторегрессионной нейронной сети с внешней  

обратной связью с 4 нейронами в скрытом слое 

С учётом данных на рис. 8 и в таблицах 5–7 можно выде-

лить допустимые архитектуры нелинейной авторегрессионной 

нейронной сети (см. таблицу 8).  

Таблица 8. Допустимые архитектуры нелинейной  

авторегрессионной нейронной сети с внешней обратной связью 

Ошибка  

прогнозирования 

(ниже средней 

3,9680e-04) 

Архитектура нелинейной авторегрессионной 

нейронной сети 

Количество 

нейронов 

Алгоритм обучения 

3,4256e-04 4 Левенберга – Маркварда 

3,4527e-04 4 Байесовская регуляризация 

3,4550e-04 4 
Масштабируемый  

сопряжённый градиент 

3,5747e-04 32 Левенберга – Маркварда 

3,7790e-04 32 Байесовская регуляризация 

3,8053e-04 32 
Масштабируемый  

сопряжённый градиент 

3,8114e-04 16 Левенберга – Маркварда 
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В таком случае оптимальной архитектурой нелинейной ав-

торегрессионной нейронной сети будет являться наличие 

4 нейронов в скрытом слое с использованием алгоритма обуче-

ния Левенберга – Маркварда. 

Как и в нелинейной авторегрессионной нейронной сети, 

везде наблюдается сложность в прогнозировании третьей экспо-

ненциальной зоны разряда аккумулятора. 

По среднеквадратичной ошибке прогнозирования меньше 

всего от количества нейронов в скрытом слое зависят нейрон-

ные сети, обученные алгоритмом Левенберга – Маркварда, и 

больше всего – нейронные сети, обученные алгоритмом байе-

совской регуляризации. 

По количеству эпох меньше всего от количества нейронов 

в скрытом слое зависят нейронные сети, обученные алгоритмом 

байесовской регуляризации, и больше всего – нейронные сети, 

обученные алгоритмом масштабируемого сопряжённого гради-

ента. 

4. Сравнение результатов работы нейронных сетей 

Основным отличием между нелинейной авторегрессионной 

нейронной сетью с внешней обратной связью и без неё заключа-

ется в наборе входных данных. Приведены ошибки двух моде-

лей нейронных сетей (см. таблицу 9), имеющих лучшие резуль-

таты по прогнозированию состояния заряда аккумулятора с пе-

риодом поступления входных данных равным 10 секундам. 

Таблица 9. Оптимальные архитектуры среди NA-R и NARX- 

нейронных сетей. 

Среднеквадратичная 

ошибка  

прогнозирования 

Модель 

нейронной 

сети 

Количество 

нейронов в 

скрытом слое 

Алгоритм 

обучения 

3,7619e-05 NAR 4 
Левенберга – 

Маркварда 

3,4256e-04 NARX 4 
Левенберга –

Маркварда 
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В условиях малого количества обучающей выборки приме-

нение нелинейной авторегрессионной нейронной сети без 

внешней обратной связи даёт меньшую ошибку в задаче прогно-

зирования состояния заряда аккумулятора, чем применение той 

же нейронной сети с внешней обратной связью. 

Так как входными параметрами для нейронной сети 

с внешней обратной связью являются время, ток нагрузки и 

температура ячейки, то все они вносят неопределённость в вы-

ходной результат. С учётом естественной индивидуальности 

внутренних характеристик каждой аккумуляторной ячейки, зна-

чение изменения температуры при нагреве в процессе разряда 

зависит от внутреннего сопротивления аккумулятора. При уве-

личении количества данных в обучающей выборке происходит 

эффект усреднения, из-за чего прогнозирование состояния заря-

да таких же ячеек тестовой выборки будет точнее. В нашем слу-

чае данных трёх ячеек явно недостаточно, чтобы достичь точно-

сти прогнозирования выше, чем у NAR-сети. С увеличением ко-

личества входных параметров нейронной сети для обучения 

необходима соразмерная обучающая выборка и архитектура 

нейронной сети, способная идентифицировать все существующие 

признаки и способная найти между ними зависимость. 

Таким образом, в задаче прогнозирования состояния заряда 

аккумулятора с применением малой обучающей выборки эф-

фективность использования последовательно-параллельной не-

линейной авторегрессионной нейронной сети становится выше, 

чем использование последовательно-параллельной нелинейной 

авторегрессионной нейронной сети с внешней обратной связью 

и множеством входных параметров [2]. 

5. Заключение 

В рамках данной работы были исследованы два типа рекур-

рентных нелинейных авторегрессионных нейронных сетей 

в задаче прогнозирования состояния заряда аккумулятора в про-

цессе его использования на малой обучающей выборке. Основ-

ным критерием качества прогнозирования выступала средне-

квадратичная ошибка. Нейронная сеть тестировалась на трёх 
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испытаниях разряда аккумулятора, данные которого не участво-

вали в обучающей выборки. 

В случае NAR-сети обучение проводилось с использованием 

входного параметра напряжения с аккумулятора в процессе раз-

ряда. Для прогнозирования последующего значения напряжения 

нейронная сеть использовала на входе значения предыдущих 

состояний напряжения аккумулятора. 

В случае NARX-сети обучение проводилось с использовани-

ем таких входных параметров как относительное время разряда, 

ток нагрузки, температура ячейки и напряжение ячейки. Для 

прогнозирования последующего состояния значения напряже-

ния нейронная сеть использовала на входе значения относи-

тельного времени, тока нагрузки, температуры ячейки и значе-

ния уточнённого напряжения на предыдущих шагах. 

По результатам исследования оптимальным типом нейрон-

ной сети в условиях ограниченной обучающей выборки оказа-

лась NAR- нейронная сеть с 4 нейронами в скрытом слое при 

20 единицах задержки на входе в интервале [1, 16] нейронов. 
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СИНТЕЗ ГЕНЕРАТОРА ЗАДАЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

ДЛЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  

МОБИЛЬНЫМ РОБОТОМ 

Кокунько Ю. Г.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

При планировании пути следования автономного колесного робота возника-

ют такие проблемы, как обеспечение безопасности движения, гладкости 

и ограниченности кривизны пути и скорости ее изменения с учетом проект-

ных ограничений робота как механического объекта управления. Совместное 

решение этих проблем может привести к громоздким аналитическим расче-

там, нереализуемым в реальном времени. В данной работе предлагается 

упростить и автоматизировать генерацию плоских путей для колесного ро-

бота, совмещающую решение указанных проблем. На первом этапе строится 

примитивный путь в виде плоской ломаной, отрезки которой соединяют 

опорные точки маршрута и обеспечивают безопасное выполнение рабочего 

сценария. На втором этапе решается проблема сглаживания сочленений ло-

маной без использования геометрических расчетов. Для этого предлагается 

использовать динамический генератор с использованием уравнений движения 

центра масс колесной платформы. При синтезе корректирующих воздей-

ствий генератора, имитирующих управляющие воздействия робота, исполь-

зуется метод декомпозиции и S-образные гладкие и ограниченные нелинейные 

обратные связи, что позволяет выполнить проектные ограничения робота 

на скорость, ускорение и управляющие моменты. Поэтому выходные пере-

менные генератора, имитирующие координаты центра масс робота, будут 

порождать сглаженный естественным образом путь с допустимой кривиз-

ной при отслеживании координат опорного негладкого маршрута. Разрабо-

танные алгоритмы сглаживания не требуют сложных геометрических по-

строений и специальных вычислительных ресурсов, их можно использовать 

и на этапе планирования, и в реальном времени на бортовом компьютере.  

Ключевые слова: колесный робот, реализуемая траектория, динамиче-

ский генератор, проектные ограничения, сигма-функция. 

1. Введение 

На современных производствах, как в гражданских, так и 

военных отраслях, все активней используются беспилотные 

                                           
1 Юлия Георгиевна Кокунько, м.н.с. (juliakokunko@gmail.com). 
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транспортные средства. Базовой задачей при интегрировании 

мобильного робота в конкретный процесс является планирова-

ние пути следования. Факторы, влияющие на выбор тех или 

иных математических методов для планирования движения, 

обусловлены миссией робота или группы роботов и особенно-

стями решаемых прикладных задач. К наиболее распространен-

ным факторам относятся: подход к построению пути (локаль-

ный или глобальный); геометрическое представление переме-

щаемого объекта (твердое тело или кинематическая конструк-

ция); свойства окружения (статические или динамические); 

свойства конфигурационного пространства (равномерное рас-

пределение допустимых состояний или наличие узких обла-

стей); характер запросов планирования (однократный или мно-

гократный); комплектность и возможности сенсорной системы, 

мощность вычислительных ресурсов бортовой информационно-

управляющей системы, используемые методы автоматического 

управления движением и др. [7, 21]. 

В данной работе объектом исследования является беспи-

лотная колесная платформа, которая рассматривается как меха-

нический объект автоматического управления. Для проектиро-

вания законов управления мобильным роботом, как правило, 

требуется полное аналитическое описание задающих воздей-

ствий (т.е. кривой движения в связанной с роботом системе ко-

ординат) для того, чтобы можно было найти их производные 

старших порядков, в частности первую и вторую производные, 

знание которых в большинстве случаев необходимо для синтеза 

обратной связи [2, 5–6, 8–10, 13, 19]. Учитывая, что мобильный 

механизм не может изменять скорость и направление движения 

мгновенно, также требуется обеспечить гладкость и допусти-

мую кривизну заданного пути следования на этапе планирова-

ния: маршрут должен быть не только безопасным, но и реализу-

емым. 

Для аналитического описания пути следования используют 

различные интерполяционные алгоритмы, в частности, кубиче-

ские B-сплайны, которые позволяют формировать гладкие кри-

вые различной формы [2, 8–9, 11–13, 15–16, 18]. Однако форми-

рование сложных составных маршрутов с обеспечением всех 
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ограничений, продиктованных механической природой объекта 

управления, требует большого объема вычислений, не всегда 

выполнимых в реальном времени. 

Цель данной работы состоит в том, чтобы упростить и ав-

томатизировать сглаживание опорного примитивного маршрута, 

который представляет собой набор контрольных точек полиго-

на, соединенных отрезками, и отвечает требованиям безопасно-

сти [17]. Координаты этой ломаной рассматриваются как зада-

ющие воздействия для виртуального робота. Виртуальный ро-

бот – это динамический генератор, который построен в виде 

уравнений движения центра масс колесной платформы с обрат-

ной связью. Использование блочного подхода и S-образных 

гладких и ограниченных корректирующих воздействий позво-

лит автоматически учитывать проектные ограничения механи-

ческой системы на скорости и ускорения [1, 14]. Поэтому при 

отслеживании опорной ломаной переменные генератора на вы-

ходе будут порождать гладкие кривые, которые, в свою очередь, 

будут являться реализуемыми задающими воздействиями для 

реального мобильного робота.  

Функционирование динамического генератора не требует 

аналитического описания опорного сигнала и позволяет автома-

тически учитывать ограничения не только на управления, но и 

на скорости, что выгодно отличает данный подход от суще-

ствующих аналогов [2, 8–9, 13]. Предлагаемые алгоритмы сво-

дятся к численному интегрированию системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, не требуют длительного ма-

шинного времени, дополнительных геометрических расчетов и 

могут быть выполнены в реальном времени в информационно-

управляющей системе робота. 

Статья имеет следующую структуру. Описание кинемати-

ческой модели колесного робота как основы для построения 

динамического генератора приводится в разделе 2. Декомпози-

ционный синтез динамического генератора с учетом проектных 

ограничений мобильного робота представлен в разделе 3. Ре-

зультаты имитационного моделирования, подтверждающие эф-

фективность разработанного подхода, представлены в разделе 4. 
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2. Кинематическая модель колесного робота  

В качестве объекта управления рассматривается беспилот-

ная колесная платформа. За основу для построений мы прини-

маем уравнения движения ее центра масс в неподвижной систе-

ме декартовых координат Oxy [2, 8, 20]: 

(1) 
1

2

cos ,

sin ,

,

;

x v

y v

vu

v u















 

где x, y – координаты центра масс платформы (выходные пере-

менные);  – ее линейная скорость, предполагается, что в режи-

ме работы   ;  – угол между осью Ox и центральной линией 

платформы, которая совпадает с направлением вектора скоро-

сти (ориентация платформы относительно неподвижной систе-

мы координат); u = (u1,u2)T – вектор управления, его элементами 

являются кривизна траектории движения робота u1 и линейное 

ускорение u2, которые, в свою очередь, регулируются управляю-

щими моментами, развиваемыми приводами постоянного тока.  

Динамика исполнительных устройств в данных 

построениях не учитывается. Первые три уравнения системы (1) 

описывают ее кинематику, последнее уравнение добавлено для 

учета ограничений по линейному ускорению.  

Для системы (1) рассматривается задача путевой 

стабилизации, для решения которой закон управления в форме 

обратной связи, обеспечивающий вывод базовой точки на 

целевую (допустимую) траекторию и ее движение вдоль 

заданной кривой, предполагается синтезированным. Для его 

реализации необходимо знать значения первой и второй произ-

водных задающего воздействия, а именно, скорости и ускорения 

рассматриваемого объекта управления. 

Для получения математической модели, имитирующей 

движение центра масс колесной платформы и предоставляющей 

информацию о первых и вторых производных выходных пере-
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менных, мы представим систему (1) в каноническом виде 

«вход – выход» с учетом обозначений y1 = (y11 := x, y12 := y)T [3–4]: 

(2) 
,

,

2

21

Buy

yу








 

где 

(3) 

T

2 21 22

2

2

2

2 2

1

( : cos ; : sin ) ,

sin cos
, det 0,

cos sin

sin / cos /
.

cos sin

y y v y v

v
B B v

v

v v
B

 

 

 

 

 



  

 
    
 

 
  
 

 

В силу механической природы объекта управления (2) вво-

дятся следующие требования: в режиме движения элементы 

векторов )(),( 22 tyty   и, следовательно, u(t), должны быть глад-

кими функциями, ограниченными заданными константами:  

(4) 

,,)()()(

,)()()(

,2,1,0,2/)(

,2/)(

22
22

2
212

2
22

2
212

32

22

AVAtytyty

Vtytyty

jtAYty

VYty

j

j












 

где V, A – проектные ограничения конкретного робота на ли-

нейную скорость и ускорение, которые обусловлены конструк-

цией механизма и мощностью исполнительных приводов.  

Проектирование динамического генератора, имитирующего 

движение центра масс колесной платформы (2) с учетом огра-

ничений (4) представлено в следующем разделе. 

3. Формирование реализуемых путей следования 

с помощью динамического генератора 

Введем динамический генератор, порождающий допусти-

мые для колесного робота кривые движения, как копию уравне-

ний (2) в виде 
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(5) 
,

,

2

21

Bwx

xx








 

где 2
221 ,, Rxxx   – векторы положения, скорости и ускорения 

центра масс виртуального робота, которые будут использовать-

ся в системе управления реальным роботом в качестве задаю-

щих воздействий, w  R2 – корректирующие воздействия гене-

ратора. Цель управления системой (5) состоит в том, чтобы 

обеспечить выполнение ограничений (4), а именно: 

(6) 
,2,1,0,)(

,)(

32

22





jtYtx

Ytx

j

j


 

в процессе отслеживании выходными переменными генератора 

x1(t) = (x11, x12)T задающих воздействий (t)  R2. Элементами 

вектора  = (1, 2)T являются координаты опорного пути в не-

подвижной системе декартовых координат. Они могут быть за-

даны в аналитическом виде или в виде непрерывных детерми-

нированных сигналов, поступающих в информационно-

управляющую систему из автономного источника. Предполага-

ется, что составленный в первом приближении опорный путь 

отвечает требованиям безопасности, но не является гладким. 

В простейшем случае он представляет собой набор контрольных 

точек полигона, соединенных прямыми линиями. Точки сочле-

нений отрезков ломаной являются особыми, в них элементы 

вектора Т

1 2( , )    имеют конечные разрывы. В общем случае 

текущие значения )(t  могут быть не известны, но являются 

ограниченными: 

(7) .2,1,0,)( 22  jtYXtj  

Более конкретные требования к ограничениям X2, которые 

надо обеспечить на этапе планирования первичного пути, будут 

сформулированы по ходу изложения.  

Корректирующие воздействия генератора (5) имитируют 

управляющие воздействия исходной системы (2), которые одно-

временно являются задающими воздействиями для исполни-

тельных приводов. Поэтому мы должны выбрать w(t) из класса 
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гладких и ограниченных функций с ограниченными производ-

ными. Этим требованиям удовлетворяют S-образные нелиней-

ные функции, такие как арктангенс, гиперболический тангенс, 

логистическая функция и т.п. Для данной задачи мы выбрали 

сигма функцию  (x) = –th(–x/2) [1, 14]. Для масштабирования 

сигма-функции мы вводим множитель k = const > 0 для ее аргу-

мента, а именно: 

(8) .2,1,0,)( 22  jtYXtj  

В дальнейших вычислениях k играет роль большого коэф-

фициента (коэффициента усиления) в малой окрестности нуля. 

Сигма функция определена на всей числовой оси, она гладкая, 

ограниченная |(kx)| < 1 и имеет ограниченную производную 

.,5,0)(0)),(1(5,0)( 2 Rxkkxkxkkx     

Мы предлагаем использовать сигма функцию (8) не только 

в корректирующих воздействиях генератора, но и в локальной 

связи для того чтобы выполнить заданные ограничения по ско-

рости изменения выходных переменных (6).  

Введем ошибку слежения e1 = x1 –  , e1 = (e11, e12)T, ее про-

изводную ,21   xe  сигмоидальную локальную связь  

x2 = –m1(k1e1),  (k1e1) = ( (k1e11),  (k1e12))T, m1,k1 = const > 0 

и невязку  

(9) T

2 2 1 1 1 2 21 22( ), ( , ) .e x m k e e e e    

Представим систему (5) в координатном базисе ошибки 

слежения и невязки (9): 

(10) ,),(),( T
2221211122 eeeekmxe    

где 

(11) .2,1,10)),(1),(diag 111
2

111  jek jjjj   

Сформировав в системе (10) сигмоидальные корректирую-

щие воздействия в виде 

(12) 
,))(),(()(,0const,

),5,0)((

T
2222122222

2111222
1

ekekekkm

xkmekmBw







 

 

получим замкнутую виртуальную систему в терминах ошибок 

слежения и невязок: 
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(13) 
.5,0)(

,)(

1112222

21111













kmekme

eekme
 

В малой окрестности нуля сигма-функция близка к линей-

ной функции, а на бесконечности она стремится к функции зна-

ка, поэтому ее можно ограничить снизу кусочно-линейной 

функцией 

(14) 
0,8 , , 1,2, 1,2,

( )
0,8 /2,2, 2,2 / ,

i ij i

i i ij

i i ij ij i i

m e i j
m k e

m k e e k


    

   


 

точка разделения  (2,2)  0,8 принята для удобства вычислений 

из интервала kii = 2,2  [1,3; 3], где 1,3 – абсциссы точек пе-

региба первой производной, 3 – абсциссы вершин сигма-

функции, в которых ее кривизна достигает максимального зна-

чения. 

В системе (13) производную задающего воздействия )(t  

будем трактовать как внешнее ограниченное по модулю возму-

щение (7). Амплитуды m1 и m2 сигмоидальных управлений 

должны выбираться таким образом, чтобы обеспечить инвари-

антно по отношению к возмущению последовательное попада-

ние невязки (9) и ошибки слежения в некоторые окрестности 

нуля:  

(15) 
.2,1,,/2,2)(

;0,/2,2)(

21111

2222


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jtttkte

ttkte

j

j

 

Радиусы областей (14) – это, по сути, точность стабилиза-

ции ошибки слежения и невязки, которая зависит от больших 

коэффициентов k1 и k2. Для анализа достаточных условий устой-

чивости системы в терминах ошибок слежения и невязок (13) 

мы используем функцию Ляпунова V2 + V1, Vi = 0,5ei
Tei, i = 1, 2. 

Составим ее производную в силу системы (13) и оценим полу-

ченные слагаемые с учетом (11), (13) вне областей (14): 
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Отсюда следует, что верхнее, а затем и нижнее неравенства (15) 

будут выполнены при любых начальных значениях переменных 

системы (13), если  

(16) 1 1 2 2 2 2 10,5 0,8 , 2,2 / 0,8 .m k X m k X m    

Заметим, что в системе управления мобильным роботом 

динамический генератор будет спроектирован в виде замкнутой 

системы (5), (12): 

(17) 
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а виртуальная система (13) была введена для анализа устойчи-

вости ошибок слежения. Выбор амплитуд, удовлетворяющих 

(16), обеспечит выполнение (15) при t  0, если |eij(0)|  2,2/ki, 

i = 1, 2, j = 1, 2. Мы можем обеспечить такие начальные значе-

ния в виртуальной системе в терминах ошибок слежения и невя-

зок (13) путем установки подходящих начальных значений 

в генераторе (17), например: 

,0)0()0()0( 11  jjj ех   

(18) .2,1,/2,2)0(/2,2)0( 2222  jkekx jj  

Тогда в полученной замкнутой системе в исходных терми-

нах генератора (17) в силу (9) гарантируется ограниченность 

скорости и ускорения: 

(19) 
.0,2,1)8,0/2,2(5,0)(

,8,0/2,2)(

121122

122





tjmkkmmtx
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j

j


 

Для корректного выбора допустимых параметров сигмои-

дальной обратной связи проведем совместный анализ получен-
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ных нижних оценок (16) и верхних ограничений (6) с учетом 

неравенств (19):  

(20) 








.,5,0625,0

,/2,28,0/2,2

3
2

221132211

22122

YYYkmYmXkm

kYmXk
 

Пусть 2k  – это максимальное допустимое значение боль-

шого коэффициента k2, определяемое проектными ограничени-

ями на управляющие моменты исполнительных приводов. Для 

начала принимаем 22 kk  , это значение определяет выбор 

начальных значений (18), предельную точность стабилизации 

невязки 0,2,1,/2,2)( 22  tjkte j  в рамках используемого 

подхода и ограничения на скорость изменения опорного задаю-

щего воздействия (7) в следующем виде: 

./4,4/4,4 222222 kYXYXk    

В предположении, что данные требования выполнены, на 

основе первого неравенства (20) принимаем конкретное значе-

ние амплитуды 11 mm  , которое определяет максимально воз-

можное значение большого коэффициента 1 10 k k    

3 2 10,9 / ( )Y Y m и предельную точность стабилизации ошибки 

слежения .0,2,1,/475,2)( 3121  tjYmYte j  При конкретных 

значениях m1, k1 на основе второго неравенства (20) принимаем 

конкретное значение амплитуды m2. 

Таким образом, изображающая точка (x11, x12) динамиче-

ского генератора (17)–(18) с параметрами, выбранными на ос-

нове полученных неравенств (20), порождает сглаженную опор-

ную кривую с непрерывной ограниченной кривизной, допусти-

мую для данного мобильного робота. Переменные генератора 
2

221 )(),(),( Rtxtxtx   поступают в качестве задающих воздей-

ствий в информационно-управляющую систему для формирова-

ния закона управления движением. 
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4. Моделирование 

Для верификации разработанных алгоритмов было прове-

дено численное моделирование на примере колесной платфор-

мы, развивающей максимальную скорость в 2,4 м/с и ускорение 

6 м/с².  

Динамический генератор (17) был смоделирован в системе 

MATLAB-Simulink, для численного интегрирования был ис-

пользован метод Эйлера с шагом 0,01.  

Задающее воздействие, которое представляет собой желае-

мую траекторию движения робота, в первом приближении зада-

валось в виде непрерывной, но не гладкой, плоской кривой 

(21) 
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С помощью неравенств (20) были определены следующие 

параметры сигмоидальных корректирующих воздействий гене-

ратора: 

(22) 1 2 1 22,2, 5, 1, 5.m m k k     

На рис. 1 представлены график заданной опорной кривой 

(21) и точки генератора (x11(t), x12(t)) (17), (22), из которого вид-

но, что изображающая точка сходится к заданной траектории и 

далее движется в малой окрестности данной кривой.  

На рис. 2 соответственно представлены графики выходных 

переменных генератора x1i(t) и задающих воздействий i(t) (вни-

зу) и ошибки отслеживания e1i(t) = x1i(t) – i(t), i = 1,2 (вверху).  

В данном случае оценки |e1(t)|  0,65 [м] справедливы в пе-

реходных процессах вокруг особых точек, в то время как оценки 

|e1(t)|  510–6 [м] справедливы для рассматриваемого объекта 

управления в устойчивом состоянии. На основе данных графи-

ков можно сделать об эффективной работе построенного гене-

ратора в рамках первой сформулированной раннее задачи, 

а именно, задачи сглаживания траектории на стыках, при этом 
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учитывая заданную нами точность слежения в устойчивом по-

ложении. 

 
Рис. 1. График опорной кривой  = (1, 2) [м]  

и точки генератора x1(t) = (x11(t), x12(t)) [м] 

 
Рис. 2. График задающих воздействий i(t), переменных  

генератора x1i(t) и соответствующих им ошибок слежения  

e1i(t) = x1i(t) – i(t), i = 1, 2 



 

Управление подвижными объектами и навигация 

135 

На рис. 3–4 для обеих координат представлены графики пе-

ременных генератора x2(t) и )(2 tx  соответственно.  

 

Рис. 3. График x2(t) [м/с] 

Из полученных графиков (рис. 3–4) видно, что переменные 

генератора, имитирующие скорость и ускорение колесного ро-

бота, достигают максимального значения в |x2(t)|  2,09 [м/с] и 

5|)(| 2 tx [м/с2], что подтверждает выполнение разработанным 

генератором второй поставленной в данной работе задачи – за-

дачи учета проектных ограничений робота как механического 

объекта управления. 
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Рис. 4. График )(2 tx  [м/с2] 

5. Заключение 

Основной результат работы – метод построения и настрой-

ки динамического генератора реализуемых путей следования, 

который позволяет учитывать проектные ограничения на ско-

рость и ускорение колесной платформы на этапе синтеза и 

обеспечивает автоматическое сглаживание стыков опорного 

негладкого маршрута, составленного в первом приближении. 

Использование простых в реализации операций интегрирования, 
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избавляет от необходимости выполнять сложные геометриче-

ские расчеты на стадии планирования и, как следствие, от 

больших вычислительных затрат. Переменные генератора 

в процессе отслеживания первичного негладкого векторного 

сигнала в режиме реального времени порождают сглаженную 

траекторию, реализуемую конкретным колесным роботом, и 

предоставляют ограниченные командные сигналы для скорости 

и ускорения.  

Использование разработанного подхода позволит расши-

рить область применения стандартных методов проектирования 

обратных связей для решения задач путевой стабилизации и 

упростит процесс планирования движений. Результаты числен-

ного моделирования подтвердили эффективность разработан-

ных алгоритмов, простых в численной реализации. 
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DESIGN OF A REFERENCE ACTIONS GENERATOR 

FOR A MOBILE ROBOT CONTROL SYSTEM  

Julia Kokunko, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, (juliakokunko@gmail.com). 

Abstract: Planning the path of an autonomous wheeled robot can pose problems 

such as ensuring motion safety, smoothness and bounded curvature of the path and 

its rate of change, considering the design constraints of the robot as a mechanical 

control object. The joint solution of these problems can lead to cumbersome analyt-

ical calculations that are not realizable in real-time. In this paper, we propose to 

simplify and automate the generation of planar paths for a wheeled robot, which 

will solve both of these problems. At the first stage, a primitive path is constructed 

in the form of a flat polyline. The second stage solves the problem of smoothing the 

articulation of the polyline. Instead of geometric calculations, a dynamic generator 

is designed as a copy of the equations of motion of the robot. The synthesis of the 

generator's correcting actions, which simulate the robot's control actions, is based 

on the decomposition method and S-shaped smooth and constrained nonlinear 

feedbacks. This ensures that the design constraints of the robot on velocity, acceler-

ation and control torques are met, and the output variables of the generator will 

generate a naturally smoothed path with acceptable curvature when tracking the 

coordinates of the reference nonsmooth trajectory. 

Keywords: wheeled robot, realizable trajectory, dynamic oscillator, design 

constraints, sigma function. 
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ГРАФИЧЕСКИЙ ИНТЕРФЕЙС СИСТЕМЫ  
ПОДДЕРЖКИ ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ  

ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ КОСМИЧЕСКИМ АППАРАТОМ 

Тутуров А. А.1  

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Описаны специфика работы специалистов дежурной смены и роль отобра-

жения информации о процессах, протекающих в космическом комплексе, на 

принятие решений по управлению космическими аппаратами в составе орби-

тальной группировки дистанционного зондирования Земли. Поставлена зада-

ча разработки графического интерфейса как элемента системы поддержки 

принятия решений для дежурной смены управления космическими аппарата-

ми, состоящей из специалистов предприятий космического комплекса. Пред-

ложены принципы разделения служебной информации, которой оперируют 

специалисты дежурной смены, по категориям на основе природы её источни-

ков, а также механизм отображения данной информации в режиме реально-

го времени с помощью графического интерфейса с целью уменьшить затра-

ты времени на идентификацию ситуации нештатного функционирования 

наземного и/или бортового программно-технического обеспечения в условиях 

ограниченного времени проведения сеанса связи с космическим аппаратом. 

Ключевой особенностью предложенного графического интерфейса является 

«вектор состояния космического аппарата» – способ отображения данных 

телеметрии элементов подсистем космического аппарата, необходимых для 

регистрации нештатной ситуации на борту космического аппарата, и поис-

ка стратегии купирования/ликвидации последствий обеспечения её функцио-

нальной устойчивости как способности сохранять и/или восстанавливать 

возложенные на неё функции.    

Ключевые слова: космический аппарат, космический комплекс, не-

штатная ситуация, диагностика, система поддержки принятия реше-

ний, интерфейс.   

1. Введение 

Учитывая современный уровень развития программно-

технического обеспечения элементной базы такой масштабной 

системы как космический комплекс (КК), особо актуален вопрос 

обеспечения его функциональной устойчивости [3], под которой 

в данной работе подразумевается способность сохранения и/или 
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восстановления возможности выполнения функций, возложен-

ных на систему, а также адаптирования информационных кана-

лов связи при изменении характеристик её элементов под воз-

действием деструктивных факторов внешней и/или внутренней 

среды.   

В данной работе КК будет рассматриваться как социо-

киберфизическая система [6, 7], в которой человеческий фактор 

в виде коллективов специалистов, экспертов предприятий, вхо-

дящих в состав КК, а также разработчиков космической техни-

ки, рассматривается как некий информационный ресурс, при-

званный отразить опыт, знания и интуицию упомянутых групп 

лиц в виде неких цифровых двойников [5] этих коллективов.  

Требуется предложить графический интерфейс, исходя из 

отображения процессов в космическом комплексе и информа-

ции о текущем состоянии его элементов, учёт которых необхо-

дим для принятия рений по управлению космическим аппаратом 

(КА) дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ) во время про-

ведения сеанса связи с КА. Необходимо учесть требования, свя-

занные с возможностью обнаружения нештатной ситуации 

(НШС) в процессе проведения сеанса связи с КА. Такие требо-

вания могут быть связаны со сбоями в работе бортового и/или 

наземного программно-технического обеспечения.  

2. Постановка проблемы 

2.1. КОСМИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС КАК СРЕДА УПРАВЛЕНИЯ  

Управление КА ДЗЗ в составе орбитальной группировки 

(ОГ) требует учёта воздействия большого числа факторов, опре-

деляемых характеристиками элементов космического комплек-

са, задействованных в данных процессах.  

В решении задачи данной работы предлагается использо-

вать: 

1. ОГ КА ДЗЗ. 

2. Наземный комплекс управления (НКУ) – совокупность 

технических средств и сооружений, предназначенных для 

управления функционированием ОГ КА с момента её выведения 

на орбиту. 
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3. Наземный комплекс приёма, обработки и распределения 

информации (НКПОР) – совокупность взаимосвязанных назем-

ных технических средств с программным обеспечением, пред-

назначенных для обеспечения заказчика и его потребителей це-

левой информацией, полученной на основе данных мониторинга 

работы ОГ КА. 

4. Центр управления полётами (ЦУП) – сооружения с техни-

ческими системами и технологическими средствами командно-

программного, телеметрического и баллистико-навигационного 

обеспечения, внешних информационных обменов, магистраль-

ных и специальных связей, отображения, предназначенными для 

обеспечения деятельности обслуживающего персонала по фор-

мированию, передаче, приему, обработке, хранению, докумен-

тированию информации при непрерывном процессе управления 

полетами КА. 

2.2. АЛГОРИТМ  

Базовый алгоритм штатного рабочего цикла КА в ОГ ДЗЗ 

имеет вид: 

1. НКПОР: формирование заказа на получение целевой ин-

формации, а именно: характеристики (разрешение, спектраль-

ный диапазон и т.д.), объём и желательный срок предоставления 

результата ДЗЗ. 

2. ЦУП: анализ текущего функционала ОГ применительно 

к условиям заказа: баллистический анализ траекторий, пригод-

ных для работы КА в ближайшее время, относительно наземных 

станций и района получения целевой информации. 

3. ЦУП: формирование пакетированного программного кода 

рабочей программы конкретного КА для загрузки в его борто-

вую вычислительную систему. 

4. ЦУП+НКУ+КА: проведение сеанса связи – получение те-

леметрической информации о состоянии КА [1] при отсутствии 

нештатной ситуации на борту, закладка РП в бортовую вычис-

лительную систему. 

5. КА: отработка рабочего задания – штатная работа целевой 

аппаратуры в заданный период времени и заданном режиме, 

обеспеченным штатной работой служебной аппаратуры. Фор-

мирование целевой информации на борту КА и подготовка её 
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к передаче на наземную станцию связи в автоматическом режи-

ме согласно. 

6. КА+НКУ: проведение автоматического сброса целевой 

информации на наземную станцию связи. 

7. НКПОР: валидация результата выполнения требований 

заказчика. Передача заказчику полученной целевой информа-

ции. 

На рис. 1 представлена схема участия элементов КК в алго-

ритме штатного рабочего цикла ДЗЗ с разделением на области 

административных, баллистических и технических задач.  

Под административными задачами подразумевается сово-

купность решений по управлению процессами обмена информа-

ции и принятия решений при взаимодействии с потребителями 

услуг ДЗЗ относительно оформления, изменения, уточнения, 

реализации и проверки результатов их заказов, а именно, соот-

ветствия полученных характеристик результатов ДЗЗ условиям 

заказа. В область административных задач также входят все ор-

ганизационные задачи, описывающие взаимодействия специа-

листов предприятий в составе КК. 

 

Рис. 1. Схема реализации базового алгоритма штатного  

рабочего цикла ОГ КА ДЗЗ в составе КК 
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Под баллистическими задачами подразумевается совокуп-

ность решений по управлению реализацией процессов обмена 

информации и принятия решений относительно вопросов по-

рядка баллистического построения КА в ОГ. В данную область 

входят задачи расчета очередностей задействования КА, зави-

сящих от текущего уровня качества работы их целевой аппара-

туры, количества пригодных для рения конкретной задачи КА 

в составе ОГ на текущий момент времени, а также географии 

как расположения наземных станций связи НКУ, так и района 

проведения ДЗЗ.  

Под техническими задачами подразумевается совокупность 

решений по управлению процессами обмена информации и 

принятия решений относительно вопросов штатного и нештат-

ного функционирования программного обеспечения и аппарату-

ры бортовой и наземной техники. Особое внимание уделяется 

работе таких бортовых систем как система ориентации и стаби-

лизации (СОС) и корректирующая двигательная установка 

(КДУ). От штатной работы СОС напрямую зависят ориентация 

на Солнце солнечных батарей КА и ориентация на цель аппара-

туры ДЗЗ при проведении съёмок. От штатной работы КДУ за-

висят высота орбиты КА и его расположение в баллистическом 

построении ОГ. Проведение коррекций орбиты с помощью КДУ 

накладывает ограничения на задействования целевой аппарату-

ры.  

Как видно из схемы представленного алгоритма, на всех его 

шагах, кроме шага №5 (отработки рабочего задания бортовой 

аппаратурой КА) непосредственно присутствуют специалисты 

предприятия в составе КК. Следовательно, на каждом шаге 

формируются экспертные оценки, чья скорость и точность фор-

мирования связана с форматом восприятия информации, а также 

с возможными помехами в каналах связи между элементами КК 

или внутри них. Вся связанная с шагами алгоритма информация 

проходит через специалистов дежурной смены управления КА и 

рассматривается как информационные ресурсы, общий вид ко-

торых представлен на рис. 2. 
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2.3. МОДЕЛЬ ИНФОРМАЦИОННЫХ РЕСУРСОВ  

Как видно на рис. 2., вся информация в распоряжении де-

журной смены управления КА имеет три «основных» направле-

ния: «кадры», «техника» и «программы».  

Под «кадрами» подразумевается совокупность экспертных 

оценок и принятых специалистами НКУ, ЦУП и НКПОР реше-

ний, на базе информации, получаемой от всех элементов КК.  

Под «техникой» подразумевается совокупность сообщений 

о текущем состоянии бортового и наземного технического обес-

печения всех элементов КК.  

Под «программами» подразумевается совокупность борто-

вого и наземного программного обеспечения «ПО», а также ре-

гламентирующие документы и инструкции, как актуальные, так 

и вышедшие из употребления, но представляющие ценность при 

принятии рений по управлению и/или разработке новых реше-

ний, инструкций и/или программно-технического обеспечения 

для конкретного элемента КК.  

 

Рис. 2. Модель информационных ресурсов дежурной смены 

управления КА 
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Помимо «основных» направлений на рис. 2. представлены 

курсивом «смешанные»: 

 «кадрово-техническое» – совокупность информации, по-

лучаемой специалистами от техники напрямую, – это главным 

образом массивы данных бортовой телеметрии КА и отчёты ап-

паратуры НКУ, получаемые во время и/или после окончания 

проведения сеанса связи с КА. Для «кадрово-технической» ин-

формации источником ошибок являются «программы» в виде 

несовершенства регламентирующих деятельность специалистов 

документов или нарушения по тем или иным причинам работы 

бортового и/или наземного ПО; 

 «программно-техническое» – совокупность информации, 

получаемой бортовой и/или наземной техникой посредством 

штатной работы бортового и/или наземного ПО, – это главным 

образом программные пакеты, закладываемые во время сеанса 

связи на борт КА при изменении бортового ПО, а также коман-

ды наземного ПО, посредством которого осуществляется непо-

средственное и/или отложенное управление наземной и/или 

бортовой техникой. Для «программно-технической» информа-

ции источником ошибок являются «кадры» в виде человеческо-

го фактора при принятии решений по управлению техническими 

средствами.  

 «программно-кадровые» – совокупность информации, по-

лучаемой специалистами предприятий КК посредством исполь-

зования в основном наземного ПО, – это главным образом про-

дукты расчетов программных комплексов и/или средств плани-

рования сеансов связи с КА. Для «программно-кадровой» ин-

формации источником ошибок являются технические сбои 

в каналах связи, делающие невозможным своевременную до-

ставку или реализацию информации, что автоматически снижа-

ет её актуальность, поскольку посредством неё доводятся все 

решения по управлению. 

Полукруглыми стрелками на рис. 2. показано направление 

последовательности обмена информации специалистами дежур-

ной смены в рамках реализации базового алгоритма суточного 

цикла управления КА:  
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 стандартный рабочий день дежурной смены управления 

начинается с «пересменки» – передачи составом специалистов 

сменяющейся дежурной смены всех особенностей своего де-

журства заступающему составу; 

 специалисты дежурной смены управления ЦУП связыва-

ются с НКУ и НКПОР, собирая данные для оформления суточ-

ного Плана задействования средств (план проведения сеансов 

наземными станциями связи НКУ), который должен штатно по-

ступить в работу через 72 часа. Исходными данными для этой 

подзадачи являются сведения от заказчиков о виде, качестве и 

количестве запрашиваемой ими целевой информации, а также 

результаты анализа текущей степени применимости конкретных 

КА в составе ОГ для реализации этого запроса, в том числе ре-

зультаты актуального баллистического построения ОГ; 

 проводятся «дневные» сеансы связи с КА по Планам сеан-

сов связи [2], подготовленным накануне предыдущей сменой, 

которые базово состоят из функциональных, служебных и разо-

вых команд, а также циклограмм – стандартизированных про-

граммных пакетов для реализации запланированных операций 

управления в заданном периоде по бортовой шкале времени; 

 в процессе сеанса связи с КА специалисты дежурной сме-

ны получают массив данных телеметрии и проводят по нему 

экспресс-анализ состояния бортовой аппаратуры в режиме ре-

ального времени; 

 после окончания сеансов связи специалистами дежурной 

смены проводится с использованием наземного ПО глубинный 

анализ массива данных телеметрии КА с занесением статистики 

в соответствующие журналы;  

 к середине рабочего дня специалистам дежурной смены 

управления ЦУП поступает от специалистов НКПОР сведения 

о запрашиваемой заказчиками целевой информации на ближай-

шие сутки, на основании которых совместно формируется файл 

рабочей программы для закладки на борт КА штатно в первый 

«вечерний» сеанс связи; 

 после проведения «ночных» и «утренних» сеансов связи 

специалистами дежурной смены управления формируется ста-
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тистика за сутки по всем КА в составе ОГ для передачи её сле-

дующему составу на очередной «пересменке».  

2.3. НЕШТАТНЫЕ СИТУАЦИИ  

Среди наиболее вероятных сценариев регистрации НШС на 

борту КА можно выделить: 

1. Обнаружение НШС в процессе экспресс-анализа массива 

данных бортовой телеметрии в процессе сеанса связи с КА (шаг 

№4 алгоритма штатного рабочего цикла КА в ОГ ДЗЗ). 

2. Отсутствие запланированного автоматического сброса це-

левой информации наземной станцией НКУ (шаг №6 алгоритма 

штатного рабочего цикла КА в ОГ ДЗЗ). 

В случае регистрации НШС на сеансе связи в задачи специ-

алистов дежурной смены входит скорейшая идентификация ви-

да и степени критичности НШС. В случае успешного выполне-

ния данного условия необходимо выдать соответственные 

управляющие воздействия на борт для запуска программных 

процедур восстановления штатного функционирования систем 

КА до окончания текущего сеанса связи из-за естественного вы-

хода КА из зоны радиовидимости наземной станции НКУ.  

В случае регистрации НШС по отсутствию запланирован-

ного автоматического сброса целевой информации и получения 

соответствующей информации от специалистов НКУ специали-

стам дежурной смены управления ЦУП необходимо провести 

регламентированную процедуру подготовки к встрече на бли-

жайшем сеансе связи данного КА в НШС.  

Принятие всех решений при наличии НШС связано с жёст-

кими ограничениями по времени до окончания сеанса связи 

и/или до начала следующего ближайшего сеанса связи, для вне-

планового осуществления которого необходимо провести «доза-

каз» свободной станции связи НКУ в План задействования 

средств на текущие сутки.  

Отметим, что факт регистрации НШС на борту нарушает 

ход реализации полётного задания для данного конкретного КА, 

но не для ОГ ДЗЗ в целом. Однако возникает необходимость 

пересмотреть программы работ остальных КА в ОГ для опреде-

ления тех, которые при минимальных затратах по времени и до-

пустимой потере качества целевой информации смогут реализо-
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вать полётное задание КА в НШС [4]. Сам же процесс купиро-

вания/ликвидации последствий НШС на борту КА может зани-

мать несколько витков орбиты и требовать проведения допол-

нительных сеансов связи, что перераспределяет рабочие ресур-

сы дежурной смены управления, создавая дополнительную тру-

довую и соответственно сенсорную нагрузку на специалистов 

предприятий КК.  

Таким образом, разработка стратегий, уменьшающих веро-

ятность возникновения НШС и повышающих эффективность их 

устранения, является приоритетом работы специалистов дежур-

ной смены управления наряду с качественной реализацией базо-

вого алгоритма штатного рабочего цикла ОГ КА ДЗЗ в составе 

КК. Что в свою очередь отражает актуальность проблематики 

поисков новых программно-технических решений, улучающих 

восприятие больших объёмов информации специалистами де-

журной смены управления, как способа уменьшения времени 

реакции на НШС и экономии ресурсов КК.   

Одним из возможных направлений решения данной про-

блемы – уменьшения времени на восприятие оператором теку-

щей информации о состоянии КА, анализ и принятие решения 

по управлению – является разработка системы поддержки при-

нятия решений. Данная система подразумевает автоматизиро-

ванный программно-технический комплекс, хранящий стати-

стику по видам возможных НШС, сочетаниям факторов, повы-

шающих вероятность возникновения НШС, стратегиям по лик-

видации/купированию последствий НШС, а также факторам, 

требующим особого внимания при выборе и применении тех 

или иных управляющих воздействий специалистами дежурной 

смены управления.  

Класс данных систем автоматически попадает под ограни-

чения, связанные с коммерческой тайной, вследствие чего ак-

цент в данной работе будет сделан только на разработке моди-

фикации графического интерфейса – одного из ключевых эле-

ментов, определяющих эффективность системы поддержки 

принятия решений.  
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2.4. ГРАФИЧЕСКИЙ ИНТЕРФЕЙС 

Прототип предлагаемого графического интерфейса системы 

поддержки принятия решений для специалистов дежурной сме-

ны управления представлен на рис. 3. 

 

Рис. 3. Прототип графического интерфейса системы  

поддержки принятия решений для специалистов  

дежурной смены управления 

Рассмотрим представленные рис. 3. семь разноцветных об-

ластей исходя из приоритета логики их функционирования.  

Область №5 (голубой цвет) – область плановых «программ-

но-кадровых» процессов. Вертикальные пики отображают вре-

мена и продолжительность проведения сеансов связи с КА. По-

скольку пользователями данного интерфейса предполагаются 

специалисты дежурной смены управления КА, интенсивность 
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их работы показана равномерной с падением на сон большин-

ства сотрудников от 2 ночи до 5 часов утра.  

В реальности интенсивность даже запланированных дей-

ствий будет изменяться, что даст дополнительные результаты 

при исследовании вопросов оптимизации трудовой деятельно-

сти специалистов КК, прямо или косвенно задействованных 

в управлении КА. Следует обратить внимание, что серым пунк-

тиром без заливки голубым цветом показаны незапланирован-

ные сеансы связи с КА, но возможные для проведения исходя из 

взаимодействия баллистических параметров орбиты КА с гео-

графией наземных станций связи НКУ.  

Область №6 (зелёный цвет) – область «технико-

программных» процессов. Эта область неоднородна и лежит 

в обеих средах: на Земле и в космосе. Крупный прямоугольный 

участок зелёного цвета (между 14 и 17 часами) с внешней сто-

роны от области № 5 отображает максимальную загруженность 

наземного ПО ЦУП и НКПОР в связи с подготовкой новой ра-

бочей программы на следующие сутки полёта КА, которая 

штатно закладывается на первом вечернем «закладочном» сеан-

се связи с КА. Треугольные зелёные участки (около 1, 6, 13 и 

22 часов) отображают обработку наземным ПО запланирован-

ных автоматических сбросов отчётов о работе целевой аппара-

туры КА по радиоканалу связи на пункты приёма НКПОР. 

Круглые зелёные участки, соединённые с зелёными треуголь-

ными, являются отображением работы бортового ПО в рамках 

рабочей программы на текущие сутки полёта КА. 

Области №1 и №7 – это области нештатных ситуаций 

в космосе и на Земле соответственно. В случае области №1 её 

состав в большинстве случаев представлен ошибками в про-

граммных и/или технических процессах, отображаемых инфор-

мационными категориями «программы» и «техника» соответ-

ственно. Например, ошибки в бортовом ПО или попадание мик-

рометеоритов в элементы конструкций или приборов КА. 

В случае области №7 к ошибкам в наземном ПО и технике до-

бавляются ошибки, обусловленные прямым влиянием человече-

ского фактора, в то время как для области №1 они могут суще-

ствовать лишь косвенно с момента разработки и проектирования 

КА и его бортового ПО.  
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Области №2, №3 и №4 соответственно отображают зоны 

«штатного», «ограниченного» и «нештатного» функционирова-

ния КА в космосе. Внешняя граница области №4 соответствует 

физическому прекращению работоспособности КА ввиду пол-

ной потери функциональной устойчивости [3] или штатной кон-

сервации с последующей утилизацией после окончания срока 

эксплуатации. 

«Кадрово-технические» взаимодействия на рис. 3. отобра-

жены в моменты проведения сеансов связи с КА и косвенно 

«вектором состояния КА», представленным спиралью синего 

цвета в области №2 и фиолетовой кривой в областях №2, №3 и 

№4. Оба «вектора состояния КА» берут начало на вечернем «за-

кладочном» витке и отражают поведение аппарата, соответ-

ственно:  

 синий – предполагаемое поведение на основании прогноза 

системы поддержки принятия решений, оперирующей данными 

цифрового двойника КА; 

 фиолетовый – реальное поведение на основании обработ-

ки и анализа данных бортовой телеметрии КА, поступающих 

в процессе проведения сеансов связи.  

Как видно на рис. 3, реализации рабочей программы (зелё-

ные круги) могут как не оказывать влияния на «вектор состоя-

ния КА», так и отклонять его от запланированного положения 

(синий цвет) в сторону большей устойчивости (к центру) или 

в сторону меньшей устойчивости (к краю области №2).  

Следует отметить, что, хотя граница области №1 имеет слу-

чайный характер, внутри данной области находятся определяе-

мые контуры трёх ограничений, являющихся следствиями ста-

тистики сбора информации о процессах категорий «кадры», 

«программы» и «техника», а именно:  

1. Ограничения, обусловленные несовершенством ПО, кото-

рые, как правило, максимальны на этапе начала лётных испыта-

ний прототипа серии КА и должны устраняются к их оконча-

нию. 

2. Ограничения, обусловленные старением бортового обору-

дования и конструкций КА. Данные ограничения, как правило, 

неустранимы ввиду невозможности или не рентабельности про-
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ведения ремонта и/или замены вышедших из строя элементов 

в условиях космоса. Данные ограничения постепенно расширя-

ют область №1 и по факту являются основной причиной пре-

кращения эксплуатации КА.  

3. Ограничения, обусловленные изменениями эксплуатаци-

онной документации на основе принятия решений экспертным 

сообществом по итогам анализа НШС на борту КА. Данные 

ограничения являются фундаментальной основой рабочего 

функционала системы поддержки принятия решений.  

2.5. ПОПЕРЕЧНОЕ СЕЧЕНИЕ «ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ КА» 

В представленной модели графического интерфейса суточ-

ного цикла управления КА для специалистов дежурной смены 

управления. Вызывает сложность реализация «вектора состоя-

ния КА». На данном этапе этот элемент графического интер-

фейса представляет собой некую спираль, поперечное сечение 

которой сегментировано в соответствии с составом всех актив-

ных в текущий момент времени подсистем служебной платфор-

мы и целевой аппаратуры КА, которые в свою очередь разделе-

ны на 3 зоны: 

1. Внутренняя зона, окрашиваемая в оранжевый цвет, сигна-

лизирует, что показания конкретного датчика конкретного те-

леметрируемого элемента работающей в данный момент подси-

стемы КА лежат ниже его индивидуальной нормы значений, 

определяемой на основании накопленной статистики. При этом 

такая статистика может разниться в зависимости от конкретного 

режима функционирования данного элемента и/или степени его 

износа. 

2. Средняя зона, окрашиваемая в зелёный цвет и перекрыва-

ющая внутреннюю зону, сигнализирует, что показания конкрет-

ного датчика конкретного телеметрируемого элемента работа-

ющей в данный момент подсистемы КА лежат в границах его 

индивидуальной нормы значений. 

3. Внешняя зона, окрашиваемая в красный цвет и перекры-

вающая внутреннюю и среднюю зоны, сигнализирует, что пока-

зания конкретного датчика конкретного телеметрируемого эле-

мента работающей в данный момент подсистемы КА лежат вы-

ше границы его индивидуальной нормы значений. 
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Случай, когда не активна ни одна из зон и, соответственно, 

весь сектор показаний телеметрии конкретного датчика не 

окрашен, сигнализирует факт отсутствия данных телеметрии 

с этого конкретного датчика. Это может указывать, как на пла-

новое отсутствие задействования конкретного элемента в про-

грамме работы на данный момент, так и на повреждение самого 

датчика и/или помехи при записи/передаче данных телеметрии 

при условии, что в данный момент времени этот элемент подси-

стемы КА должен быть задействован в реализации актуальной 

программы работы.  

Предлагаемый вид поперечного среза «вектора состояния 

КА» представлен на рис. 4.  

 

Рис. 4. Иллюстрация поперечного среза  

«вектора состояния КА» 

Заглавными латинскими буквами обозначены подсистемы 

КА, строчными с номерами – показания датчиков элементов 

данных подсистем. У некоторых элементов может быть  
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несколько датчиков, в этом случае добавляются цифры в деся-

тичную часть номера. Оранжевым цветом изображены показа-

ния датчиков ниже нижней границы допустимого диапазона 

статистической нормы альфа показаний для конкретного датчи-

ка. Зелёным – показания в пределах статистической нормы аль-

фа. Красным – показания выше верхней границы статистиче-

ской нормы альфа. Отсутствие данных датчика отображается 

отсутствием цветовой индикации, поскольку при отключенном 

приборе отсутствие данных является штатной ситуацией, но ес-

ли прибор должен по плану функционировать, то отсутствие 

данных является косвенным признаком нештатной ситуации, из-

за возможных проблем с энергоснабжением и/или проблем с 

передачей данных телеметрии.  

В то время как поперечный срез спирали «вектора состоя-

ния КА» образуется данными телеметрии всех активных в те-

кущий момент времени датчиков, направление поворота (к цен-

тру или от центра области «штатного» функционирования №2 

на рис. 3, демонстрирует динамику изменения текущего состоя-

ния всего КА как сложной системы.  

3. Заключение 

Развитию разрабатываемого графического интерфейса си-

стемы поддержки принятия решений для специалистов дежур-

ной смены управления КА ДЗЗ в составе ОГ предполагает его 

реализацию в виде программного продукта для всей системы 

поддержки принятия решений, используя реальные данные те-

леметрии ОГ КА ДЗЗ для определения разновидностей и перио-

дичности НШС на продолжительном временном отрезке с про-

веркой результатов путём сравнения с данными статистики 

НШС собранными специалистами дежурной смены управления 

за исследуемый период. В случае высокой степени совпадения 

данных моделирования с результатами наблюдений данный 

программный продукт может быть внедрён как элемент меха-

низма оценки эффективности специалистов дежурной смены 

управления по итогам окончания рабочей смены.  
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DEVELOPMENT OF A PROJECT OF A GRAPHIC  

INTERFACE AS AN ELEMENT OF A DECISION SUPPORT 

SYSTEM FOR THE DUTY SHIFT OF SPACE VEHICLE 

CONTROL 

Aleksey Tuturov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, Cand.Sc., junior researcher (tuturov@mail.ru). 

Abstract: The specifics of the work of duty shift specialists and the role of means of 

displaying information about the processes occurring in the space complex on deci-

sion-making on the control of spacecraft as part of the Earth's remote sensing or-

bital constellation are described. The task was set to develop a graphical interface 

project as an element of a decision support system for the on-duty shift of spacecraft 

control, consisting of specialists from space complex enterprises. The principles of 

separating service information, which are operated by shift shift specialists, into 

categories based on the nature of its sources, as well as a mechanism for displaying 

this information in real time using a graphical interface, in order to reduce the time 

spent on identifying the situation of abnormal operation of the ground and/or on-

board software and hardware in the conditions of a limited time of a communication 

session with the spacecraft. The key feature of the proposed graphical interface is 

the "spacecraft state vector" - a method for displaying telemetry data of the elements 

of the spacecraft subsystems necessary to register an emergency situation on board 

the spacecraft and search for a strategy to stop / eliminate its consequences by en-

suring functional stability - the ability of the system to save and / or restore the func-

tions assigned to it. 

Keywords: spacecraft, space complex, emergency situation, diagnostics, 

decision support system, interface. 
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