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Рассматривается задача отслеживания конечной точкой двухзвенного мани-

пулятора желаемой траектории, заданной на плоскости в рабочем про-

странстве конечной точки, в условиях действия внешних возмущений. Эти 

возмущения полагаются согласованными (действуют по одним каналам 

с управлениями, в качестве которых рассматриваются обобщенные момен-

ты). Стандартные подходы к управлению опираются на решение обратной 

задачи кинематики, которое может быть неоднозначным и, как правило, 

требует использования численных методов. Из-за данных недостатков акту-

альной является проблема разработки законов управления без решения об-

ратной задачи кинематики. Для создания такого подхода к управлению пред-

лагается рассмотреть в качестве выходных переменных координаты конеч-

ной точки в декартовой системе. Тогда на основе однозначной зависимости 

выхода от обобщенных координат можно перейти от исходного описания 

системы в терминах обобщенных координат к описанию в терминах поло-

жений конечной точки и решать задачу синтеза управления на основе преоб-

разованной системы. Построение управления осуществляется с помощью 

блочного подхода, который позволяет разбить задачу на две элементарные 

подзадачи синтеза фиктивного и истинного управлений. Для проведения 

сравнительного анализа также разработан метод синтеза управляющих 

моментов, предполагающий решение обратной задачи кинематики. В обоих 

методах используются гладкие и ограниченные S-образные обратные связи, 

обеспечивающие подавление возмущений с заданной точностью и монотон-

ность переходных процессов. Представлены результаты численного модели-

рования, подтверждающие эффективность подхода без решения обратной 

задачи кинематики. 

Ключевые слова: двухзвенный манипулятор, управление положением 

конечной точки, слежение, обратная задача кинематики, внешние воз-

мущения, блочный подход. 

                                           
1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского 

научного фонда (проект 24-21-20009). 
2 Алексей Семенович Антипов, к.т.н., с.н.с. (scholess18@mail.ru). 
3 Павел Павлович Грезнев, техник (greznevp@gmail.com). 



 

Управление большими системами. Выпуск 113 

74 

1. Введение 

Роботы-манипуляторы широко применяются для автомати-

зации промышленных процессов. Их математическая модель 

отличается нелинейностью, многосвязностью, наличием пара-

метрических неопределенностей, внешних возмущений и не-

полнотой измерений. Из задач управления манипулятором 

наиболее общей и распространенной является задача слежения, 

которая заключается в построении управления, обеспечивающе-

го движение конечной точки с закрепленным рабочим органом 

по желаемой траектории. При этом данную траекторию удобно 

задавать в декартовой системе координат, начало которой нахо-

дится в основании манипулятора. Однако в качестве выхода (ре-

гулируемых переменных), как правило, исследователи рассмат-

ривают вектор обобщенных координат манипулятора. В этом 

случае для построения управления требуется преобразовать же-

лаемую траекторию конечной точки, заданную в декартовой 

системе координат, в задающие воздействия для обобщенных 

координат, т.е. решить обратную задачу кинематики. После это-

го появляется возможность применить стандартные подходы 

к управлению: ПД- и ПИД-регулирование [8, 19, 22], методы 

оптимального управления [6, 11, 16], робастного [17, 18, 20] и 

адаптивного [21] управления. 

Решение обратной задачи кинематики сопряжено с рядом 

сложностей. Аналитическое решение имеется лишь для узкого 

класса роботов-манипуляторов, поэтому обычно приходится 

использовать численные методы [2, 3, 5, 13]. Это увеличивает 

количество вычислений в реальном времени, при этом решение 

обратной задачи кинематики не всегда однозначно. Его каче-

ство существенно зависит от выбора подходящего начального 

приближения для запуска итерационных процессов. В настоя-

щее время идет активное развитие методов с использованием 

машинного обучения, в том числе применение нейронных сетей 

для решения обратной задачи кинематики [7, 14, 15, 23]. Однако 

точность решения зависит от качества обучающей выборки. 

В силу данных трудностей актуальной представляется разработ-
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ка законов управления, не требующих решения обратной задачи 

кинематики [4, 9]. 

В данной работе рассматривается проблема синтеза стати-

ческой обратной связи для двухзвенного плоскостного робота-

манипулятора при действии на объект внешних согласованных 

возмущений. Ставится задача отслеживания конечной точкой 

манипулятора желаемой траектории. Цель состоит в разработке 

двух методов управления и проведении их сравнительного ана-

лиза: с решением обратной задачи кинематики и без нее. В этих 

методах для синтеза управления используется блочный подход 

[1, 12]. В первом методе исходная система приводится к блоч-

ной форме относительно ошибки слежения обобщенными коор-

динатами за заданной траекторией, полученной в результате 

решения обратной задачи кинематики. Во втором – к блочной 

форме относительно ошибки слежения положениями конечной 

точки объекта за желаемой траекторией, заданной в декартовой 

системе координат. Научная новизна связана с разработкой вто-

рого метода без решения обратной задачи кинематики. Для по-

давления возмущений в обоих методах применяются гладкие 

и ограниченные S-образные обратные связи [1, 12]. 

Из прошлых работ авторов [9] и [12] близки к тематике 

данной. В [12] на примере трехзвенного манипулятора было 

продемонстрировано преимущество использования сигмовид-

ных обратных связей вместо стандартных линейных в рамках 

блочного подхода. В [9] был предложен подход без решения 

обратной задачи кинематики с указанием его потенциальных 

плюсов в плане уменьшения вычислительных затрат по сравне-

нию с применением подходов с решением обратной задачи ки-

нематики. Однако не проводился строгий сравнительный ана-

лиз: в качестве приложения был выбран трехзвенный манипуля-

тор, для которого существовало однозначное аналитическое 

решение обратной задачи кинематики, что позволяло управлять 

исходной системой в терминах обобщенных координат с помо-

щью стандартных подходов. В отличие от работ [9, 12], в дан-

ном исследовании объектом управления является двухзвенный 

манипулятор, для которого в общем случае нет однозначного 

аналитического решения обратной задачи кинематики. Таким 
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образом, в данной работе восполняется пробел [12]: проводится 

сравнительный анализ подходов с решением обратной задачи 

кинематики и без него на основе количественных показателей.  

2. Математическая модель объекта управления 

и постановка задачи  

Математическая модель объекта управления без учета ди-

намики исполнительных устройств (механическая система) опи-

сывается уравнениями Эйлера – Лагранжа [10]: 

(1) 
1 2

1

2 1 1 2 2 1

,

( )( ( , ) ( ) ( )),

q q

q H q u C q q q G q t



   
 

где q1 = (q11, q12)T – вектор положений звеньев манипулятора; 

q2 = (q21, q22)T – вектор скоростей; H(q1)  R2×2 – положительно-

определенная нелинейная симметрическая матрица инерции; 

С(q1, q2)  R2×2 – матрица центростремительных и кориолисо-

вых сил, зависящих от вектора обобщенных координат и скоро-

стей; G(q1)  R2×1 – вектор гравитационных сил; η(t)  R2×1 – 

неизвестные моменты сил, действующие на систему, которые 

будем рассматривать как внешние возмущения; u  R2×1 – век-

тор обобщенных моментов, который полагается управлением. 

Для двухзвенного манипулятора элементы матриц системы (1) 

имеют следующий аналитический вид [10]: 

(2) 
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,
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m m l m l l q q
H

m l l q q m l

m l l q q
C

m l l q q

m m gl q
G

m gl q

  
  

 

 
  

  

 
  
 

 

где mi и li – массы и длины звеньев соответственно, i = 1, 2; 

9,81g   – ускорение свободного падения.   

Вектор y1 = (y11, y12)T определяет положения конечной точки 

манипулятора в ее рабочей области. Элементы этого вектора 

однозначно выражаются через обобщенные координаты [10]: 
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(3) 
11 1 1 1 11 2 12

12 2 1 1 11 2 12

( ) cos cos ,

( ) sin sin .

y h q l q l q

y h q l q l q

  

  
 

Решение обратной кинематической задачи в явном анали-

тическом виде можно получить только для манипулятора со 

звеньями одинаковой длины, но оно не является однозначным.  

Относительно модели (1)–(2) выдвигаются следующие 

предположения. 

1. Массы mi и длины звеньев li точно известны. 

2. Обобщенные скорости ограничены по модулю: 

(4) 2 2( ) ,  0.i iq t Q t   

3. Внешние возмущения η(t)=(η1(t), η2(t))T принадлежат клас-

су кусочно-гладких ограниченных функций: 

(5) 1( ) ,  0.i it H t    

4. Помимо положений конечной точки y1(t) и их эталонных 

траекторий g(t) = (g1(t), g2(t))T, заданных в системе координат 

конечной точки, измеряются обобщенные координаты q1(t), 

скорости q2(t) и производные задающих воздействий ( )ig t , 

( )ig t , которые являются гладкими и ограниченными функциями 

времени:  

 ( ) ( ) ,  0,  0,1,2,  1,2.j

i jig t G t j i     

При этом шумы измерений отсутствуют. 

В данных предположениях ставится задача синтеза управ-

ления u в форме статической обратной связи, обеспечивающей 

отслеживание конечной точкой манипулятора эталонной траек-

тории с заданной точностью: 

(6) 1 1 1( ) ( ) ,  ,i i i iy t g t t t     

где Δ1i – желаемая величина ошибки в установившемся режиме; 

t1i > 0 – время регулирования, i = 1, 2. При этом в данной работе 

не ставится цель обеспечить желаемое время регулирования. 
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3. Синтез управления с решением обратной задачи 

кинематики 

Стандартные подходы к построению управления требуют 

решения обратной задачи кинематики. Оно заключается в том, 

чтобы пересчитать желаемые траектории g1(t), g2(t), определен-

ные в рабочей области конечной точки, в задающие воздействия 

для обобщенных координат q11(t), q12(t). Как правило, для этого 

используют численные методы решения системы нелинейных 

уравнений (3) относительно q11, q12 [2, 3, 5, 13]. Предположим, 

что получено решение этой задачи q1d = (q11d, q12d)T. Тогда сфор-

мируем ошибку слежения e1 = q1 − q1d вектора обобщенных ко-

ординат q1 за задающим воздействием q1d и найдем ее произ-

водную: 1 2 1 ,de q q   где T

1 11 12( , ) .d d dq q q  Для удобства даль-

нейшего синтеза управления переменную q2 в этом уравнении 

можно трактовать как фиктивное управление и воспользоваться 

блочным подходом. Чтобы избежать перерегулирования, харак-

терного для стандартных линейных обратных связей [12], при-

мем стабилизирующую часть желаемого фиктивного управле-

ния в виде гладкого и ограниченного гиперболического танген-

са [1]: 

(7) *

2 1 1 1 1tanh( ),dq q M K e   

где M1 tanh(K1e1) = (m11 tanh(k11e11), m12 tanh(k12e12))T, m1i > 0 – ам-

плитуды управления; k1i > 0 – большие коэффициенты в аргу-

менте гиперболического тангенса 
2

2

1
tanh( )

1

x

x

e
x

e





, i = 1, 2. 

Введем ошибку слежения *

2 2 2e q q   переменной 2q  за 

желаемой функцией (7). Следовательно, замена переменных  

(8) 
1 1 1

*

2 2 2 2 1 1 1 1

,

tanh( ),

d

d

e q q

e q q q q M K e

 

    
. 

преобразует систему (1) к виду 

(9) 
1 2 1 1 1

1

2 1 1 2 2 1 1 1

tanh( ),

( )( ( , ) ( ) ( )) ,d

e e M K e

e H q u C q q q G q t q

 

     
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где 2 2 T

1 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12( (1 tanh ( )) , (1 tanh ( )) )m k k e e m k k e e     – 

вектор полных производных гиперболического тангенса, 
T

1 11 12( , ) .d d dq q q  

Истинное управление u также выберем в виде гиперболиче-

ского тангенса, который, как гладкий аналог разрывного управ-

ления, позволит подавить возмущения во втором уравнении си-

стемы (9) [1]: 

(10) 1 2 2 2( ) tanh( ),u H q M K e   

где M2 tanh(K2e2) = (m21 tanh(k21e21), m22 tanh(k22e22))T, m2i > 0, 

k2i > 0, i = 1, 2. Тогда приходим к следующей замкнутой систе-

ме: 

(11) 
1 2 1 1 1

2 2 2 2

tanh( ),

tanh( ),

e e M K e

e f M K e

 

 
 

где вектор-функцию  

 T 1

1 2 1 1 2 2 1 1 1( , ) ( )( ( , ) ( ) ( )) df f f H q C q q q G q t q         

рассмотрим как новое возмущение, |fi(t)|  Fi, t  0, при этом 

константы Fi известны из допустимых областей изменения пе-

ременных (4) системы (1)–(2) и внешних возмущений (5).  

Замечание.  Поскольку в силу постановки задачи все пара-

метры объекта считаются известными, вместо управления (10) 

можно применить комбинированное управление с частью, ком-

пенсирующей вектор-функцию: 
1

0 1 1 2 2 1 1( )( ( , ) ( ))f H q C q q q G q     .  

Однако управление (10), имеющее силовой характер, было 

выбрано специально так, чтобы не вычислять составляющие f0 

на каждом шаге дискретизации и таким образом сократить ко-

личество вычислений в реальном времени. 

Лемма 1 [1].  Если в системе (11) вектор-функция f  огра-

ничена |fi(t)|  Fi, t  0, то тогда для сколь угодно малого 1 0i   

и любого начального условия 1 (0)ie  найдутся такие 0ijk  , 

0ijm  , что при любых ij ijk k , ij ijm m  будет обеспечена ста-

билизация ошибки слежения с заданной точностью 

1 1 1( ) , ,i i ie t t t    1,2i  , 1,2j  .  
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В конструктивном доказательстве Леммы 1, которое здесь 

не приводится, получены нижние оценки для выбора коэффици-

ентов нелинейного регулятора, зависящие от заданных i1

~
 . При 

этом в системе (1), (10) цель управления (6) достигается, если 

назначить i1

~
  с учетом заданной ошибки слежения для конеч-

ной точки в силу (3).  

4. Синтез управления без решения обратной задачи 

кинематики 

Чтобы не решать обратную задачи кинематики предлагает-

ся продифференцировать y1 (3) и от уравнений (1)–(2) перейти 

к следующей системе: 

(12) 
1 1 2

1

2 1 1 2 2 1

( ) ,

( )( ( , ) ( ) ( )),

y R q q

q H q u C q q q G q t



   
 

где 

 
1 11 2 12

1

1 11 2 12

sin sin
( ) .

cos cos

l q l q
R q

l q l q

  
  
 

  

 Выходом этой системы является вектор положений 

конечной точки y1(t). Введем ошибку e1 = y1 – g его отслежива-

ния эталонной траектории g(t), заданной в системе координат 

конечной точки. Ее производная имеет вид 1 1 2( )e R q q g  , где 
T

1 2( , )g g g . В этом уравнении переменную y2 = R(q1)q2 будем 

трактовать как фиктивное управление и, как и для предыдущего 

метода управления, применим блочный подход. Замена 

переменных 

 

1 1

*

2 2 2 1 2 1 1 1

*

2 1 1 1

,

( ) tanh( ),

tanh( )

e y g

e y y R q q g M K e

y g M K e

 

    

 

  

приводит систему (12) к виду 

 
1 2 1 1 1

1

2 2 1 1 1 1 2 2 1

tanh( ),

( ) ( )( ( , ) ( ) ( )),

e e M K e

e Rq g R q H q u C q q q G q t

 

      

где  
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 T

1 1 1 11 11 11 12 12 12tanh( ) ( tanh( ), tanh( )) ,M K e m k e m k e  

 
1 11 21 2 12 22

1 2

1 11 21 2 12 22

cos( ) cos( )
( , ) ,

sin( ) sin( )

l q q l q q
R q q

l q q l q q

  
  

  

 2 2 T

1 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12( (1 tanh ( )) , (1 tanh ( )) ) ,m k k e e m k k e e     
T

1 2( , ) .g g g  

Невырожденность матрицы R(q1)H–1(q1) при истинном 

управлении u в замкнутой локальными связями системы опре-

деляется условием det R(q1) = –l1l2 sin(q11 – q12)  0, которое вы-

полняется при q11(t), q12(t): sin(q11(t) − q12(t))  0   

q12(t)  q11(t) – πn, n  Z,  t ≥ 0. Таким образом, использование 

подхода без решения обратной задачи кинематики ограничивает 

область допустимых обобщенных координат, при которых пре-

образование системы в термины координат конечной точки не 

нарушает свойство управляемости. 

В предположении det R(q1)  0 сформируем закон истинно-

го управления: 

(13) 1 1

1 1 2 2 2( ( ) ( )) tanh( ),u R q H q M K e    

где M2 tanh(K2e2) = (m21 tanh(k21e21), m22 tanh(k22e22))T, m2i > 0, 

k2i > 0, i = 1, 2.  

В результате приходим к замкнутой системе, внешний вид 

которой совпадает с системой (11): 

(14) 
1 2 1 1 1

2 2 2 2

tanh( ),

tanh( ),

e e M K e

e f M K e

 

 
 

но здесь 
1

1 2 2 1 1 1 1 2 2 1( , ) ( ) ( )( ( , ) ( ) ( ))f R q q q g R q H q C q q q G q t       , 

( )i if t F , 0t  . 

Согласно Лемме 1 найдутся такие числа 0ijk  , 0ijm  , ко-

торые обеспечат подавление возмущений и стабилизацию 

ошибки слежения e1 = y1 − g с заданной точностью (6). 
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5. Результаты численного моделирования 

Для проверки работоспособности разработанных алгорит-

мов управления и сравнительного анализа результатов их рабо-

ты было проведено численное моделирование 

в MATLAB/Simulink. Были приняты следующие значения пара-

метров объекта [10]: 

 1 2 1 21 [кг],  1 [кг],  2 [м],  1 [м].m m l l     

Ставилась задача отслеживания положениями конечной 

точки y1 эталонной траектории g(t) = (g1(t), g2(t))T, заданной 

в декартовой системе координат, из начальных условий: 

 
11 12

21 22

(0) 0,1 [рад],  (0) 0,5 [рад],

(0) 0 [рад/с],  (0) 0 [рад/с].

q q

q q

 

 
 

Требовалось, чтобы значение ошибки слежения по модулю 

в установившемся режиме составляло не более чем 0,01 м. 

При этом полагалось, что обобщенные скорости изменяют-

ся в следующих допустимых областях: 

 2 ( ) 1,5 [рад/с],  0,  1,2.iq t t i    

Внешние возмущения описывались функциями 

 1 20,2sin ,  0,2cos ,t t    

для синтеза системы управления были известны только их до-

пустимые границы изменения |i|  0,2, t  0, i = 1, 2.  

Моделировались замкнутые системы (1), (10) с решением 

обратной задачи кинематики и последующим управлением си-

стемой в терминах обобщенных координат, а также (1), (13) без 

решения обратной задачи кинематики и управлением системой 

в терминах положений конечной точки. Для первой системы на 

каждом шаге дискретизации обратная задача кинематики (3) 

решалась с помощью встроенной в MATLAB функции «fsolve» 

с параметрами по умолчанию, предназначенной для численного 

решения систем нелинейных уравнений. В этом случае для по-

иска решения используется метод сопряженных направлений 

Пауэлла. Для запуска итерационного процесса на каждом шаге 

дискретизации эмпирически было принято одинаковое началь-

ное приближение (−0,5; 0,6). Для объективности сравнения ре-
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зультатов коэффициенты регуляторов (10) и (13) выбирались 

так, чтобы обеспечить примерно одинаковую точность. Исходя 

из данного условия для закона управления (10) с решением об-

ратной задачи кинематики были приняты значения коэффици-

ентов 

(15) 
11 12 11 12

21 22 21 22

0,23,  0,30,  35,  35,

200,  200,  1,  1.

m m k k

m m k k

   

   
 

Для закона управления (13) без решения обратной задачи 

кинематики были выбраны следующие значения: 

(16) 
11 12 11 12

21 22 21 22

0,53,  0,50,  33,  35,

200,  200,  1,  1.

m m k k

m m k k

   

   
 

Численное интегрирование замкнутых систем выполнялось 

с помощью неявного метода Эйлера с постоянным шагом дис-

кретизации 310  [с]. 

Было проведено два эксперимента с разными эталонными 

траекториями. В первом из них эталонная траектория была вы-

брана специально в виде (3): 

1 1 11 2 12

2 1 11 2 12

cos cos( ),

sin sin( ),

d d

d d

g l q l q

g l q l q

 

 
 

где q11d = 0,1 sin t + 0,15, q12d = 0,1 cos t + 0,45 для существования 

аналитического решения обратной задачи кинематики. Это бы-

ло сделано для проверки корректности работы метода сопря-

женных направлений Пауэлла и последующего сравнения чис-

ленного решения с аналитическим. На рис. 1 приведены графи-

ки полученного численного решения обратной задачи кинема-

тики q1id,num(t), на рис. 2 – графики ошибок q1id(t) − q1id,num(t), 

i = 1, 2. 

Евклидова норма вектора ошибок численного решения 

(max|q11d(t) − q11d,num(t)|, max|q12d(t) − q12d,num(t)|)T составила 

1,36·10-5 [рад]. Таким образом, была проведена верификация 

численного метода решения обратной задачи кинематики.  
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Рис. 1. Графики численного решения обратной задачи  

кинематики q1id,num(t), i = 1, 2 

 

Рис. 2. Графики ошибок q1id(t) − q1id,num(t), i = 1, 2 

Для двух замкнутых систем (1), (10) и (1), (13) на рис. 3 

представлены графики координат конечной точки y1i(t) и их за-

дающих воздействий gi(t), на рис. 4 – графики ошибок слежения 

e1i(t) = y1i(t) − gi(t). На рис. 5 представлены графики желаемой 

траектории и фактических траекторий конечной точки на плос-

кости. На рис. 6 приведены графики управлений ui, i = 1, 2. 

На основе результатов моделирования были рассчитаны 

следующие показатели качества регулирования: времени регу-

лирования t1i [с]: |e1i(t)|  0,01 [м], t  t1i, ошибок в установив-
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шемся режиме 1i = max |e1i(t)| [м], t  2 [с], максимальных по 

модулю управлений в переходном umax,t,i = max |ui(t)| [Нм], 

0 ≤ t < 2 [с] и в установившемся umax,s,i = max |ui(t)| [Нм], t  2 [с] 

режимах. В таблице 1 представлены значения евклидовых норм 

соответствующих векторов t1 = (t11,t12)T, Δ1 = (Δ11,Δ12)T, 

umax,t = (umax,t,1,umax,t,2)T, umax,s = (umax,s,1,umax,s,2)T. 

 

Рис. 3. Графики положений конечной точки y1i(t) и эталонной 

траектории gi(t), i = 1, 2 

 

Рис. 4. Графики ошибок слежения e1i = y1i(t) − gi(t), i = 1, 2 
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Рис. 5. Графики траекторий конечной точки на плоскости 

 

Рис. 6. Графики управлений ui(t), i = 1, 2 

Таблица 1. Значения показателей качества регулирования  

Показатель 

Закон управления 

С решением обратной 

задачи кинематики 

Без решения обратной 

задачи кинематики 

1t , с 0,2125 0,3585 

1 , мм 2,7005 2,8758 

,max tu , Н·м  935,8650 199,9219 

,max su , Н·м  41,1334 40,7822 
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Для проверки робастности разработанных подходов к допу-

стимым изменениям задающих воздействий и внешних возму-

щений был проведен второй эксперимент. По сравнению с экс-

периментом 1 были выбраны другие функции, описывающие 

внешние воздействия: 

(17) 1 20,1sin(cos(0,8 )) 2,77,  0,2sin(0,8 ) 0,62,g t g t      

1 20,2cos 2 ,  0,2sin 2 .t t    

Для траектории (17) не существовало аналитического ре-

шения обратной задачи кинематики. Численное решение нахо-

дилось с помощью метода сопряженных направлений Пауэлла 

с начальным приближением (−0,5; 0,6). Остальные условия экс-

перимента были такими же, как и в эксперименте 1, в том числе 

использовались те же коэффициенты регуляторов (15), (16). 

Для двух замкнутых систем (1), (10) с решением обратной 

задачи кинематики и (1), (13) без решения на рис. 7 представле-

ны графики координат конечной точки y1i(t) и их задающих воз-

действий gi(t), на рис. 8 – графики ошибок слежения 

e1i(t) = y1i(t) − gi(t). На рис. 9 приведены графики эталонной тра-

ектории и фактических траекторий конечной точки на плоско-

сти. На рис. 10 – графики управлений ui, i = 1, 2. 

 

Рис. 7. Графики положений конечной точки y1i(t) и эталонной 

траектории gi(t), i = 1, 2 



 

Управление большими системами. Выпуск 113 

88 

 

Рис. 8. Графики ошибок слежения e1i = y1i(t) − gi(t), i = 1, 2 

 
Рис. 9. Графики траекторий конечной точки на плоскости 

 

Рис. 10. Графики управлений ui(t), i = 1, 2 
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Таблица 2. Значения показателей качества регулирования  

Показатель 

Закон управления 

С решением обратной 

задачи кинематики 

Без решения обратной 

задачи кинематики 

1t , с 0,1119 0,1238 

1 , мм 2,7740 2,9391 

,max tu , Н·м  592,5884 598,4613 

,max su , Н·м  40,2688 40,2680 

 

6. Обсуждение результатов 

Из рис. 1, 2 и таблицы 1 следует, что в эксперименте 1 цель 

управления была достигнута для обоих законов управления: 

значения ошибок слежения в установившемся режиме по моду-

лю не превысили заданную величину 10 [мм]. При этом законы 

управления обеспечили сопоставимую точность. Для первой 

координаты величина ошибки составила примерно 0,6 [мм], для 

второй – примерно 3 [мм].  

Для сравнительного анализа также было проведено пять 

моделирований двух замкнутых систем с решением обратной 

задачи кинематики и без него на отрезке времени от 0 до 5 [с] 

с последующим вычислением длительности моделирования 

(длительность может незначительно меняться от запуска к за-

пуску из-за текущей загруженности процессора и возможностей 

вычислительной среды). Для закона управления с решением об-

ратной задачи кинематики получились следующие значения 

длительности: 118,5020, 125,4926, 121,2107, 118,9608, 

111,6349 [c], а для закона без решения обратной задачи кинема-

тики – 0,7431, 0,7455, 0,7357, 0,7336, 0,6844 [с]. Таким образом, 

средняя длительность моделирования составила 119,1602 [с] 

и 0,7285 [с] соответственно. Следовательно, для закона с реше-

нием обратной задачи кинематики вычисления происходили 

примерно в 163 раза дольше по сравнению с законом без реше-

ния обратной задачи кинематики, что может быть недопусти-
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мым для производственных задач, где особенно важно быстро-

действие. В таком случае предпочтительнее использовать закон 

управления без решения обратной задачи кинематики, либо, ес-

ли это возможно, решить обратную задачу кинематики и рас-

считать траекторию до применения системы управления, а 

в режиме реального времени использовать аппроксимацию это-

го решения, например, с помощью нейросетевого подхода [23].  

Проблемным моментом подхода без решения обратной за-

дачи кинематики является потеря управляемости при переходе 

в термины координат конечной точки при определенных значе-

ниях обобщенных координат. Эта проблема связана с преобра-

зованием (3). В дальнейшем планируется исследовать такие 

случаи. 

Подчеркнем еще раз, что для уменьшения количества вы-

числений в данной работе были выбраны управления (10) и (13) 

без компенсации всех известных составляющих модели, имею-

щие силовой характер. Реализация комбинированного управле-

ния потребовала бы расчета матриц механической системы 

и привела бы к большим вычислительным затратам. 

Из рис. 7–10 и таблицы 2 следует, что при допустимом из-

менении задающего воздействия и внешних возмущений в экс-

перименте 2 цель управления также была достигнута, как 

и в эксперименте 1. Таким образом, эти результаты продемон-

стрировали робастность предложенных подходов к допустимым 

изменениям внешних воздействий. 

В будущем планируется распространить предложенный 

подход для более адекватной модели объекта с учетом динами-

ки исполнительных устройств, параметрических неопределен-

ностей, а также разработать наблюдатель возмущений для по-

вышения качества регулирования. 
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TWO APPROACHES TO SYNTHESIZING THE END-POINT 

CONTROL LAW OF A TWO-LINK MANIPULATOR 

Aleksey Antipov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, Cand.Sc., senior researcher (scholess@mail.ru). 
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Abstract: For a two-link manipulator endpoint, we consider the problem of tracking 

the desired trajectory defined on a plane in the endpoint workspace under the ac-

tion of external disturbances. These perturbations are assumed to be matched (act-

ing along the same channels with the controls, which are considered to be general-

ized torques). Standard approaches to control rely on the solution of the inverse 

problem of kinematics, which can be ambiguous and, as a rule, requires the use of 

numerical methods. Given these drawbacks, the problem of developing control laws 

without solving the inverse kinematics problem is relevant. To create such an ap-

proach to control, we consider the coordinates of the endpoint in the Cartesian 

system as output variables. Then, on the basis of the unambiguous dependence of 

the output on the generalized coordinates, we can transform the initial description 

of the system in terms of generalized coordinates to a description in terms of the 

endpoint positions and solve the problem of control synthesis on the basis of the 

transformed system. The control is constructed using the block approach, which 

allows us to divide the problem into two subproblems of synthesizing virtual and 

true controls in fully actuated subsystems. For comparative analysis, we also devel-

oped a method for synthesizing control torques, which involves solving the inverse 

problem of kinematics. In both methods, smooth and bounded S-shaped feedback is 

used, which suppresses disturbance with a given accuracy and monotonicity of 
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transients. Numerical simulation results are presented to confirm the effectiveness 

of the proposed approach without solving the inverse kinematics problem. 

Keywords: two-link manipulator, endpoint position control, tracking, in-

verse kinematics problem, external disturbances, block approach. 
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