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Предмет исследования: задачи численного оп-
ределения точечных источников в обратных задачах 
тепломассопереноса. 

Цель исследования: описание теоретических ре-
зультатов (теорема существования и единственности ре-
шений обратной задачи), создание алгоритма решения 
задачи численного определения точечных источников, 
исследование его свойств, численная реализация алго-
ритма и его тестирование и проверка на устойчивость. 

Объект исследования: задачи численного опреде-
ления точечных источников (правой части специального 
вида) в обратных задачах тепломассопереноса. Источ-
ники задаются в виде суммы дельта-функций Дирака с 
коэффициентами, зависящими от времени и характери-
зующими мощность соответствующего источника. Они 
являются неизвестными и подлежат определению вмес-
те с решением уравнения. В качестве данных переопре-
деления задаются значения решения в некотором набо-
ре точек, лежащем внутри области. 

Методы исследования: алгоритм основан на методе 
конечных элементов по пространственным переменным 
и методе конечных разностей по времени. Неизвестная 
правая часть определяется на каждом временном слое 
при помощи условия переопределения. 

Основные результаты исследования: описание алго-
ритма решения, его свойств, результаты численных экс-
периментов. В том числе описаны условия, когда алгеб-
раическая система, к которой приводится задача, имеет 
единственное решение, проведено сравнение данных, 
полученных в результате расчетов, с тестовыми приме-
рами. Расчеты проводились в том числе и с добавлением 
к данным замеров случайного шума различного уровня. 
Результаты показали, что решение устойчиво при слу-
чайном возмущении данных задачи.

Ключевые слова: параболическое уравнение, об-
ратная задача, тепломассоперенос, численное решение, 
метод конечных элементов.
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ВВЕДЕНИЕ

Мы рассматриваем обратные задачи об 
определении правой части в уравнении

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
И ИНфОРМАцИОННЫЕ ТЕХНОЛОгИИ
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 (1)

где Lu=div(c(x,t)∇u)-a(x,t)∇u-a0(x,t)u,
(x,t)∈Q=(0,T)×G, G – область в ℝn(n=2,3) с 
границей Γ,c(t,x) – диагональная матрица с 
элементами ci на главной диагонали, δ(x-di) – 
дельта-функция Дирака. Уравнение (1) допол-
няется начальными и граничными условиями:

Bu|S = g, u|t=0 = u0(x), S = (0,T)×Γ,	 (2)

где  – производная по конор-
мали или Bu=u и условиями переопределения

u(t,yj )=ψj(t), j=1,2,…,r.	 (3)

В теории тепломассопереноса функция 
u – концентрация переносимого вещества, а 
правая часть характеризует источники (стоки) 
[1]. В самой общей постановке задачи (1)–(3) 
определению подлежат как сами мощности 
точечных источников Ni(t), так и их местопо-
ложение xi и их число m. Описание моделей 
такого сорта можно найти, например, в [1]. 
Обратным задачам такого вида посвящено 
очень большое количество работ, однако ос-
новные результаты связаны с методами чис-
ленного решения подобных задач, причем 
многие из них далеко не всегда обоснованы. 
Можно строить примеры, когда постановки 
оказываются некорректными в том смысле, 
что имеет место несуществование решений 
или их неединственность. Как правило, чис-
ленные методы основаны на сведении зада-
чи к задаче оптимального управления и ми-
нимизации соответствующего функционала, 
что требует больших вычислительных воз-
можностей и не всегда приводит к желаемо-
му результату [2,4,5,6,7]. Некоторые теорети-
ческие результаты по исследованию задачи 
(1)–(3) имеются в работах [8–12]. В работе [11] 
рассматривается стационарный случай, а в 
работе [10] – и нестационарный, и граничные 
условия переопределения (данные Коши), 
что позволяет, используя наборы тестовых 
функций и алгоритмы типа Прони, полностью 
решить задачу определения числа источни-
ков, их местоположения и интенсивности. В 
работе [12] рассматривается модельная зада-
ча (1)–(3); с помощью явного представления 
решений прямой задачи и использования 
вспомогательной вариационной задачи авто-
ры смогли определить величины ∑iNirl

ij (здесь 
Ni(t)=const для всех i и rij=|xi-yj|), что позво-
лило решить задачу при помощи алгоритма 
из работы [11] (см. теорему 2). Однако, как ока-
залось, можно решить задачу и при помощи 
асимптотических представлений решений 

стационарных задач [14]. В одномерном слу-
чае некоторые подобные результаты на эту 
тему приведены в [13] (асимптотическая фор-
мула определения источника и численный 
алгоритм). Каких-либо общих теорем сущес-
твования решений задачи (1)–(3), в отличие 
от распределенного источника (см. [15]), фак-
тически в литературе не имеется (см. одно-
мерный случай в [13]). В настоящей работе мы 
опишем некоторые условия, гарантирующие 
существование и единственность решений 
задачи, и численный алгоритм, в какой-то сте-
пени основанный на теоретических рассмот-
рениях. Мы будем рассматривать случай, ког-
да неизвестными являются только мощности 
источников, а координаты предполагаемых 
источников считаются известными. алгоритм 
основан на методе конечных элементов по 
пространственным переменным и методе 
конечных разностей по времени. В конце ра-
боты приведены результаты численных экс-
периментов, которые показали, что решение 
устойчиво при случайных возмущениях дан-
ных задачи.

Определения и вспомогательные
утверждения
Пусть G – область в ℝn. через Lp(G) и 

Wp
s(G)(1≤p≤∞) обозначим лебега и соболе-

ва пространства соответственно [18]. Пусть  
E – банахово пространство. через Lp (G;E)
(G – область в ℝn) обозначим пространство 
сильно измеримых функций, определенных 
на G, со значениями в E и конечной нормой 
∥∥u(x)∥E∥Lp(G) [18]. Мы также используем про-
странства Ck(G‾;E), состоящие из функций 
со значениями в E, имеющих в G все произ-
водные до порядка k включительно, непре-
рывные в G и допускающие непрерывное 
продолжение на замыкание G‾. Определение 
пространств соболева Wp

s(G;E) также стан-
дартное (см. [18, 19]). Для данного интерва-
ла J=(0,T) и цилиндра Q=G×J и S=Γ×J 
положим Wp

s,r(Q)=Wp
s(J;Lp(G))∩Lp(J;Wp

r(G)),
Wp

r,s(S)=Wp
s (J;Lp(Γ))∩Lp(J;Wp

r(Γ)). если Γ,S 
– некоторые множества, то символ ρ(Γ,S) 
обозначает далее расстояние между эти-
ми множествами. Обозначим через D(L) 
область определения оператора L. символ 
Br(x0) обозначает шар радиуса r с центром 
в точке x0.

Мы рассматриваем случай: G – область 
в ℝn с компактной границей класса C2, или 
область G совпадает с цилиндрической об-
ластью вида Ω×(0,l), где Ω имеет границу 
класса C2 или совпадает с прямоугольником 
(0,X)×(0,Y). В случае неограниченной облас-
ти G решение, которое мы ищем, принадлежит 
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некоторому пространству лебега, т. е. факти-
чески предполагаем убывание решения при 
|x|→∞. Пусть a=(a1, a2) для n=2 и a=(a1, a2, a3) 
для n=3. скобками ( ⋅,⋅ ) обозначим скалярное 
произведение в ℝn. Мы приведем известный 
теоретический результат из работы [16] в слу-
чае, когда ci=1 (i=1,2,3 или i=1,2 в двумерном 
случае) и коэффициенты не зависят от време-
ни. В этом случае производная по конормали 
в граничном условии совпадает с производ-
ной по нормали  к границе. Предположим, 
что

u0(x)∈W2
1(G), u0(x)|Γ=g(x,0) если Bu=u. (4)

Пусть T=∞. Зафиксируем параметр λ≥0 и 
предположим, что

 
(5)

e-λt g∈W2
3/4,3/2(S), если Bu=u, f0e-λt∈L2(G). (6)

Введем функции

и предположим, что

ai∈W∞
2(G)(i=1,…,n), ∇φj, Δφj(j=1,…,s), a0∈L∞ (G), σ∈C1(Г). (7)

Решая вспомогательную задачу

wt – Lw = f0(t,x), Bw|S = g, w|t=0 = u0(x), (8)

можем найти ее решение, и такое, что  
e-λt w0∈W2

1,2(Q) при достаточно большом па-
раметре λ0 и λ≥λ0. Заметим, что в случае ци-
линдрической области или параллелепи-
педа могут потребоваться дополнительные 
интегральные условия согласования данных, 
их можно найти, например, в работе [16]. Рас-
смотрим обратную задачу (1)–(3). После заме-
ны переменных w=u-w0 мы придем к более 
простой задаче

Мы предполагаем, что справедливо 
представление

 
 (9)

где Vγ(t) определяется своим преобразо-
ванием лапласа:

Здесь H0
(1) – это функция Ханкеля и 

√λ=|λ|1/2 eiargλ/2 – ветвь корня аналитическая в 
плоскости с разрезом argλ=π. Не так трудно 

установить, что  при n=2 и при 

n=3, 
Введем множества K={y∈G:ρ(y,∪m

i=1di)≤ρ(y,Γ)},
Qε= {(t,x)∈Q:|x-di|>ε ∀i=1,2,…,r}. Пусть δj=minirij,
j= 1,2,…,s, где rij=|di-yj|. Введем матрицу A 0
с элементами aji= eφj(di), если |di-yj|=δj, и aji=0 –
в противном случае. Условие корректности 
записывается в виде

det	A0 ≠ 0. (10)

Опишем способ построения матрицы A0. 
Матрица есть нормированная главная часть 
асимптотики по параметру λ (см. [16]) матрицы 
{vi(yj)}, где vi есть решение задачи

λvi-Lvi=δ(x-di), Bv|r=0.

фиксируем p∈(1,n/(n-1)). тогда справед-
лива теорема [16].

Теорема 1. Пусть T=∞ и выполнены ус-
ловия (4), (7), (10) и yi∈К для всех i=1,2,…,r. 
тогда найдется λ0≥0 такое, что при λ≥ λ0 и 
выполнении условий (5), (6), (9) существует 
единственное решение задачи (1)–(3) такое, 
что u=w0+w,w0 есть решение вспомогатель-
ной задачи (8), e-λtw0∈W2

1,2(Q), e-λtN⃗∈L2(0,∞),
e-λtw∈L2(0,∞;Wp

1(G)), e-λtwt∈L2(0,∞;W-1
p,B(G)),

e-λtw∈W2
1,2(Qε) для всех ε>0.

Здесь пространство W-1
p,B(G)) есть двойс-

твенное пространство к W2
1(G) в случае усло-

вия Дирихле и к W2
1(G) в случае условий Ней-

мана или Робина.
теорема останется справедливой и в слу-

чае конечного интервала (0,T) (см. [16]). Не-
смотря на то, что мы рассматриваем случай 
не зависящих от t коэффициентов, расчеты 
показывают, что на нее можно опираться 
при рассмотрении вопросов единственнос-
ти решений. В общем случае, в зависимости 
от расположения точек замеров {bj}, может 
иметь место неединственность решений, и 
примеры легко строятся.

Описание алгоритма решения задачи
Опишем численный алгоритм. счита-

ем, что пространственная область имеет вид 
G=Ω×(0,Z) в случае n=3 и G – прямоуголь-
ник в случае n=2. Положим Γ=∂G,S=(0,T)×Γ. 
Опишем метод и результаты численных экс-
периментов в случае n=2, G – круг радиуса 2 с 
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центром в 0. естественным образом считаем, 
что функция сi строго положительна. Началь-
но-краевые условия имеют вид:

где производная есть производная по 
нормали. Для численного решения использу-
ем метод конечных элементов. Определению 
подлежат решение u и неизвестные функции 
αi в правой части уравнения (1). Опишем ме-
тод решения прямой задачи. Задана триан-
гуляция области G и соответствующий базис 
метода конечных элементов {φi}N

i=1(φi|Γ=0).
Узлы сетки обозначим через {bi}. Без огра-
ничения общности считаем, что точки 
bj(j=1,2,…,r) совпадают с точками источ-
ников, а точки {yi=(yi

1,yi
2)} – с точками bN-r+1⋅

bN-r+2,…,bN. Пусть bi=(x1
i, x2

i).
Прежде чем приводить метод решения, 

приведем дополнительную замену

функция v есть решение задачи

Ищем приближенное решение в виде 
v=∑N

i=1Ci(t)φi.
Для удобства далее считаем, что точки yi 

совпадают с узлами сетки bN-r+1,…,bN. функ-
ции Ci определяем из системы

R0C⃗t+R1(t)C⃗=F⃗+f⃗ 0, C⃗=(C1,C2,…,CN )T, (11)

где F⃗ имеет координаты Fj=αj(t) для j≤r 
и Fj=0 при j>r, и координаты f⃗0 имеют вид

R0 – матрица с элементами rij=(φi,φj)=
∫Gφi (x)φj(x)dx,R1 – матрица с элементами

 
 (12)

Имеем, что C⃗(0)=(v0(b1),v0(b2),…,v0(bN))T.
Решение системы ищем методом конечных 
разностей. Пусть τ= T/M – шаг по времени. За-
меним уравнение (11) системой

где Ci
k≈Ck(τi), F⃗i≈F⃗(τi), f⃗ i=f⃗ 0(τi), Ai=R1(τi). 

систему (12) можно записать в виде

Ri+1C⃗i+1=τF⃗i+1+τf⃗ i+1+R0C⃗i, Ci
k=Ck(τi),C⃗i=(Ci

1,…,Ci
N )T, i=0,1,2,…,M-1  (13),

где Ri+1=R0+τAi+1. Опишем алгоритм решения 
обратной задачи.

Пусть α⃗(t)=(α1(t)…αr(t))T, α⃗i=(αi
1……,α)

r)≈α⃗(τi).
В силу условий переопределения долж-

но быть выполнено, что Ck
N-r+i=0. Определим 

начальные данные. Имеем C0
k=v0(bk) при 

k=1,…,N.
Предположим, что мы нашли векторы α⃗i,

C⃗i. Ищем величину C⃗i+1 из системы

 (14)

Вектор α⃗i+1 определяем из системы

  (15)

где r×r матрица имеет вид Bi+1=Φ0R-1
i+1Φ1,

где Φ0 – матрица r×N, в первых N-r столбцах 
которой стоят нули, а в последних r столбцах 
стоит единичная матрица размера r×r,Φ1 
матрица N×r, в последних N-r строках стоят 
нули, а в первых r строках стоит единичная 
матрица размера r×r. Матрица Bi может быть 
сингулярной (с малыми элементами). Одна-
ко для корректности задачи мы считаем, что 
detBi≠0 для всех i. В ряде случаев это действи-
тельно так. Вместо системы рассмотрим ее 
регуляризацию. Матрица Bi+1 малой размер-
ности. Регуляризация имеет вид

 (16)

где B*
i+1 – сопряженная матрица. Опреде-

лив вектор αi+1, найдем вектор Ci+1 из (13).
Опишем некоторые свойства алгоритма. 

Как видно, если не использовать регуляриза-
цию, то задача решается единственным обра-
зом (уравнение (15) имеет единственное ре-
шение), если detBi≠0. Предположим, что это 
условие выполнено. Пусть P0 – проектор в ℝN, 
сопоставляющий вектору v⃗ вектор, у которого 
первые N-r нулевые, а остальные совпадают 
с координатами v⃗. его можно задать в виде 
матрицы, в которой p0

ij=δij при i,j=N-r+1,…,N, 
а остальные элементы p0

ij равны нулю. Пусть 
также P1 – аналогичный проектор, использу-
ющий первые r координат данного вектора: 
p1

ij=δij при i,j=1,…,r, а остальные элементы p1
ij 

равны нулю. тогда систему (15) можно запи-
сать в виде
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чтобы не загромождать изложение, 
мы сохранили то же обозначение для но-
вой матрицы Bi+1, которая здесь уже от-
лична от определенной в (15). Имеем, что 
detBi+1=0, но в силу наших предположений 
kerBi+1={C⃗:P1 C⃗=0}. В качестве скалярно-
го произведения в ℝN можно рассматри-
вать обычное скалярное произведение (⋅,⋅), 
а можно и скалярное произведение 
вида <C⃗,V⃗>=(R0C⃗,V⃗). В первом случае 
B*

i+1=P1 (R*
i+1)-1P0, во втором случае 

B*
i+1=(P1)*(R*

i+1)-1(P0)*. По определению, в 
первом случае Pi=(Pi)* и kerB*

i+1={C⃗:P0C⃗=0} 
во втором случае и kerB*

i+1={C⃗:(P0)*C⃗=0}
во втором. Оператор Bi+1 отобража-
ет H0=(kerBi+1)⊥ на H1=(kerB*

i+1)⊥. Здесь 
kerBi+1={C⃗:P1C⃗=0}, соответственно, (kerBi+1)⊥=
{v⃗: P1

*v⃗=v⃗}. Действительно, <v⃗,C⃗⟩=⟨P1
* v⃗,C⃗⟩=0. 

Обратно, если ⟨v⃗,C⃗⟩=0 для всех C⃗∈kerB, 
то C⃗=(I-P1)g⃗ и ⟨v⃗,(I-P1)g⃗⟩=0. тогда (I-P1

*)v⃗=0.
Поскольку матрица Bi+1 сингулярная, берем в 
качестве решения системы (15) (оно находит-
ся неоднозначно) вектор

который выбирается исходя из включе-
ния α⃗i+1∈H0, т. е. P1α⃗i+1=α⃗i+1. Подставляя это 
решение в систему (14), получим

Пусть P=R-1
i+1(B*

i+1Bi+1)-1B*
i+1P0. тогда пос-

леднее равенство можно записать в виде

  (17)

Отметим, что оператор I-P есть проектор, 
т. е. P2=P. Более того, имеет место равенство 
P0 (I-P)=0, т. е. R(I-P) ⊂ kerP0. Действительно,

Приведенные выше рассуждения пока-
зывают (см. равенство (17) лемма 1. Oпера-
тор перехода с одного временного слоя на 
другой, определенный равенством (17), от-
личается от стандартного для прямой задачи 
лишь наличием конечномерного проектора 
P, размерность которого не увеличивается 
с уменьшением параметров сетки и пара- 
метра τ.

Опишем условия невырожденности мат-
рицы Bi. Пусть функция vi – решение эллипти-
ческой задачи с параметром

При решении этой задачи методом ко-
нечных элементов ищем решение в виде  
ṽi=∑NCj

j (t)φi, где векторы C⃗i определяются 
как C⃗i=τR-1Fi, где Fi совпадает с базисным 
вектором i, координата которого совпадает 
с 1, а остальные координаты – нули. Матрица 
R зависит от t как от параметра и совпадает 
в точках tk=τk с матрицей Rk, определенной 
выше. В случае регулярного семейства ко-
нечных элементов можно показать, что будет 
иметь место сходимость элементов {ṽi(t,yj)}=
Ci

j(j=N-r+1,…,N,i=1,2,…,r) к элементам 
матрицы {vi(t,yj)} при каждом t, в том числе 
и в точках t=tk (см. теоремы 3.1.5,3.1.6 в [19]). 
В случае L=Δ, построив матрицу A0, которая 
в данном случае будет зависеть от t, а роль
параметра λ будет играть роль параметр 1/τ, 
мы придем к условию:

при всех τ≤τ0 с некоторым τ0>0 и всех 
t∈[0,T],detA0≠0. 

В общем случае возникает условие: при 
каждом t∈[0,T] и всех τ≤τ0 с некоторым τ0>0

Это условие есть достаточное условие 
разрешимости системы (15). Однако даже при 
выполнении этого условия матрица Bi все же 
может быть плохо обусловленной. Поэтому 
мы используем регуляризацию (см. равенс-
тво (16)).

Запись алгоритма в случае граничного ус-
ловия Неймана или Робина имеет тот же вид.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В этом разделе проанализируем резуль-
таты численных экспериментов, полученных 
в рамках решения прямой и обратной зада-
чи, в рамках экспериментов на ЭВМ. Характе-
ристики испытуемой ЭВМ: процессор: Intel i5 
9500; ОЗУ: 16,00 гБ; тип системы: Windows 10. 
численные эксперименты были проведены в 
программном комплексе MATLAB 2024a.

Возьмем в качестве области G круг |x|=2, 
примерная сетка указана на рис. 1. Возь-
мем Т=5 и рассмотрим однородное условие 
Дирихле. В качестве коэффициентов  
a0=(t+1)(x2+1), a1=2/(t2+1), a2=(t+1)(x+1), 
с1=(t-1)2 с2=2t+1. 
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Рисунок 1. Количество узлов сетки 530

Рисунок 2. Результат вычисления первой группы 

Первая группа вычислений
Для первой группы экспериментов берем 

u=(x2+y2-4)2 (t2+ t),  
точки di имеют координаты: (0;-0,4) и (-0,4;0).

Возьмем в качестве параметра 
εa=maxi (maxj |αj(iτ)-αi

j|) – ошибка вычисления 

функции αi в граничном условии, где 
αi

j≈αj(τi) – результаты вычисления. Процесс 
вычисления прекращается после того, как εα 
становится меньше ε0=10-3.

Результат восстановления искомых фун-
кций представлен на рисунке 2. Зеленым 
обозначены найденные функции, красным –  
эталонные.

 

Далее были добавлены источники гене-
рации шума – в возмущение значений «дан-
ных с датчиков» добавляется случайный шум 

noise ∈(-δ;δ), где δ – процентное выражение 
отклонения. Итоговая функция принимает 
вид ψi(jτ)=ψi(jτ)(1+ noise(jτ)), j=1,…,M. Мы 
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Рисунок 3. Результат вычисления первой группы с добавлением шума 3 %

Рисунок 4. Результат вычисления первой группы с добавлением шума 10 %

проводим расчеты с различным уровнем шума 
(добавляемый шум строится при помощи 
функции random пакета «Матлаб»). Результат 

вычислений с шумом 3 % (δ=0.03) представ-
лен на рисунке 3 и с шумом 10 % (δ=0.1) –
на рисунке 4.

Вторая группа вычислений
Для второй группы экспериментов 

u=cosπ(x2+y2)t построение ведется на той же 
сетке (рисунок 1), возьмем те же самые началь-
ные условия и параметры уравнения, функ-
ции αi имеют вид: α1=(t-1)2, α2=t2+1. Коэффи-
циенты те же самые, что и в первом случае. 
f0=(x+1)(y+1)(t+1)-((x)(t2+2)-((y)((t-2)3)).

Для повышения точности было решено 
увеличить точность расчетов и взять значе- 
ние ε0=10-4. Результат построения представ-
лен на рисунке 5, зеленым обозначены най-
денные функции, красным – эталонные. Как 
можно заметить, графики сходятся намного 
лучше. 
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Рисунок 5. Результат вычисления второй группы 

Рисунок 6. Результат вычисления второй группы с добавлением шума 3 %
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Рисунок 7. Результат вычисления второй группы с добавлением шума 10 %

Для данных 2 группы было проведено  
15 экспериментов, по результатам которых  
собрана следующая статистика: средняя 
ошибка равна 0,0035, среднее время выпол-
нения – 2,2 с; при добавлении шума 3 % пока-
затели такие: средняя ошибка равна 0,0045, 
среднее время выполнения – 3,5 с; при до-
бавлении шума 10 % средняя ошибка равна 
0,0037, время выполнения – 5,1 с. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В работе рассмотрен вопрос о численном 
определении точечных источников (правой 
части специального вида) в обратных зада-
чах тепломассопереноса. Описаны некото-
рые теоретические результаты, численный 
алгоритм и условия единственности реше-
ний. Приведены результаты численных экс-
периментов, которые показали, что алгоритм 
сходится и решение определяется устойчиво 
при случайном возмущении данных задачи.
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