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Аннотация: Известно, что многие величины, определяющие сетевые характеристики функционирования 
инфокоммуникационной сети, имеют распределения вероятностей с «тяжелыми хвостами», которые мо-
гут оказать существенное влияние на производительность сети. Модели с распределениями, имеющими 
«тяжелый хвост», как правило, трудно исследовать. Анализ можно упростить с использованием аппрок-
симации распределения с «тяжелым хвостом» гиперэкспоненциальным распределением (конечной смесью 
экспонент). В работе приведен алгоритм расчета параметров компонент гиперэкспоненциального рас-
пределения, который основан на рекурсивном подборе параметров. Данный алгоритм позволяет анализи-
ровать различные модели очередей, включая G/G/1. Показано, что рассматриваемый подход наиболее це-
лесообразно применять для аппроксимации монотонно убывающих распределений, имеющих «тяжелый 
хвост». Приведены примеры аппроксимации распределений Парето и Вейбулла. 
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Abstract: It is known that many quantities that determine the network characteristics of the functioning of an 
infocommunication network have probability distributions with "heavy tails", which can have a significant impact on 
network performance. Models with heavy-tailed distributions tend to be difficult to analyze. The analysis can be 
simplified by using an algorithm to approximate a heavy-tailed distri-bution by a hyperexponential distribution (a 
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finite mixture of exponentials). The paper presents a algorithm for calculating the parameters of the hyperexponential 
distribution components, which is based on a recursive selection of parameters. This algorithm allows you to analyze 
various models of queues, including G/G/1. It is shown that the approach under consideration is applicable to the 
approxi-mation of monotonically decreasing distributions, including those with a "heavy tail". Examples of 
approximation of Pareto and Weibull distributions are given. 
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Введение 

При анализе параметров функционирования  
современных инфокоммуникационных сетей од-
ной из наиболее важных задач является разработка  
моделей, которые могут учитывать влияние осо-
бенностей обрабатываемого трафика. При этом 
традиционно анализ осуществляется с использова-
нием методов теории массового обслуживания [1]. 
В качестве моделей систем обработки трафика 
очень часто используют систему М/М/1. В то же 
время известно, что современные потоки не обла-
дают свойствами простейшего потока, для них ха-
рактерно наличие фрактальных свойств, обуслов-
ленных, в частности, наличием «тяжелых хвостов» 
у распределений случайных значений интервалов 
времен между пакетами и интервалов обработки 
пакетов [2, 3]. Это требует разработки новых под-
ходов к анализу систем обработки трафика, осно-
ванных на системах массового обслуживания с про-
извольными распределениями интервалов вре-
мени между пакетами и интервалов времени обра-
ботки пакетов, то есть систем G/G/1. Существуют 
разные модели системы G/G/1 и, пожалуй, одной из 
наиболее популярных является модель, основан-
ная на использовании гиперэкспоненциального 
распределения. При этом систему G/G/1 аппрокси-
мируют системой 𝐻𝑙 𝐻𝑘⁄ 1⁄ , где символы 𝐻𝑙  и 𝐻𝑘  
обозначают гиперэкспоненциальное распределе-
ние с числом экспонент l и k [4, 5]. Плотность веро-
ятностей распределения, например для 𝐻𝑙 , записы-
вается в виде: 

ℎ(𝑡) =∑𝑝𝑖λ𝑖𝑒
−λ𝑖𝑡

𝑙

𝑖=1

, (1) 

где 𝑝𝑖  и λ𝑖  ‒ вес и параметр экспоненциальной ком-
поненты; ∑ 𝑝𝑖

𝑙
𝑖=1 = 1. 

При использовании такого подхода для модели 
𝐻𝑙 𝐻𝑘⁄ 1⁄  задача сводится к определению числа экс-
понент смеси и параметров каждой экспоненци-
альной компоненты [5, 6]. Существуют различные 
методы определения данных параметров, в основ-
ном применительно к системе 𝐻2 𝐻2⁄ 1⁄ , например, 
использование EM-алгоритма, как показано в рабо-
тах [7‒8], а также по первым двум или трем момен-
там исходного распределения [9]. 

Для выбора необходимого количества компо-
нент системы 𝐻𝑙 𝐻𝑘⁄ 1⁄  и определения параметров 
модели можно воспользоваться подходом, изло- 
женным в [5, 6], где приведены некоторые при-
меры определения параметров системы M/G/1. 

Рассмотрим алгоритм определения параметров 
гиперэкспоненциального распределения при реше-
нии задачи аппроксимации распределений с «тяже-
лыми хвостами». Последние могут обладать беско-
нечным средним и бесконечной дисперсией, явля-
ются разновидностью распределений с «длинным 
хвостом»; при этом «хвост» может длиться доста-
точно долго при сохранении конечного значения 
первых двух моментов. В основе рассматриваемого 
подхода лежит возможность аппроксимировать 
распределения вероятностей с «длинным хвостом» 
простыми распределениями с «коротким хвостом», 
например, набором экспоненциальных распределе-
ний.   

Учитывая, что процессы, протекающие в инфо-
коммуникационных сетях, как правило, определя-
ются на конечном интервале, то для анализа их 
функционирования можно использовать модели 
системы массового обслуживания (СМО) при усло-
вии, что распределения случайных величин рас-
сматриваются на конечном интервале [𝑡1, 𝑡2] [5].  

Интервал [𝑡1, 𝑡2]  разбивается на несколько по-
динтервалов, число которых соответствует числу 
экспонент в смеси. Параметры гиперэкспоненци-
альных распределений определяются на данных 
интервалах последовательно, начиная с интервала 
для максимальных значений случайной величины, 
где определяются первоначальные значения пара-
метров гиперэкспоненты. Эта процедура повторя-
ется рекуррентно для всех составляющих смеси 
экспонент на всех рассматриваемых интервалах. 

Пусть 𝐹(𝑡) ‒ интегральная функция распределе-

ния вероятностей; 𝐹(𝑐)(𝑡) ‒ дополнительная инте-
гральная функция распределения или функция 

распределения хвоста, при этом 𝐹(𝑐)(𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡). 
Обратим внимание, что распределение вероятно-

стей имеет «длинный хвост», т. е. 𝐹(𝑐)(𝑡)  убывает 
медленнее, чем экспоненциально: справедливо 

𝐹(𝑐)(𝑡) 𝑎𝑡−𝑏 при 𝑡 → ∞, для случая, когда 𝑎 и 𝑏 ‒ по-
ложительные константы. 
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Известно, что одно из наиболее характерных 
распределений с «длинным хвостом» – распределе-

ние Вейбулла – имеет 𝐹(𝑐)(𝑡) в виде: 

𝐹(𝑐)(𝑡) = 𝑒−(
𝑡
𝑧
)
α

, (2) 

где α и 𝑧 ‒ параметры распределения Вейбулла.  

Очевидно, что 𝐹(𝑐)(𝑡)  для распределения Вей-
булла в (2) имеет «тяжелый хвост», если α < 1. 

Для гиперэкспоненциального распределения 𝐻𝑘 , 
состоящего из смеси k экспоненциальных распре-
делений, дополнительную интегральную функцию 
можно записать в виде: 

𝐻(𝑐)(𝑡) = ∑𝑝𝑖𝑒
−λ𝑖𝑡

𝑘

𝑖=1

, (3) 

где 𝑝𝑖 ≥ 0 для всех i и ∑ 𝑝𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1.  

В [5, 6] показано, что для случая, когда инте-
гральная функция F имеет полностью монотонную 
плотность, существуют гиперэкспоненциальные 

интегральные функции 𝐹(𝑛), 𝑛 ≥ 1, вида: 

𝐹(𝑛)(𝑡) =∑𝑝(1 − 𝑒−λ𝑡)

𝑘𝑛

𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0, (4) 

с λ ≤ ∞ и 𝑝𝑛1+. . . +𝑝𝑛𝑘𝑛 = 1 такие, что 𝐹(𝑛) ⇒ 𝐹  при 

𝑛 → ∞. 

Основная идея заключается в выборе некото-

рого интегрального распределения 𝐹(𝑛)  с конеч-
ным числом экспонент, аппроксимирующего ис-
ходное F. Число экспонент, дающее необходимую 
точность аппроксимации, определяется экспери-
ментальным путем. 

 
Точность аппроксимации 

Точность аппроксимации может определяться 
на основе анализа дополнительных интегральных 
функций или плотностей распределения вероятно-
стей исходного распределения и его аппроксима-
ции. В качестве численных показателей достигну-
той точности подгонки можно использовать абсо-
лютную погрешность представления интеграль-
ной и дополнительной интегральной функции рас-
пределения. Для обеих функций абсолютная 
ошибка представляется как: 

𝐴𝐸(𝐹, 𝑡) = |𝐻(𝑐)(𝑡) − 𝐹(𝑐)(𝑡)| = |𝐻(𝑡) − 𝐹(𝑡)|. (5) 

Относительная ошибка для функции распреде-
ления и дополнительной функции распределения, 
записывается в виде: 

ℜ(𝐹, 𝑡) =
|𝐻𝑐(𝑡) − 𝐹𝑐(𝑡)|

min{𝐹(𝑡), 𝐹𝑐(𝑡)}
. (6) 

 
 

Рекурсивная процедура подбора параметров 
гиперэкспоненциального распределения 

Рассмотрим рекурсивную процедуру для под-
гонки интегрального гиперэкспоненциального рас-
пределения 𝐻𝑘(𝑡) к исходному интегральному рас-
пределению 𝐹(𝑡) в области положительных значе-
ний, аналогично показанному в [5, 6].  

𝐻𝑘  имеет дополнительное интегральное распре-
деление (3), и связанная с ней плотность распреде-
ления вероятностей имеет вид:  

ℎ(𝑡) = ∑𝑝𝑖λ𝑖𝑒
−λ𝑖𝑡

𝑘

𝑖=1

, 𝑡 ≥ 0, (7) 

где ∑ 𝑝𝑖 = 1
𝑘
𝑖=1 , λ𝑖 > 0, 𝑝𝑖 > 0 для всех i.  

Пусть экспоненциальные параметры λ𝑖  в (7) удо-
влетворяют условию: λ1 <. . . < λ𝑘 . Тогда компо-
ненты с более высокими индексами имеют «хвосты», 
которые затухают быстрее. Идея данного алго-
ритма состоит в том, чтобы рекурсивно подбирать 
компоненты 𝐻𝑘  парами, то есть начиная с пары (λ1, 
𝑝1), затем переходя к (λ2, 𝑝2) и так далее.  

Рассмотрим предложенный в [5, 6] алгоритм 
определения параметров гиперэкспоненциального 
распределения, когда в качестве примера аппрокси-
мируемого распределения используется распреде-

ление Вейбулла, с 𝐹𝑊
(𝑐)(𝑡) в виде (2). В этом случае 

процедура определения параметров гиперэкспонен-
циального распределения включает четыре этапа.  

Этап 1. Определяется число k экспоненциальных 
компонентов и k аргументов, по которым будут со-
поставляться квантили: 0 < 𝑐𝑘 < 𝑐𝑘−1 <. . . < 𝑐1 , а 
также определяется параметр 𝑏 , где 𝑐𝑘  ‒ квантиль 
распределения, определяемый как временной отре-
зок, на котором рассчитываются λ𝑖  и 𝑝𝑖 . 

Этап 2. Определяется λ1 и 𝑝1 так, чтобы соответ-
ствовать функции 𝐹𝑊

𝑐(𝑡)  при аргументах 𝑐1  и 𝑏𝑐1 . 
При решении уравнений:  

𝑝1𝑒
−λ1𝑐1 = 𝐹𝑊

(𝑐)(𝑐1) = exp (− (
𝑐1
𝑧
)
α

), (8) 

𝑝1𝑒
−λ1𝑏𝑐1 = 𝐹𝑊

(𝑐)(𝑏𝑐1) = exp (−(
𝑏𝑐1
𝑧
)
α

) (9) 

для 𝑝1  и λ1  предполагается, что 𝑐1 , 𝑏 , 𝐹𝑊
(𝑐)(𝑐1)  и 

𝐹𝑊
(𝑐)(𝑏𝑐1) известны.  

Основываясь на (8) и (9), можно вычислить 𝑝1 и 
λ1по выражениям: 

λ1 =
1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln (𝐹𝑊

(𝑐) (𝑐1) 𝐹𝑊
(𝑐)⁄ (𝑏𝑐1)) = 

(10) 
=

1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln(

exp (− (
𝑐1
𝑧
)
α

)

exp (− (
𝑏𝑐1
𝑧
)
α

)

), 
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𝑝1 = 𝐹𝑊
(𝑐)(𝑐1)𝑒

λ1𝑐1 = 
(11) 

= exp (−(
𝑐1
𝑧
)
α

) ⋅ exp(λ1𝑐1). 

Этап 3. Определяются параметры λ𝑖  и 𝑝𝑖  для i-ой 
компоненты смеси при 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: 

𝐹𝑊𝑖
(𝑐)(𝑐𝑖) = 𝐹𝑊(𝑖−1)

(𝑐) (𝑐𝑖−1) −∑𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖

𝑖−1

𝑗=1

, (12) 

𝐹𝑊𝑖
(𝑐)(𝑏𝑐𝑖) = 𝐹𝑊(𝑖−1)

(𝑐) (𝑏𝑐𝑖−1) −∑𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑏𝑐𝑖

𝑖−1

𝑗=1

. (13) 

При этом для распределения Вейбулла легко по-
лучить параметры i-ой компоненты смеси в виде: 

λ𝑖 =
1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln (𝐹𝑊𝑖

(𝑐) (𝑐𝑖) 𝐹𝑊𝑖
(𝑐)⁄ (𝑏𝑐𝑖)) = 

(14) 
=

1

(𝑏 − 1)𝑐𝑖
ln (

exp (−(
𝑐𝑖−1
𝑧
)
α

) − ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1

exp (−(
𝑏𝑐𝑖−1
𝑧
)
α

) − ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑏𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1

), 

𝑝𝑖 = (exp (− (
𝑐𝑖−1
𝑧
)
α

) −∑𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖

𝑖−1

𝑗=1

) ⋅ 𝑒λ𝑖с𝑖 . (15) 

Этап 4. Определяется последняя пара парамет-
ров (λ𝑘 , 𝑝𝑘): 

𝑝𝑘 = 1 −∑𝑝𝑗

𝑘−1

𝑗=1

, (16) 

и, учитывая (12), λ𝑘  рассчитывается в виде: 

λ𝑘 =
1

с𝑘
ln (

𝑝𝑘

exp (− (
𝑐𝑖−1
𝑧
)
α

) − ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1

). (17) 

 
Рекурсивная процедура подбора параметров 
гиперэкспонент для распределения Парето 

Известно, что функция распределения Парето 
имеет вид:  

𝐹𝑃(𝑥) = 1 − (
𝑘

𝑥
)
𝑑

, 𝑑 > 0, 𝑘 > 0, 𝑥 > 0, 

тогда дополнительная интегральная функция рас-
пределения Парето может быть записана как: 

𝐹𝑃
𝑐(𝑡) = (

𝑘

𝑡
)
𝑑

. 

Алгоритм рекурсивного подбора параметров для 
распределения Парето будет аналогичен подходу, 
показанному для распределения Вейбулла, при 
этом для определения λ1  и 𝑝1  следует воспользо-
ваться выражением (18). Параметры i-ой компо-
ненты смеси для распределения Парето определя-
ются по формулам (20, 21), и последняя пара пара-
метров (λ𝑘  ,𝑝𝑘) определяется по формулам (22, 23): 

λ1 =
1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln (𝐹𝑃

(𝑐) (𝑐1) 𝐹𝑃
(𝑐)⁄ (𝑏𝑐1)) = 

(18) 
=

1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln

(

 
(
𝑘
𝑐1
)
𝑑

(
𝑘
𝑏𝑐1
)
𝑑

)

 , 

λ𝑖 =
1

(𝑏 − 1)𝑐1
ln (𝐹𝑃𝑖

(𝑐) (𝑐𝑖) 𝐹𝑃𝑖
(𝑐)⁄ (𝑏𝑐𝑖)) = 

(20) 
=

1

(𝑏 − 1)𝑐𝑖
ln

(

 
(
𝑘
𝑐𝑖−1

)
𝑑

− ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1

(
𝑘

𝑏𝑐𝑖−1
)
𝑑

− ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑏𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1 )

 , 

𝑝𝑖 = ((
𝑘

𝑐𝑖−1
)
𝑎

−∑𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖

𝑖−1

𝑗=1

) ⋅ 𝑒λ𝑖с𝑖 . (21) 

𝑝𝑘 = 1 −∑𝑝𝑗

𝑘−1

𝑗=1

, (22) 

λ𝑘 =
1

с𝑘
ln

(

 
𝑝𝑘

(
𝑘
𝑐𝑖−1

)
𝑑

− ∑ 𝑝𝑗𝑒
−λ𝑗𝑐𝑖𝑖−1

𝑗=1 )

 . (23) 

 
Примеры аппроксимации для распределений  
с «тяжелыми хвостами»  

В качестве примеров рассмотрим распределение 
Вейбулла с двумя наборами параметров:  

1) α = 0,8; z = 0,8865; средним значением m = 1, 
коэффициентом вариации 𝑉= 1,26; σ2 = 1,6; 

2) α = 0,6; z = 0,6646; средним значением m = 1; 
коэффициентом вариации 𝑉= 1,7; σ2 = 3,09. 

А также ‒ распределение Парето с параметрами: 
3) d = 2,2; k = 0,55; средним значением m = 1; ко-

эффициентом вариации 𝑉= 1,5; σ2 = 2,31. 

Используемые значения коэффициента вариа-
ции в данных примерах показывают, что рассмат-
риваемые распределения обладают «тяжелыми 
хвостами». Результаты аппроксимации при усло-
вии использования различного числа экспонент в 
смеси представлены на рисунке 1. 

Для распределения Вейбулла результаты ап-
проксимации показывают, что данный алгоритм 
позволяет добиться необходимой точности за счет 
увеличения числа экспонент. При аппроксимации 
H20 функция распределения хвоста лежит значи-
тельно выше функции исходного распределения, 
что излишне его «утяжеляет». Достаточным для 
рассматриваемого случая можно принять резуль-
тат аппроксимации H6, поскольку он дает удовле-
творительный уровень точности при небольшом 
числе экспонент. 

На рисунке 2 представлены зависимости ошибки 
от времени для подгонки H2, H6, H10 и H20 согласно 
выражениям (5) и (6).  
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Рис. 1. Графики аппроксимации распределения  
Вейбулла: а) плотность; b) дополнительная интегральная 

функция 

Fig. 1. Graphs of Weibull Distribution Approximation: а) Density;  
b) Complementary Cumulative Distribution Function  
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b)  

Рис. 2. Ошибка аппроксимации распределения Вейбулла:  
а) абсолютная; b) относительная 

Fig. 2. Approximation Error of the Weibull Distribution: а) Absolute;  
b) Relative  

Анализ результатов, представленных на рисун-
ках 1 и 2, показывает, что наиболее точную аппрок-
симацию показывает гиперэкспоненциальное рас-
пределение с шестью экспонентами. Абсолютная 
ошибка аппроксимации составляет от 1,5 до 12 %; 
ошибка в 12 % соответствует согласно (5) точке 
максимального расхождения кривых. 

Пример аппроксимации распределения Парето 
показан на рисунке 3. Анализ аппроксимации рас-
пределения Парето дает результаты, аналогичные 
полученным для распределения Вейбулла. Визу-
ально наиболее близкими являются аппроксима-
ции с двумя и шестью экспонентами.  
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b)  

Рис. 3. Графики аппроксимации распределения  
Парето: а) плотность; b) дополнительная интегральная 

функция 

Fig. 3. Graphs of Pareto Distribution Approximation: а) Density;  
b) Complementary Cumulative Distribution Function  

Абсолютная и относительная ошибка для рас-
пределения Парето при аппроксимации двумя и 
шестью экспонентами показана на рисунке 4. При 
этом ошибка аппроксимации распределения Па-
рето гиперэкспоненциальным распределением с 
шестью экспонентами составляет от 1,5 до 30%. 
30% соответствует точке максимального расхож-
дения кривых. В среднем ошибка не превышает 5% 
и для случая аппроксимации распределения Вей-
булла и для случая аппроксимации распределения 
Парето. 
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Рис. 4. Ошибка аппроксимации распределения Парето:  
а) абсолютная; b) относительная 

Fig. 4. Approximation Error of the Pareto Distribution: а) Absolute;  
b) Relative 

Особенностью данного алгоритма является то, 
что он не требует знания моментов распределения 
при его реализации. Поэтому его можно использо-
вать, даже если моменты не существуют или неиз-
вестны. Однако иногда бывает полезно вычислить 
несколько первых моментов исходного и аппрокси-
мирующего распределений, чтобы оценить каче-
ство подгонки. В нашем случае, как было показано 
выше, качество подгонки было определено через 
оценивание точности с использованием выраже-
ний (5) и (6). 

 
Заключение  

В работе рассмотрен алгоритм определения па-
раметров гиперэкспоненциальных распределений, 
применяемый для аппроксимации монотонно убы- 

вающих распределений, с использованием подхода, 
основанного на рекурсивном подборе параметров 
гиперэкспонент. Показано, что данный алгоритм 
может быть успешно использован для аппроксима-
ции распределений из класса распределений с «тя-
желыми хвостами».  

Приведены примеры, показывающие, что алго-
ритм эффективен для аппроксимации распределе-
ний Парето и Вейбулла; для первого абсолютная 
ошибка аппроксимации составляет от 1,5 до 12 %, а 
для второго ‒ от 0,2 до 30%. Такие значения ошибки 
не превышают значений, получаемых при исполь-
зовании других методов аппроксимации, например, 
методов, основанных на определении первых 2-х 
или 3-х моментов исходного распределения. Полно-
стью монотонные плотности распределений могут 
быть аппроксимированы гиперэкспоненциальными 
плотностями распределений с необходимой точно-
стью.  

Предложенный алгоритм позволяет с высокой 
точностью провести статистическую аппроксима-
цию любого распределения, в том числе распреде-
лений с тяжелыми хвостами, весовой суммой экс-
понент. Представленный подход позволяет решать 
задачи определения основных параметров функци-
онирования систем G/G/1, например, таких как за-
держка и вариация задержки.   

Установлено, что рассмотренный алгоритм 
определения параметров гиперэкспоненциальных 
распределений, с использованием подхода, осно-
ванного на рекурсивном подборе параметров гипе-
рэкспонент, позволяет получить аппроксимацию 
исходного распределения с высокой точностью 
(ошибка не более 5 %). 

Представляет интерес развитие данного под-
хода на модели систем, обрабатывающие трафик, 
обладающий фрактальными свойствами, что поз-
воляет учесть корреляционные свойства трафика.  

В дальнейших исследованиях предполагается 
дать сравнительный анализ точности и вычисли-
тельной сложности предложенного алгоритма с дру-
гими возможными алгоритмами аппроксимации.  
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