
 
Proceedings of Telecom. Universities. 2023. Vol. 9. Iss. 1                     Electronics, photonics, instrumentation... 

 

 Брусин Е.А., 2023 35                                              tuzs.sut.ru 

 

Научная статья   
УДК 621.372.632 
DOI:10.31854/1813-324X-2023-9-1-35-40 

 

Реализация алгоритма начальной 
синхронизации демодулятора сигналов  

с прямым расширением спектра  
на основе быстрого преобразования Фурье.  

Часть 2. Оценивание несущей частоты 
 

 Ефим Александрович Брусин, brusin.ea@sut.ru 
 
АО «Российский институт радионавигации и времени», 
Санкт-Петербург, 192012, Российская Федерация 
Санкт-Петербургский государственный университет телекоммуникаций им. М.А. Бонч-Бруевича,  
Санкт-Петербург, 193232, Российская Федерация 

 
Аннотация: Сигналы с прямым расширением спектра широко распространены в современных системах 
связи и навигации. Зачастую для каналов связи, в которых используются такие сигналы, характерны зна-
чительные по отношению к информационным скоростям принимаемых сигналов изменения несущей ча-
стоты. В частности, для каналов связи с существенным доплеровским смещением. Поэтому оценивание 
несущей частоты играет ключевую роль при решении задачи начальной синхронизации демодуляторов 
сигналов с прямым расширением спектра. В первой части статьи были представлены основные подходы 
к решению задачи начальной синхронизации. В данной части работы предложен алгоритм оценивания 
несущей частоты, основанный на анализе сечения функции неопределенности принимаемого сигнала в 
плоскости задержки. Оценивание несущей частоты осуществляется на основе быстрого преобразования 
Фурье с использованием итеративной процедуры дихотомического поиска. Приведены результаты ана-
лиза его эффективности; дисперсии оценок, полученные при реализации предложенного алгоритма оце-
нивания, сопоставляются с границей Крамера ‒ Рао. 
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Abstract: Signals with direct spread spectrum are widespread in modern communication and navigation systems. 
Often for communication channels in which such signals are used, significant changes in the carrier frequency in 
relation to the information speeds of the received signals are characteristic. In particular, for communication 
channels with significant Doppler shift. Therefore, estimation of the carrier frequency plays a key role in solving the 
problem of initial synchronization of demodulators of signals with direct spectral broadening. In the first part of the 
paper, the main approaches to solving the initial synchronization problem were presented. In this part of the paper 
an algorithm for estimating the carrier frequency based on the analysis of the received signal uncertainty function 
cross section in the delay plane was proposed. The carrier frequency estimation is based on the fast Fourier 
transform using an iterative dichotomous search procedure. The results of its efficiency analysis are presented; the 
variance of the estimates obtained in the implementation of the proposed estimation algorithm are compared with 
the Cramer-Rao boundary. 
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Алгоритм начальной синхронизации демодуля-
тора сигналов с прямым расширением спектра на 
основе БПФ предложен в работе [1]. В ней обсуж-
дается синхронизация как по несущей частоте, так 
и по задержке. Предложенный в [1] алгоритм 
обеспечивает достаточно «грубое» оценивание 
несущей частоты. Для реализации собственно за-
хвата демодулятора могут использоваться, 
например, методы, основанные на применении 
схем частотной автоподстройки [2]. В то же время 
интерес представляют подходы, которые бы обес-
печили оценивание с дисперсией, достаточной для 
непосредственного перехода к демодуляции.  

Известно, что для практической реализации де-
модулятора сигнала с прямым расширением спек-
тра начальное смещение по частоте несущего ко-
лебания должно быть порядка единиц процентов 
от частоты следования информационных симво-
лов [3]: 

(σ𝑓𝑇𝑏)
2

~10−3, (1) 

где 𝑇𝑏  – длительность информационного символа.  

То есть необходимо разработать алгоритм оце-
нивания, который бы обеспечил указанную дис-
персию оценки.  

Интересный подход к оцениванию несущей ча-
стоты сигналов с прямым расширением спектра 
изложен в работе [4]. Однако результаты, пред-
ставленные в ней, не дают полного представления 
об эффективности предложенного алгоритма оце-
нивания. 

Таким образом, несмотря на значительное ко-
личество работ по проблеме начальной синхрони-
зации демодуляторов сигналов с прямым расши-
рением спектра, представляется, что проблемы 
оценивания несущей частоты принимаемого сиг-
нала освещены недостаточно полно. В связи с 
этим основными задачами второй части работы 
являются разработка алгоритма оценивания не-

сущей частоты сигнала с прямым расширением 
спектра и анализ эффективности алгоритма мето-
дами компьютерного моделирования. При разра-
ботке собственно процедуры оценивания будем 
опираться на алгоритм начальной синхронизации, 
предложенный в [1].  

 
Алгоритм оценивания  

Как и в [1], будем рассматривать принимаемый 
сигнал двухпозиционной фазовой модуляции 
(ФМ-2) в виде: 

𝑠̃𝑘(𝑡; 𝑏𝑘) = 𝑠𝑘(𝑡 − τ𝑘) ∙ 𝐵𝑘(𝑡 − τ𝑘) × 

× cos(2π(𝑓0 + 𝑓)𝑡 + φ𝑘) + 𝑛𝜏(𝑡), 

где τ𝑘 – задержка в канале; 𝑓 – смещение частоты 
несущего колебания относительно заданного но-
минального значения; φ𝑘  – фаза несущей частоты; 
𝑛𝜏(𝑡) – отсчеты шума.  

Для анализа эффективности алгоритма оцени-

вания нормированную дисперсию оценки (σ𝑓𝑇𝑏)
2

 

сопоставим с границей Крамера ‒ Рао [5]:  

𝐷{𝑓} ≈
1

(2π𝑇𝑟𝑚𝑠)2𝑞2
, 𝑞 ≫ 1, (2) 

где 𝑞2– отношение сигнал-шум; 𝑇𝑟𝑚𝑠  – среднеквад-
ратичная длительность сигнала, характеризующая 
длительность сигнала во времени.  

На практике полученная по результатам моде-
лирования нормированная дисперсия оценок 
сравнивается с нормированной границей, для по-
лучения которой проведем простые преобразова-
ния. В первом приближении будем полагать, что 
среднеквадратичная длительность сигнала равна 
длительности информационного символа: 

𝑇𝑟𝑚𝑠~𝑇𝑏 . 

Приведем отношение сигнал/шум к соответ-
ствующему отношению на чип: 
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𝑞2 = 𝑞𝑆
2 𝑁𝐼 , 

где NI – длина расширяющей спектр последова-
тельности; 𝑞𝑆

2 – отношение сигнал/шум на чип. 

Границу (2) перепишем в виде: 

𝐷{𝑓} ≈
1

4π2𝑇𝑏
2𝑞𝑆

2 𝑁𝐼

. 

Отсюда для нормированной границы Краме-
ра ‒ Рао оценки несущей частоты принимаемого 
сигнала можно записать: 

𝐶𝑅𝐿𝐵(𝑓) ∙ 𝑇𝑏
2 ≈

1

4π2𝑁𝐼 𝐸𝑆 𝑁0⁄  
. (3) 

В [1] приведена полученная по результатам мо-
делирования зависимость нормированной дис-
персии оценки несущей частоты для длины БПФ, 
равной 32768, что соответствует длительности 
интервала наблюдения K = 8. Моделирование про-
водилось для следующего сигнала: длительность 
информационного символа 𝑇𝑏 = 50 мкс (что соот-
ветствует информационной скорости 20 кбит/с), 
вид модуляции ФМ-2, диапазон поиска по несущей 
частоте ±40 кГц, 𝑁𝐼 = 2046. Шаг сетки по несущей 
частоте ∆𝑓𝑇𝑏 = 0,25. В результате для K = 8 была 

получена нормированная дисперсия (σ𝑓𝑇𝑏)
2

~10−2, 

что на порядок больше необходимой дисперсии 
оценки в соответствии с условием (1). Очевидное 
решение задачи повышения точности оценивания – 
уменьшение шага сетки частот. Для иллюстрации 
этого подхода на рисунке 1 представлены зависи-
мости нормированных дисперсий оценки для 
∆𝑓𝑇𝑏 = 0,25 и ∆𝑓𝑇𝑏 = 0,125.   
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Рис. 1. Дисперсии оценок 

Fig. 1. Estimation Variance 

Следует отметить, что даже при ∆𝑓𝑇𝑏 = 0,125 
полученная дисперсия недостаточна для захвата 
демодулятора. При этом количество вычислений 
БПФ практически удвоилось. Дальнейшее повы-
шение точности оценивания потребует суще-
ственного увеличения объема вычислений. По-

этому для решения задачи оценивания несущей 
частоты предлагается другой подход.  

Рассмотрим функцию неопределенности ρ̅(𝑚, 𝑙), 
вычисленную в соответствии с алгоритмом, пред-
ложенным в [1]. В качестве иллюстрации на ри-
сунке 2 представлена реализация функции ρ̅(𝑚, 𝑙) 
для 𝐸𝑠/𝑁0 = – 10 дБ,  𝐿𝑓  = 12, частотной неопреде-

ленности ±40 кГц, K = 8 и ∆𝑓𝑇𝑏 = 0,25. 
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Рис. 2. Функция неопределенности 

Fig. 2. Ambiguity Function 

Выделим сечение функции неопределенности 
при l = 𝐿𝑓: 

𝐹(𝑚) = ρ̅(𝑚, 𝐿𝑓). (4) 

Рассматриваемое сечение 𝐹(𝑚) фактически яв-
ляется срезом функции неопределенности ρ̅(𝑚, 𝑙) 
в плоскости задержки. В качестве иллюстрации на 
рисунке 3a представлена реализация сечения 
функции неопределенности, полученная в ходе 
моделирования; –40 кГц на рисунке соответствует 
m = –8, а +40 кГц соответствует m = +8. Зависи-
мость получена для нулевого смещения частоты 
несущего колебания относительно заданного но-
минального значения (𝑓 = 0) при отношении сиг-
нал/шум на чип, равном –10 дБ.  

При смещении несущей частоты принимаемого 
сигнала будут смещаться соответствующие сече-
ния. Так, на рисунке 3b показаны реализации 
функции (4) при разных смещениях сигнала по не-
сущей частоте: 0 и  5 кГц. Функцию (4) можно 
трактовать как дискретный спектр фрагмента сиг-
нала. В таком случае задача оценивания тожде-
ственна задаче нахождения максимума этого спек-
тра. Фактически оценивание несущей частоты сво-
дится к нахождению максимума сечения функции 

неопределенности ρ̅(𝑚, 𝐿𝑓) в плоскости частоты.  

Подобная задача возникает при оценивании ча-
стоты синусоидального сигнала [6], которая сво-
дится уже к нахождению максимума периодограм-
мы, для чего разработан ряд алгоритмов. В частно-
сти, предлагается итеративная процедура дихото-
мического поиска [7], которая обеспечивает асимп-
тотически эффективную оценку несущей частоты 
гармонического сигнала. Для нахождения макси-
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мума сечения функции неопределенности предла-
гается использовать указанный метод дихотомиче-
ского поиска, трансформировав его с учетом спе-
цифики принимаемого сигнала.  
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Рис. 3. Сечение функции неопределенности 

Fig. 3. Ambiguity Function Section 

Суть процедуры оценивания состоит в следую-
щем. Вычисляем функцию неопределенности и 
находим оценку несущей частоты и смещение по 
отношению к опорной расширяющей последова-
тельности в соответствии с алгоритмом, предло-
женном в [1]: 

{𝑀𝑓 , 𝐿𝑓} = arg {max
𝑚,𝑙

ρ̅(𝑚, 𝑙)}, 

где 𝑚 =  −𝑀/2, … − 1,0,1, … 𝑀/2; 𝑙 = 0,1 … , 𝑁𝐼 − 1. 

В результате получаем искомую позицию по от-
ношению к опорной расширяющей последова-
тельности 𝐿𝑓  и оценку смещения несущей частоты 

принимаемого сигнала относительно заданного 
номинального значения: 

𝑓 = 𝑀𝑓 ∙ ∆𝑓. (5) 

В соответствии с 𝐿𝑓  выделяем сечение функции 

неопределенности: 

𝐹(𝑚) = ρ̅(𝑚, 𝐿𝑓). 

После этого запускается итеративная процедура 
дихотомического поиска. Начальное значение 
итеративной процедуры – оценка (5): 

𝑓𝑐0 = 𝑓. 

Далее включается собственно дихотомический 
поиск. Суть процесса дихотомического поиска со-
стоит в последовательном вычислении прямых и 
обратных преобразований Фурье.  

Рассмотрим частоты  

𝑓𝑖
+ = 𝑓𝑖−1

+ +
1

2𝑖
∆𝑓,  𝑖 = 1, 2, … , 𝑀𝑖  

и 

 𝑓𝑖
− = 𝑓𝑖−1

− −
1

2𝑖
∆𝑓,  𝑖 = 1, 2, … , 𝑀𝑖 , 

где 𝑀𝑖  ‒ число итераций; 𝑓0
+=𝑓0

− = 𝑓𝑐0.  

Вычисляются преобразования Фурье вида: 

𝑆𝑙
+ = ∑ 𝑠̃𝑘(𝑡𝑛; 𝑏𝑘) ∙ 𝑒−𝑗2π(𝑓0+𝑓𝑖

+)𝑡𝑛 ∙ 𝑒−𝑗
2π𝑛𝑙

𝑁

𝑁−1

𝑛=0

 

и 

𝑆𝑙
− = ∑ 𝑠̃𝑘(𝑡𝑛; 𝑏𝑘) ∙ 𝑒−𝑗2π(𝑓0+𝑓𝑖

−)𝑡𝑛 ∙ 𝑒−𝑗
2π𝑛𝑙

𝑁

𝑁−1

𝑛=0

, 

где l = 0, 1, …, N‒1. 

Затем вычисляются обратные преобразования 
Фурье вида: 

𝑠𝑙
+ =

1

𝑁
∑ 𝑆𝑙

+ ∙ 𝑅̂𝑛 ∙ 𝑒𝑗
2π𝑛𝑙

𝑁

𝑁−1

𝑛=0

 

и 

𝑠𝑙
− =

1

𝑁
∑ 𝑆𝑙

− ∙ 𝑅̂𝑛 ∙ 𝑒𝑗
2π𝑛𝑙

𝑁 .

𝑁−1

𝑛=0

 

Далее проводятся усреднения вида: 

〈|𝑠𝑚
+ |〉 =

1

𝐾
∑|𝑠𝑚+2𝑘𝑁𝐼

+ |

𝐾−1

𝑘=0

 

и 

〈|𝑠𝑚
− |〉 =

1

𝐾
∑|𝑠𝑚+2𝑘𝑁𝐼

− |.

𝐾−1

𝑘=0

 

где m = 0, 1, …, 2NI‒1. 

Если 〈|𝑠𝐿𝑓

+ |〉 > 〈|𝑠𝐿𝑓

− |〉, то 𝑓𝑐𝑖 = 𝑓𝑖
+, в противном слу-

чае 𝑓𝑐𝑖 = 𝑓𝑖
−. 
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И наконец, при 𝑖 = 𝑀𝑖 , в заключение итератив-
ной процедуры оценка смещения несущей частоты 
имеет вид: 

𝑓𝑐1 = 𝑓𝑐0 + 𝑓𝑐𝑀𝑖 . 

Таким образом, предлагаемый алгоритм оцени-
вания является двухэтапной процедурой.  

На первом этапе с использованием методов 
преобразования Фурье строится функция неопре-
деленности принимаемого сигнала. Определяются 
смещение принимаемого сигнала по отношению к 
началу заданной расширяющей последовательно-
сти 𝐿𝑓  и «грубая» оценка несущей частоты: 

{𝑀𝑓 , 𝐿𝑓} = arg {max
𝑚,𝑙

ρ̅(𝑚, 𝑙)}, 

𝑓𝑐0 = 𝑀𝑓 ∙ ∆𝑓, 

где ∆𝑓 – шаг сетки по несущей частоте. 

«Точная» оценка несущей частоты 𝑓𝑐1 осуществ-
ляется с использованием итеративной процедуры 
дихотомического поиска. 

Для определения эффективности оценок, обес-
печиваемых предложенным алгоритмом, было 
проведено компьютерное моделирование процеду-
ры оценивания. Отношение сигнал/шум на чип в 
ходе моделирования изменялось от –30 до 0 дБ с 
шагом 1 дБ. При каждом 𝐸𝑆/𝑁0проводилось 100 по-
пыток реализации алгоритма начальной синхрони-
зации, включая оценивание смещения принимае-
мого сигнала относительно заданной расширяю-
щей и собственно оценивание несущей частоты.  

В ходе моделирования вычислялись вероят-
ность обнаружения и нормированные дисперсии 
оценок несущей частоты: 

𝑃𝑑 =
1

𝑁𝑝

∑ 𝑃𝑖

𝑁𝑝−1

𝑖=0

, 

(σ𝑓𝑇𝑏)
2

=
1

𝑁𝑝

∑ [(𝑓с0 − 𝑓) ∙ 𝑇𝑏]
2

𝑁𝑝−1

𝑖=0

 и  (σ𝑓1𝑇𝑏)
2

= 

=
1

𝑁𝑝

∑ [(𝑓𝑐1 − 𝑓) ∙ 𝑇𝑏]
2

𝑁𝑝−1

𝑖=0

, 

где 𝑁𝑝 – количество попыток реализации алгорит-

ма начальной синхронизации; 𝑃𝑖 = 1, если  𝐿𝑓 = 𝐿̃𝑓 и 

𝑃𝑖 = 0, если  𝐿𝑓 ≠ 𝐿̃𝑓; 𝐿̃𝑓  – правильное, априорно из-

вестное значение смещения временной позиции 
на приёме. Дисперсия вычислялась для различного 
количества итерации. Результаты моделирования 
иллюстрируют зависимости, представленные на 
рисунках 4 и 5.  

На рисунке 4 представлена зависимость вероят-
ности обнаружения от отношения сигнал/шум на 
чип для 𝐿𝑓  = 12. Результаты реализации процедуры 

оценивания для количества итераций 2, 4 и 6 при 

𝐿𝑓= 12 представлены на рисунке 5. На рисунке так-

же приведены нормированная граница (3) и дис-
персия оценки в соответствии с правилом (5). 
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Рис. 4. Вероятность обнаружения 

Fig. 4. Detection Probability 
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Рис. 5. Дисперсии оценок от количества итераций 

Fig. 5. Estimation Variance VS Iteration Numbers 

Заметим, что с увеличением числа итераций 
дисперсия оценки приближается к границе (3) и 
уже при Mi = 6 очень незначительно проигрывает 
нижней границе Крамера ‒ Рао.   
 
Выводы 

Предложен двухэтапный алгоритм оценивания 
несущей частоты сигнала с прямым расширением 
спектра. На первом этапе с использованием мето-
дов преобразования Фурье строится функция не-
определенности принимаемого сигнала. На вто-
ром этапе осуществляется поиск максимума сече-
ния функции неопределенности. 

Фактически предложенный алгоритм оценива-
ния является развитием традиционного подхода к 
начальной синхронизации, основанного на методах 
анализа в частотной области с использованием 
преобразования Фурье. То есть обеспечивает сов-
местную оценку несущей частоты и задержки.  
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Для реализации собственно захвата демодулято-
ра в основном используются схемы частотной ав-
топодстройки. Существенным отличием предлага-
емого подхода является точное оценивание несу-
щей частоты с применением итеративной процеду-
ры дихотомического поиска.  

В плане практической реализации затраты на 
процедуру дихотомического поиска сводятся к вы-
числению двух прямых и двух обратных БПФ на 
каждую итерацию. Например, для четырех итера-
ций требуется дополнительное вычисление 16 пре-
образований Фурье. Представляется, что эти до-
полнительные вычислительные затраты не столь 
значительны. В свою очередь, использование ите-
ративной процедуры даже с 4 итерациями позволя-
ет в наиболее значимом в практическом плане диа-
пазоне отношения сигнал/шум на чип получить 

точность оценки несущей частоты, достаточную 
для «прямого» захвата демодулятора.   

Предложенная процедура оценивания позволяет 
получить требуемую точность оценок при относи-
тельно небольших интервалах наблюдения. Так, в 
рассматриваемом случае приведены результаты 
для длительности интервала наблюдения K = 8.  

Следует особо подчеркнуть, что разработанный 
алгоритм оценивания обеспечивает дисперсии 
оценок, весьма близкие к границе Крамера ‒ Рао. 
Например, в диапазоне отношений сигнал/шум на 
чип от –20 до –10 дБ при использовании итератив-
ной процедуры с 6 итерациями дисперсии оценок 
проигрывают границе не более 2 дБ. То есть пред-
ложенный алгоритм обеспечивает асимптотически 
эффективное оценивание. А для практической реа-
лизации демодулятора достаточно 4 итераций. 
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