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Постановка задачи 

Фактически саму демодуляцию можно тракто-
вать как процедуру совместного оценивания пара-
метров принимаемого сигнала. Но, как правило, 
начальная неопределенность по частоте несущего 
колебания и задержке таковы, что реализации соб-
ственно демодуляции невозможна без предвари-
тельного оценивания указанных параметров. В 
этом смысле оценивание условно разделяется на 
оценивание параметров до демодуляции, опреде-
ляемое, как начальная синхронизация, и оценива-
ние в процессе демодуляции.  

Проблемы реализации начальной синхрониза-
ции, в частности, подробно обсуждались в работах 
[1‒3]. В этих работах основной акцент делается на 
оценивании несущей частоты, а оценивание за-
держки фактически сводится к «грубому» опреде-
лению положения корреляционного пика в одном 
из частотных каналов. Границы Крамера ‒ Рао для 
оценивания несущей частоты и задержки приве-
дены, например, в работе [4]. В работе показано, 
что границы зависят от среднеквадратичной по-
лосы и среднеквадратичной длительности сигнала, 
но не раскрывается смысл этих параметров. Коли-
чественно не определена связь границ оценивания 
со спектральными характеристиками принимае-
мых сигналов. 

Как правило, оценивание параметров сигналов с 
прямым расширением спектра сопряжено с анали-
зом приема сигналов с существенным доплеров-
ским смещением несущей частоты. Например, в та-
ких системах, как системы спутниковой навигации. 
Однако сигналы с прямым расширением спектра 
используются также в системах, построенных на 
основе геостационарных спутников [5, 6]. В таких 
системах особое значение играет оценивание несу-
щей частоты и фазы несущего колебания, так как 
точность оценивания последнего параметра опре-
деляет, например, качество фазовых измерений 
псевдодальности.  

В то же время в работах по демодуляции сигна-
лов с прямым расширением спектра практически 
не обсуждаются границы оценивания фазы несу-
щего колебания. В свою очередь, несмотря на нали-
чие большого количества работ по проблемам при-
ема сигналов с прямым расширением спектра, в из-
вестных работах не приводится значения границ 
оценивания, учитывающих в полной мере специ-
фику используемых сигналов. Поэтому проблема 
определения указанных границ представляется 
весьма актуальной. 

В этой связи основной задачей представляемой 
статьи является получение границ оценивания па-
раметров сигналов с прямым расширением спектра 
для различных видов модуляции и спектральных 
характеристик принимаемых сигналов.  

 

Границы оценивания 

В системах, использующих сигналы с прямым 
расширением спектра, как правило, применяются 
фазовые методы модуляции. Передаваемый сигнал 
формируется путем умножения на расширяющую 
спектр последовательность 𝑠𝑘(𝑡) (сигнатуру): 

𝑠𝑘(𝑡; 𝑏𝑘) = 𝑠𝑘(𝑡) ∙ 𝐵𝑘(𝑡) ∙ cos(2π𝑓0𝑡), 

где 𝐵𝑘(𝑡) = 𝑑𝑘 = ±1  – информационные символы, 
передаваемые на интервалах 𝑇𝑏; 𝑇𝑏  – длительность 
информационного символа (бита); 𝑓0  – номиналь-
ное значение частоты несущего колебания.  

Длительность бита: 

𝑇𝑏 = 𝑁𝐼𝑇𝑆, 

где 𝑇𝑆 и 𝑁𝐼  – длительность чипа и выраженная в ко-
личестве чипов длина расширяющей последова-
тельности, соответственно. 

Упрощенная схема формирования сигнала с пря-
мым расширением спектра представлена на ри-
сунке 1 [2].  

sk(t; bk)

cos(2πf0t )

Bk(t)

sk(t)  
Рис. 1. Формирование сигнала с прямым расширением 

спектра 

Fig. 1. Direct Spread Spectrum Signal Generation 

Принимаемый сигнал может быть представлен в 
виде: 

𝑠̃𝑘(𝑡; 𝑏𝑘) = 𝑠𝑘(𝑡 − τ̂) ∙ 𝐵𝑘(𝑡 − τ̂) × 

× cos(2π(𝑓0 + 𝑓)𝑡 + φ) + 𝑛τ(𝑡), 

где τ̂ – задержка в канале; 𝑓 – смещение частоты не-
сущего колебания относительно заданного номи-
нального значения; φ  – фаза несущей частоты; 
𝑛𝜏(𝑡) – отсчеты шума. 

Граница Крамера – Рао дисперсии оценки за-
держки определяется следующим образом [4]: 

𝐷{τ̂} ≈
1

4π2𝑊𝑅𝑀𝑆
2 𝑞2

, 𝑞 ≫ 1, (1) 

где 𝑞2– отношение сигнал-шум; 𝑊𝑅𝑀𝑆  – среднеквад-
ратичная полоса сигнала.  

Квадрат среднеквадратичной полосы сигнала 
определяется выражением [7]:  

𝑊𝑅𝑀𝑆
2 = ∫ 𝑓2|𝐺(𝑓)|2𝑑𝑓

∞

−∞

∫|𝐺(𝑓)|2𝑑𝑓

∞

−∞

⁄ , (2) 

где |𝐺(𝑓)|2  – энергетический спектр низкочастот-
ного модулирующего колебания, формирующего 
передаваемый сигнал. 
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Для сигнала фазовой модуляции энергетический 
спектр низкочастотного модулирующего колеба-
ния выражается следующим образом [8]:  

|𝐺(𝑓)|2~(
sin(2π𝑓𝑇𝑆)

2π𝑓𝑇𝑆
)

2

, (3) 

где 𝑇𝑆 – длительность чипа передаваемого сигнала. 

Фазовая модуляция наиболее распространена в 
системах связи и навигации, использующих сиг-
налы с прямым расширением спектра. В главном 
«лепестке» спектра (3) содержится более 90 % 
мощности сигнала [8]. При вычислении выражения 
(2) для фазомодулированного сигнала будем пола-

гать, что сигнал ограничен полосой [−
1

2𝑇𝑆
;
1

2𝑇𝑆
].  

Для такого ограничения (2) перепишется в виде: 

𝑊𝑃𝑀
2 = ∫ 𝑓2 (

sin(2π𝑓𝑇𝑆)

2π𝑓𝑇𝑆
)

2

𝑑𝑓

𝑇𝑆 2⁄

−𝑇𝑆 2⁄

∫ (
sin(2π𝑓𝑇𝑆)

2π𝑓𝑇𝑆
)

2

𝑑𝑓

𝑇𝑆 2⁄

−𝑇𝑆 2⁄

⁄ , 

где 𝑊𝑃𝑀 – среднеквадратичная полоса сигнала фа-
зовой модуляции для сигнала со спектром, опреде-
ленным (3). 

В итоге для 𝑊𝑃𝑀
2  получим: 

𝑊𝑃𝑀
2 =

1

4π𝑇𝑆
2 ∫(

sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥.

π

−π

⁄  (4) 

Отношение сигнал/шум в (1) выражается следу-
ющим образом: 

𝑞2 = 2𝑁𝐼 𝐸𝑆 𝑁0⁄ , 

где 𝐸𝑆 𝑁0⁄  – отношение сигнал/шум на чип. 

С учетом (4) получим выражение для минималь-
ной дисперсии оценивания задержки:  

𝐷𝑃𝑀{τ̂} ≈
𝑇𝑆
2

2π𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄  
∫ (

sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥

π

−π

. 

Как правило, в работах по теории оценивания па-
раметров сигналов оперируют с нормированной  
 

границей Крамера ‒ Рао [9]. 

В рассматриваемом случае для фазовой модуля-
ции нормированная к длительности чипа граница 
выражается следующим образом: 

𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(τ̂) = 𝐷𝑃𝑀{τ̂} 𝑇𝑆
2⁄ ≈ 

(5) 
≈

1

2π𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄  
∫ (

sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥.

π

−π

 

Кроме собственно фазовой модуляции, в систе-
мах широко используются модуляция минималь-
ного сдвига (ММС) и сигналы, сформированные с 
использованием фильтра Найквиста.  

Энергетический спектр низкочастотного моду-
лирующего колебания для ММС определяется вы-
ражением [8]: 

|𝐺(𝑓)|2~
1 + cos(4π𝑓𝑇𝑆)

(1 − 16𝑓2𝑇𝑆
2)2

. (6) 

И, наконец, если импульсная характеристика 
фильтра, формирующего сигнал, соответствует им-
пульсной характеристике фильтра Найквиста, энер-
гетический спектр соответствующего низкочастот-
ного колебания определяется амплитудно-частот-
ной характеристикой фильтра, которая выражается 
в виде (7), где α – коэффициент скругления фильтра 
Найквиста, формирующего сигнал на передачу. 

На рисунке 2 представлены нормированные спек-
тры для сигналов фазовой модуляции и сигналов 
модуляции минимального сдвига. На рисунке 3 ‒ 
спектры Найквиста для двух коэффициентов скруг-
ления. В главном «лепестке» спектра сигнала ММС 
содержится 97 % мощности сигнала [8]. Соответ-
ственно, также как и для ФМ-сигнала, будем рас-
сматривать полосу главного «лепестка» 

[−
3

4𝑇𝑆
;
3

4𝑇𝑆
]..  

В соответствии с рассматриваемым условием 
квадрат среднеквадратичной полосы для сигнала 
ММС определяется формулой (8). Упростив (8), по-
лучим окончательное выражение (9) для 𝑊𝑀𝑆𝐾

2 .

|𝐻(𝑓, α)|2 =

{
  
 

  
 

𝑇𝑆

𝑇𝑆, |𝑓| <
1 − α

2𝑇𝑆

cos2 [
π

4α
(|2𝑓𝑇𝑆| − 1 + α)] ,

1 − α

2𝑇𝑆
≤ |𝑓| ≤

1 + α

2𝑇𝑆
.

0, |𝑓| >
1 + α

2𝑇𝑆

 (7) 

𝑊𝑀𝑆𝐾
2 = ∫ 𝑓2

1 + cos(4π𝑓𝑇𝑆)

(1 − 16𝑓2𝑇𝑆
2)2

𝑑𝑓/ ∫
1 + cos(4π𝑓𝑇𝑆)

(1 − 16𝑓2𝑇𝑆
2)2

𝑑𝑓.

3

4
/𝑇𝑆

−
3

4
/𝑇𝑆

3

4
/𝑇𝑆

−
3

4
/𝑇𝑆

 (8) 

𝑊𝑀𝑆𝐾
2 =

1

16π2𝑇𝑆
2 ∫ 𝑥2

1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2
𝑑𝑥/ ∫

1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2
𝑑𝑥.

3π

−3π

3π

−3π

 (9) 
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Рис. 2. ФМ и ММС: нормированные энергетические спектры 

Fig. 2. PSK and MSK: Normalized Signal Spectrums 
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Рис. 3. Спектры Найквиста 

Fig. 3. Nyquist Spectrums 

Введем обозначение: 

ξ𝑀𝑆𝐾 = ∫ 𝑥2
1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2
𝑑𝑥/ ∫

1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2
𝑑𝑥.

3π

−3π

3π

−3π

 

С учетом (9) граница (1) для ММС перепишется в 
виде: 

𝐷𝑀𝑆𝐾{τ̂} ≈
2𝑇𝑆

2

ξ𝑀𝑆𝐾𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄  
. 

В итоге для модуляции минимального сдвига 
нормированная граница Крамера ‒ Рао оценки за-
держки определяется выражением: 

𝐶𝑅𝐵𝑀𝑆𝐾(τ̂) = 𝐷𝑀𝑆𝐾{τ̂}/𝑇𝑆
2 ≈

2

ξ𝑀𝑆𝐾𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄  
. (10) 

И, наконец, квадрат среднеквадратичной полосы 
сигнала, сформированного спектром Найквиста 
𝑊α

2, определяется выражением [9]: 

𝑊α
2 =

1

𝑇𝑆
2 (

1

12
+ α2 (

1

4
−
2

π2
)). (11) 

С учетом (11) граница Крамера ‒ Рао оценки за-
держки для сигнала, сформированного фильтром 
Найквиста, определяется выражением: 

𝐷α{τ̂𝑘} ≈
𝑇𝑆
2

8π2𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0 (
1

12
+ α2 (

1

4
−

2

π2
))⁄  
. 

Соответственно, запишем нормированную гра-
ницу Крамера ‒ Рао оценки задержки для сигнала с 
«найквистовским» спектром: 

𝐶𝑅𝐵α(τ̂𝑘) = 𝐷α{τ̂𝑘} 𝑇𝑆
2⁄  

(12) ≈
1

8π2𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄ (
1

12
+ α2 (

1

4
−

2

π2
))
. 

На рисунке 4 представлены зависимости границ 
(5, 10 и 11) от отношения сигнал/шум на чип для 
длины расширяющей последовательности, равной 
80000.  

0

-1

-2

-3

-4

-5

-6
-45 -40 -35 -30 -25 -15 -10-20 -5 0

Es/N0, дБ  
Рис. 4. Границы оценивания задержки (𝑵𝑰 = 80000) 

Fig. 4. Delay Estimation Bounds (𝑁𝐼 = 80000) 

На рисунке использованы следующие условные 
обозначения: o –  𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(τ̂) , * –  𝐶𝑅𝐵𝑀𝑆𝐾(τ̂) , + –
 𝐶𝑅𝐵α(τ̂) для α = 0,35. 

Граница Крамера ‒ Рао оценки несущей частоты 
выражается следующим образом [4]:  

𝐷{𝑓} ≈
1

4π2𝑇𝑅𝑀𝑆
2 𝑞2

, 𝑞 ≫ 1. (13) 

Квадрат среднеквадратичной длительности сиг-
нала 𝑇𝑅𝑀𝑆 в (13) определяется выражением [7]:  

𝑇𝑅𝑀𝑆
2 = ∫ 𝑡2|𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2

∫ |𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2

⁄ . (14) 

где 𝑇 = 𝐾𝑁𝐼𝑇𝑆  – интервал наблюдения (длитель-
ность выборки сигнала, накопленного для реализа-
ции процедуры оценивания); 𝐾– интервал наблю-
дения, выраженный в количестве информацион-
ных символов; 𝑠(𝑡) – принимаемый сигнал. 

Будем полагать, что интервал наблюдения 𝑇 
много больше длительности интервала информа-
ционного символа: 𝐾 ≫ 1.  
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В таком случае по теореме Парсеваля [10] для ин-
теграла в знаменателе выражения (14) можно за-
писать:  

∫ |𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2

= ∫|𝐺(𝑓)|2𝑑𝑓

∞

−∞

. 

Перепишем числитель выражения (14): 

∫ 𝑡2|𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡 = ∫ |𝑡𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2

𝑇/2

−𝑇/2

. 

Если интервал наблюдения 𝑇 ≫ 𝑇𝑠, то: 

∫ |𝑡𝑠(𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇/2

−𝑇/2

≡
1

2π
∫ |

𝜕𝐺(𝑓)

𝜕𝑓
|

2

𝑑𝑓

∞

−∞

. 

Тождество, представленное выше, проистекает 
из правила дифференцирования преобразования 
Фурье. В итоге для 𝑇𝑅𝑀𝑆

2  можно записать: 

𝑇𝑅𝑀𝑆
2 =

1

2π
∫ |

𝜕𝐺(𝑓)

𝜕𝑓
|

2

𝑑𝑓

𝐻(𝑓,α)

−∞

∫|𝐺(𝑓)|2𝑑𝑓

∞

−∞

⁄ . (15) 

Теперь осталось определить среднеквадратич-
ные длительности для спектров (3, 6 и 7). Выраже-
ние (15) с учетом введенного выше ограничения 
ширины полосы для фазовой модуляции: 

𝑇𝑃𝑀
2 = 𝑇𝑆

2 ∫(
𝑥cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥2
)
2

𝑑𝑥

π

−π

∫(
sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥

π

−π

⁄ . 

 

Введем обозначение:  

β𝑃𝑀 = ∫ (
𝑥cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥2
)
2

𝑑𝑥

π

−π

∫(
sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥

π

−π

⁄ . 

Граница (13) для фазовой модуляции со спек-

тром (3), ограниченной полосой [−
1

2𝑇𝑆
;
1

2𝑇𝑆
], опреде-

ляется выражением: 

𝐷𝑃𝑀{𝑓} ≈
1

4π2𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0𝑇𝑆
2β𝑃𝑀⁄

. 

В итоге нормированная граница Крамера ‒ Рао 
оценки несущей частоты для фазовой модуляции: 

𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(𝑓) = 𝐷𝑃𝑀{𝑓} ∙ 𝑇𝑠
2 ≈ 

(16) 
≈

1

4π2𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0β𝑃𝑀⁄
. 

Аналогичным образом можно получить средне-
квадратичную длительность сигнала для модуля-
ции минимального сдвига – 𝑇𝑀𝑆𝐾 . При тех же огра-
ничениях «главного лепестка» 𝑇𝑀𝑆𝐾

2  определяет 
выражение (17). Введем обозначение (18) и полу-
чим (19). Отсюда нормированная граница Кра-
мера ‒ Рао оценки несущей частоты для ММС со 
спектром, ограниченным «главным лепестком», 
определяется по (20). 

Среднеквадратичную длительность сигнала, 
сформированного фильтром Найквиста – 𝑇α можно 
определить, исходя из выражения (21). 

Исходя из (7), можно определить 𝑇α
2и найти соот-

ветствующую границу: 

𝐷α{𝑓} ≈
4α

π3𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄ 𝑇𝑆
2 . 

 

𝑇𝑀𝑆𝐾
2 =

2𝑇𝑆
2

π
∫ (

16 ∙ 𝑥 cos(π𝑥) − 2π(1 − 4𝑥2)sin(π𝑥)

(1 − 4𝑥2)2
)

2

𝑑𝑥

3/2

−3/2

∫
1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2

3π

−3π

𝑑𝑥⁄ . (17) 

β𝑀𝑆𝐾 =
2

π
∫ (

16 ∙ 𝑥 cos(π𝑥) − 2π(1 − 4𝑥2)sin(π𝑥)

(1 − 4𝑥2)2
)

2

𝑑𝑥

3/2

−3/2

∫
1 + cos 𝑥

(1 − (𝑥/π)2)2

3π

−3π

𝑑𝑥.⁄  (18) 

𝐷𝑀𝑆𝐾{𝑓} ≈
1

4π2𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0β𝑀𝑆𝐾⁄ 𝑇𝑆
2 . (19) 

𝐶𝑅𝐵𝑀𝑆𝐾(𝑓) = 𝐷𝑀𝑆𝐾{𝑓} ∙ 𝑇𝑠
2 ≈

1

4π2 𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0𝑇𝑆
2β𝑃𝑀⁄

. (20) 

𝑇α
2 =

1

2π
∫ |

𝑑𝐻(𝑓, α)

𝑑𝑓
|

2

𝑑𝑓

𝑇𝑆(1+α) 2⁄

−𝑇𝑆(1+α) 2⁄

∫ |𝐻(𝑓, α)|2𝑑𝑓.

𝑇𝑆(1+α) 2⁄

−𝑇𝑆(1+α) 2⁄

⁄  (21) 

  

В итоге для соответствующей нормированной 
границы справедливо: 

𝐶𝑅𝐵α(𝑓) = 𝐷α{𝑓} ∙ 𝑇𝑠
2 ≈

4α

π3 𝑁𝐼𝐸𝑆 𝑁0⁄
. (22) 

На рисунке 5 представлены зависимости рас-
сматриваемых границ оценивания несущей ча-
стоты (16, 20 и 22) от отношения сигнал/шум на 
чип для длины расширяющей последовательности, 
равной 80000.  
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Рис. 5. Границы оценивания несущей частоты (𝑵𝑰 = 80000) 

Fig. 5. Carrier Frequency Estimation Bounds (𝑁𝐼 = 80000) 

На рисунке использованы следующие условные 
обозначения: o –  𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(𝑓) , * –  𝐶𝑅𝐵𝑀𝑆𝐾(𝑓) , + –
𝐶𝑅𝐵𝛼(𝑓) для α = 0,35. 

В работе [3] был предложен алгоритм оценива-
ния несущей частоты демодулятора сигналов с 
прямым расширением спектра. Фактически оцени-
вание сводится к вычислению функции правдопо-
добия принимаемого сигнала на основе быстрого 
преобразования Фурье и нахождению максимума 
указанной функции в плоскостях несущей частоты 
и задержки. Реализацию предложенного алго-
ритма оценивания для сигнала ММС иллюстри-
руют зависимости, представленные на рисунке 6.  
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Рис. 6. MMC: дисперсия оценки несущей частоты (𝑵𝑰 = 2048) 

Fig. 6. MSK: Carrier Frequency Variance (𝑁𝐼 = 2048) 

Результаты получены для интервала наблюде-
ния 𝐾 , равного 8 информационным символам. На 
рисунке также представлена соответствующая гра-
ница оценивания. Следует отметить, что получен-
ная дисперсия весьма близка к границе. 

Представляется, что алгоритмы оценивания, ос-
нованные на нахождении максимума функции не-
определенности, фактически реализуют совмест- 

ную оценку максимального правдоподобия (МП-
оценивание) параметров {𝑓, τ } при условии отсут-
ствия информации о фазе несущей частоты прини-
маемой информации.  

Однако подход к оцениванию, основанный на 
вычислении функции неопределенности, не реали-
зует оценивание фазы несущего колебания и соот-
ветственно не дает определения соответствующей 
нижней границы. В рассматриваемом случае реше-
ние задачи оценивания сводится к оцениванию па-
раметров {𝑓, τ, φ } в условиях, когда неизвестна пе-
редаваемая информация, начало сигнатуры и фаза 
несущей частоты. Необходимо определить нижние 
границы дисперсий оценок каждого из элементов 
вектора 𝛂 = {𝑓, τ, φ }. 

Границы оценивания параметров сигнала, полу-
ченные с использованием анализа его дискретных 
отсчетов на интервале наблюдения, обсуждались в 
работе [11]. На основе построения информацион-
ной матрицы Фишера были получены минималь-
ные граничные дисперсии оценок параметров от-
резка гармонического колебания. Предлагаемый 
подход состоит в следующем: если сигнал характе-
ризуется набором параметров 𝛂 = {α0, α1, α2….  }, а 
α̂𝑘 – несмещенная оценка некоторого параметра β𝑘 , 
то нижняя граница дисперсии оценки α𝑘 определя-
ется элементами матрицы, обратной информаци-
онной матрице Фишера [11]: 

σ𝑘
2 = var(α̂𝑘 − α𝑘) ≥ 𝑱𝒌𝒌, 

где 𝑱𝒌𝒌 – элементы матрицы 𝑱−1.  

Элементы матрицы Фишера определяются сле-
дующим образом [11]: 

𝐽𝑖𝑘 = −𝐸𝑊 [
𝜕2[𝑙𝑛[𝑝(𝑠̃𝑘|𝛂)]]

𝜕α𝑖𝜕α𝑘
], 

где 𝐸𝑊 ‒ статистическое усреднение по отношению 
к шуму;  𝑝(𝒔̃𝒌|𝛂) – совместная функция плотности 
вероятности вектора 𝒔̃𝒌  для заданных параметров 
𝛂 = {α0, α1, α2….  }; 𝑙𝑛[𝑝(𝑠̃𝑘|𝛂)] – логарифм функции 
правдоподобия. 

В работе [12] предложенный подход к определе-
нию потенциальных границ оценивания парамет-
ров сигналов развит для сигналов с различными 
видами модуляции. Показано, что компоненты 
матрицы Фишера могут быть представлены в виде: 

𝐅 = 𝐸𝐝 {(

𝐽𝑓𝑓 𝐽𝑓φ 𝐽𝑓τ
𝐽φ𝑓 𝐽φφ 𝐽φτ𝑘
𝐽τ𝑓 𝐽τφ 𝐽ττ

)}, (23) 

где 𝐸𝐝{∙}  – усреднение элементов матрицы по ин-
формационной последовательности. 

Заметим, что в матрице (23) номера 𝑖, 𝑘  заме-
нены на индексы, соответствующие параметрам 
{𝑓, τ, φ }. В итоге в [12] показано, что матрица Фи-
шера для параметров 𝛂 = {𝑓, τ, φ } принимает сле-
дующий вид: 
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𝐅 = (

𝐹𝑓𝑓 𝐹𝑓φ 0

𝐹φ𝑓 𝐹φφ 0

0 0 𝐹ττ

). 

Отсюда нижняя граница дисперсии оценки несу-
щей частоты определяется следующим образом:  

var(𝑓 − 𝑓) =
1

𝐹𝑓𝑓 − 𝐹𝑓φ
2 𝐹φφ⁄

. (24) 

Будем полагать, что сигнал задан на интервале 
наблюдения в виде отсчетов с периодом следова-
ния 𝑇𝑑 . С учетом введенного выше ограничения по-
лосы сигнала 𝑇𝑑 < 𝑇𝑠/2. Пусть 𝑁– интервал наблю-
дения, выраженный в количестве интервалов 𝑇𝑑 . 
Будем полагать, что интервал наблюдения содержит 
целое количество информационных символов. То 
есть 𝑁 = 𝐾𝑁𝐼 . В таком случае для (24) можно запи-
сать [12]: 

var(𝑓 − 𝑓) =
3

2π2𝐸𝑆 𝑁0⁄ 𝑇𝑆
2(𝐾𝑁𝐼 − 1)

2𝐾𝑁𝐼
× 

×
1

1 + 𝑂(𝑁−2)
, 

где 𝑂(𝑁−2)  – величина порядка 𝑁−2. 

Понятно, что при 𝐾 ≫ 1 для нормированной гра-
ницы оценки несущей частоты справедливо: 

𝐶𝑅𝐿𝐵(𝑓) = var(𝑓 − 𝑓)𝑇𝑆
2 =

3

2π2𝐸𝑆 𝑁0⁄ 𝑁𝐼
3𝐾3

. (25) 

Выражение (25) определяет нижнюю границу 
Крамера ‒ Рао оценки несущей частоты (CRLB, 
аббр. от Cramer ‒ Rao Lower Bound). В некоторых 
работах эту границу называют модифицированной 
нижней границей Крамера ‒ Рао [9, 13] (MCRLB, 
аббр. от Modified Cramer-Rao Lower Bound).  

Для иллюстрации соотношения границ (16 и 25) 

на рисунке 7 представлены зависимости  𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(𝑓) 

и 𝐶𝑅𝐿𝐵(𝑓) от отношения сигнал/шум на чип 𝐸𝑆 𝑁0⁄ ,. 

где o – 𝐶𝑅𝐵𝑃𝑀(𝑓), * – 𝐶𝑅𝐿𝐵(𝑓).  
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Рис. 7. Границы оценивания несущей частоты  

(𝑵𝑰 = 80000, 𝑲 = 4) 

Fig. 7. Carrier Frequency Estimation Bounds (𝑁𝐼 = 80000, 𝐾 = 4) 

Естественно, граница (16) существенно уступает 
нижней границе Крамера – Рао. Это объясняется 
тем, что при получении МП-оценки несущей ча-
стоты на основе вычисления функции правдоподо-
бия не использовалась информация о фазе несущего 
колебания, а нижняя граница Крамера ‒ Рао – это 
граница, полученная при предположении, что все 
параметры, кроме несущей частоты, известны. 

Нижняя граница оценки задержки определяется 
следующим образом [12]: 

var(τ̂ − τ) =
1

𝐹ττ
=

1

2𝐸𝑆 𝑁0𝐾𝑁𝐼𝑊𝑅𝑀𝑆
2⁄
. 

 

Так, например, для сигнала с фазовой модуля-
цией с учетом (4), можно записать: 

𝐶𝑅𝐿𝐵𝑃𝑀(τ̂) =
2π

𝐸𝑆 𝑁0𝐾𝑁𝐼⁄
∫ (

sin 𝑥

𝑥
)
2

𝑑𝑥.

π

−π

 

Аналогично для ММС:  

𝐶𝑅𝐿𝐵𝑀𝑆𝐾(τ̂) =
8π2

ξ𝑀𝑆𝐾 𝐸𝑆 𝑁0𝐾𝑁𝐼⁄
 

и для сигналов с «найквистовским» спектром: 

𝐶𝑅𝐿𝐵𝛼(τ̂) =
1

2𝐸𝑆 𝑁0𝐾𝑁𝐼 (
1

12
+ α2 (

1

4
−

2

π2
))⁄
. 

Заметим, что при получении границ оценивания 
для сигналов с «найквистовским» спектром не ста-
вится ограничение на виды модуляции принимае-
мого сигнала. Т. е. соответствующие границы спра-
ведливы для сигналов различных видов модуля-
ции, сформированных с использованием спектра 
Найквиста. 

И, наконец, нижняя граница оценки фазы несу-
щего колебания определяется как [12]: 

𝐶𝑅𝐿𝐵(φ̂) = var(φ̂ − φ) =
1

2𝐸𝑆 𝑁0⁄ 𝐾𝑁𝐼
. 

Следует отметить, что оценивание фазы на прак-
тике реализуется в процессе демодуляции сигнала. 
Поэтому практическую значимость имеет связь 
межу нижней границей оценки фазы несущей и по-
лосой соответствующей петли синхронизации де-
модулятора. Интервал наблюдения связан с поло-
сой указанной петли следующим образом [9]: 

𝑁 = 𝐾𝑁𝐼 =
1

2𝐵φ𝑇𝑏
, 

где 𝐵φ – односторонняя полоса петли синхрониза-

ции демодулятора по фазе несущего колебания.  

В результате получим выражение, связывающее 
полосу петли и нижнюю границу Крамера ‒ Рао 
оценки фазы: 

𝐶𝑅𝐿𝐵(φ̂) =
𝐵φ𝑇𝑏

𝐸𝑆 𝑁0⁄
. 
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Выводы 

Определены потенциальные границы дисперсии 
оценок параметров сигнала с прямым расшире-
нием спектра. Представлены аналитические выра-
жения для границ Крамера ‒ Рао оценки несущей 
частоты и задержки для сигналов фазовой модуля-
ции, модуляции минимального сдвига и сигналов, 
сформированных с использованием спектра Найк- 
виста. Получены выражения для нижней границы 
Крамера ‒ Рао, определяющие минимальные гра-
ницы дисперсий оценок несущей частоты, за-
держки и фазы несущего колебания. В частности, 
получено выражение, связывающее нижнюю гра-
ницу Крамера ‒ Рао оценки фазы несущего колеба-
ния, как зависимость соответствующей граничной 
дисперсии и нормированной полосы петли 𝐵φ𝑇𝑏 .  

Практическая значимость полученных результа-
тов состоит в представленных зависимостях гра-
ниц оценивания параметров сигналов с прямым 
расширением спектра от отношения сигнал/шум 
на чип длины расширяющей последовательности и 
длительности интервала наблюдения.   

Результаты позволяют оценить эффективность 
получаемых оценок для широкого круга задач, свя-
занных с реализацией алгоритмов синхронизации 
демодуляторов сигналов с прямым расширением 
спектра. 

Предложенный подход позволяет получать гра-
ницы оценивания параметров широкого круга сиг-
налов с различными видами модуляции и спек-
тральными характеристиками. 

Естественно, что при реализации алгоритмов 
оценивания параметров сигналов с прямым расши-
рением спектра необходимо сопоставлять получае-
мые дисперсии оценок с границами, определен-
ными в представленной работе. В частности, в 

настоящей работе показано, что граница (20) прак-
тически достигается при реализации совместного 
МП-оценивания параметров {𝑓, τ }  сигнала с пря-
мым расширением спектра, использующего моду-
ляцию минимального сдвига. При этом полученные 
дисперсии оценок несущей частоты существенно 
уступают соответствующей нижней границе Кра-
мера ‒ Рао. 

Соответствующий алгоритм оценивания предло-
жен в работах [2, 3], но оценка задержки в работах 
практически не обсуждается. В перспективе пред-
ставляется целесообразным разработка и исследо-
вания алгоритмов эффективного оценивания как 
несущей частоты, так и задержки. Что касается оце-
нивания фазы несущего колебания, основной  
акцент следует сделать на разработке собственно 
алгоритмов демодуляции сигнала.  

Естественно, что во всех случаях интерес вызы-
вают алгоритмы оценивания, обеспечивающие дис-
персии, близкие к соответствующим нижним грани-
цам Крамера ‒ Рао, представленным в настоящей 
работе. 

Подводя итог проведенным исследованиям, 
можно сделать следующие выводы: 

– получены аналитические выражения для гра-
ниц оценивания параметров сигналов с прямым 
расширением спектра; 

– предложен подход, позволяющий получить 
границы оценивания параметров сигналов для ши-
рокого круга задач; 

– полученные результаты позволяют определить 
границы оценивания в зависимости от видов моду-
ляции, спектральных характеристик принимаемых 
сигналов, длины расширяющей последовательно-
сти и длительности интервалов наблюдения; 

– в качестве иллюстрации результатов в работе 
представлены графики, показывающие соотноше-
ния обсуждаемых границ оценивания. 
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