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Аннотация: в предположении об идеальном движении в одноходовом перекрестноточном пластинчатом тепло-

обменнике «горячего» теплоносителя с объемным тепловыделением и «холодного» теплоносителя при постоянных 
теплофизических свойствах и отсутствии термического сопротивления теплопередающей поверхности без потерь в 
окружающую среду получены с помощью одностороннего интегрального преобразования Лапласа аналитические вы-
ражения для температурных полей потоков теплоносителей в теплообменнике. Система уравнений в частных произ-
водных с начальными условиями классифицирована как задача Коши в формате 2-D на полуограниченном квадранте, 
решение представлено в квадратурах с использованием специальных функций Бесселя и Дирака. При отсутствии теп-
ловыделения решение совпадает с решением Шумана. Вычислительным экспериментом показано, что неучет тепло-
выделения «горячего» теплоносителя может привести к существенной ошибке в определении температур на выходе 
из теплообменника и в конечном итоге к некорректному значению величины площади теплопередачи. На основе по-
лученного аналитического решения задачи о теплопередаче в одноходовом перекрестноточном пластинчатом тепло-
обменнике, в предположении гидродинамического режима, близкого к режиму идеального вытеснения (в первом при-
ближении соответствует турбулентному течению), разработана методика определения основных термогидравличе-
ских характеристик, обеспечивающих заданный режим охлаждения тепловыделяющей среды. Представленная мето-
дика продемонстрирована для конкретного примера, показывающего существенное влияние величины объемного теп-
ловыделения в охлаждаемом теплоносителе на геометрические характеристики перекрестноточного пластинчатого 
теплообменника и соответственно на площадь теплопередачи, что в конечном итоге может привести к снижению эф-
фективности теплообменника 
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Введение 

1 
Жидкие (газообразные) среды, выделяю-

щие теплоту, встречаются в различных прило-
жениях: радиоактивные потоки [1]; электро-
проводящие растворы [2]; реагирующие смеси, 
например, при получении аммиака из азота и 
водорода [3] или оксида серы из сернистого 
газа и кислорода [4] и т.д. Поэтому в техниче-
ских и технологических системах необходимо 
их охлаждение для исключения перегрева обо-
рудования и поддержки штатного режима 
функционирования. 

Для этих целей, как правило, используют-
ся теплообменные аппараты с широким спек-
тром конструкторских решений [5]. Причем 
перекрестноточные пластинчатые теплообмен-
ники имеют преимущества в увеличенной пло-
щади теплопередачи и высокой герметичности, 
малом весе при компактном исполнении, а 
также в отсутствии дополнительных эксплуа-
тационных затрат, износоустойчивости, надеж-
ности и безопасной эксплуатации. Эффектив-
ность таких теплообменников при охлаждении 
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тепловыделяющих теплоносителей определяет-
ся величиной площади поверхности теплопере-
дачи, которая зависит от расходов «горячего» и 
«холодного» теплоносителей, их температур на 
входе в аппарат, теплофизических свойств, 
гидравлических диаметров проточных элемен-
тов, а также от величины удельного тепловыде-
ления. 

При анализе такой задачи для классиче-
ских теплоносителей в отсутствии тепловыде-
ления (теплопоглощения) определены аналити-
ческие выражения для полей температур в пе-
рекрестноточном пластинчатом теплообменни-
ке с допущением о гидродинамическом режиме 
течения теплоносителей в виде идеального вы-
теснения [6-8]. В случае тепловыделяющих 
сред эти решения не применимы. 

В связи с этим рассматривается задача оп-
ределения  температурных полей в одноходо-
вом перекрестноточном пластинчатом тепло-
обменнике, когда «горячий» теплоноситель до-
полнительно является и тепловыделяющим по-
током. 
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Постановка задачи 

Рассматривается одноходовой перекрест-
ноточный пластинчатый теплообменник 
(рис. 1), у которого ширина входного сечения l1 
по «горячему» теплоносителю с температурой 
th является длиной плоского канала «холодно-
го» теплоносителя с входной температурой tc, и 
его ширина l2 есть длина канала с «горячим» 
теплоносителем, а h1 и h2 являются соответст-
венно высотами этих проточных элементов. 
Принимается гидродинамический режим тече-
ния теплоносителей, близким к идеальному вы-
теснению, а теплопередающая поверхность, 
которую омывают теплоносители, не имеет те-
плового сопротивления. Предполагается, что 
теплофизические характеристики теплоносите-
лей, а именно, плотности 1,2  и массовые теп-

лоёмкости 
1,2pс , не зависят от температуры и 

координат, причем их скорости через теплооб-
менник 1,2 const  , а объемная мощность теп-

ловыделения q в «горячем» теплоносителе счи-
тается известной. Внешние поверхности тепло-
обменника адиабатны. 

 

  
 
 

Рис. 1. Расчетная схема одноходового  
перекрестно-точного пластинчатого теплообменника 

 
Симметричность геометрии рассматри-

ваемого теплообменника и совокупность при-
нятых выше допущений позволяют выбрать           
2-D  декартову систему координат с началом на 
входной кромке теплопередающей поверхности 
(рис. 1),  которая представлена в более удобном 
ракурсе на рис. 2 с  изображением  элементар-
ной площадки ABCD  с  переменными сторона-
ми по осям ox и oy и длиной dx и dy. 

 

 

 
Рис. 2. К выводу уравнений модели 

 
Количество теплоты, проходящее через 

AD и выходящее через BD (рис. 2), вместе с 
«горячим» теплоносителем за время d  со-
ставляет 

 
    

11 1 1 ,y pdQ c t x y dxd   ,   (1) 
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  
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Количество теплоты, проходящее через AB 

и выходящее через CD (рис. 2), вместе с «хо-
лодным» теплоносителем за время d  состав-
ляет 

 
    

22 2 2 ,x pdQ c t x y dyd   ,   (3) 

 

   
2

2
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,
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t x y
dQ c t x y dx dyd

x
  
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. (4) 

 
Количество теплоты, сгенерированное за 

время d  в «горячем» теплоносителе есть 
 

1tdQ qdxdyh d .     (5) 
 
Количество теплоты, переданное от «горя-

чего» теплоносителя «холодному» теплоноси-
телю через теплопередающую стенку 

 
     1 2FdQ k t t dxdyd  ,    (6) 

 
где k – коэффициент теплопередачи. 

Тепловые балансы в дифференциальной 
форме для «горячего» и «холодного» теплоно-
сителей имеют вид 
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  y y dy t FdQ dQ dQ dQ   ,    (7) 

 

x x dx FdQ dQ dQ   .    (8) 
 
Подставляя (1) – (6) в (7) и (8), получим 
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      1 2 1, ,k t x y t x y qh       ,  (9) 

 

   
     
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с начальными условиями 
 

  1 ,0 ht x t ,  2 0, ct y t .     (11) 

 
В безразмерной форме записи система (9) – (11) 
такова: 
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Y
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 1 ,0 1T X  ,  2 0, 0T Y  ,     (14) 

 

где  
22 2 2pX x c h  ,  

11 1 1pY k y c h  , 

     1,2 1,2, , c h cT X Y t x y t t t     , 

 1 h cQ qh k t t    . 

 
Анализ 

 

Синтезированная математическая модель с 
распределенными параметрами (12) – (14) 
представляет собой задачу Коши, решение ко-
торой найдено с помощью одностороннего ин-
тегрального преобразования Лапласа [9-12] по 
переменной X: 

 

               1
0

, 1 ,
Y

T X Y QY X d     ,        (15) 

 

                       2
0

, ,
X

T X Y Y d   ,               (16) 

где 

 

     1 2, , ,X Y T X Y T X Y     

     0
0

2 exp 1
X

I XY X Y Q X             

 exp X        

                01 2 expI X Y Y d       ;     (17) 

 

 X  - функция Дирака [13]. 

Результаты вычислений по (15) – (17) для 
различных величин безразмерных объемных 
тепловыделений «горячего» теплоносителя» 
приведены на рис. 3. При 0Q   температурные 
поля теплоносителей совпадают с температур-
ными полями из решения Шумана [7]. При той 
же площади теплопередачи, когда 0,1Q  , теп-
ловыделение приводит к повышению темпера-
туры как «горячего», так и «холодного» тепло-
носителя, а при более высоких величинах теп-
ловыделений  0,25Q  , в «горячем» теплоно-

сителе, это повышение возрастает еще более 
значимо. 

В практическом плане возникает вопрос об 
использовании полученного решения для вы-
бора соответствующих геометрических и гид-
ротермических характеристик одноходового 
пластинчатого перекрестноточного теплооб-
менника. 

Методика расчета 

Пусть необходимо охладить тепловыде-
ляющую жидкость с объемным расходом U1, 
удельной мощностью тепловыделения q и с на-
чальной температурой th до температуры 1t  по-
током охлаждающей жидкости, имеющим тем-
пературу tc. Теплофизические параметры пото-
ков: плотность 1,2 , массовая теплоемкость 

1,2pс , теплопроводность 1,2  и динамическая 

вязкость 1,2  считаются независимыми от тем-

пературы. 
Положим h1<<l1, чтобы проточный канал 

для тепловыделяющей жидкости являлся пло-
ским, тогда скорость движения «горячего» теп-
лоносителя равна  

 
                             1 1 1U h l  .                         (18) 

 



Вестник Воронежского государственного технического университета. Т. 21. № 4. 2025 
 

21 

Определяем реперную температуру 

  2m c ht t t  , по которой идентифицируются 

теплофизические характеристики потоков. В 
зависимости от числа Рейнольдса, т.е. от гид-
родинамического режима течения теплоноси-
теля, в проточном канале выбирается эмпири-
ческое соотношение для расчета числа Нус-
сельта [14]  
 

          
0,33 0,43
1 1 1

1 0,8 0,43
1 1 1

0,15 , 2100

0,021 , 2100

Re Pr Re
Nu

Re Pr Re

  


,     (19) 

 

где 1 1 1 1Nu d  ; 1 1 1 1 1Re d   ; 

11 1 1pPr c   ; 1 12d h  - гидравлический диа-

метр поперченного сечения проточного канала 
«горячего» теплоносителя. 

В предположении отсутствия термиче-
ского сопротивления теплопередающей по-
верхности коэффициент теплопередачи может 
быть определен так 

 
                       1 2 1 2k      .                    (20) 

 
Полагаем в первом приближении, что 1 2  , 

тогда 1 2k  . Это дает возможность найти 

относительную ширину проточного канала по 
«горячему» теплоносителю 
 

                      
21 2 2 2pX kl c h   ,                   (21) 

 
причем на этом этапе вычислений можно при-
ближенно положить 2 2 1 1h h  , 

2 12 1p pc c  . 

Нахождение длины проточного канала по «го-
рячему» теплоносителю возможно из уравне-
ния 
 

             1
1

0

1
,

X
c

h c

t t
T T X Y dX

t t X


 

  ,              (22) 

 
тогда 
 
                     

12 1 1 1pl Y c h k   .                         (23) 

Пример 

Определить характеристики одноходово-
го перекрестноточного пластинчатого теплооб-
менника для охлаждения тепловыделяющей 

жидкости ( 4 32 10q Вт м  ; 75ht C  ; 
7 3

1 1,25 10U м с  ) до 40t C   охлаждаю-

щим теплоносителем с 5сt C  . Будем считать, 

что «горячий» и «холодный» теплоносители по 
своим физико-химическим и теплофизическим 
характеристикам близки к воде для средней 
температуры   2 40s c ht t t C     [15]: 

3
1 2 1000кг м   ;  

1
4200pc Дж кг K  ; 

 
2

4200pc Дж кг K  ;  1 0,63Вт м K   ; 

 2 0,63Вт м K   ; 3
1 0,658 10 Па с    ; 

3
2 0,658 10 Па с    . 

Зададимся 3
1 5 10h м  , 1 0,25l м  и из 

(18) определим 3
1 10 м с  . Проточные эле-

менты в теплообменнике являются плоскими 
каналами с гидравлическими диаметрами 

1,2 1,22d h . Так как число Рейнольдса 

1 1 1 1 15,2Re d    соответствует ламинарно-

му режиму, то согласно (19) 1 0,693Nu  , отку-

да  2
1 43,66Вт м K   . В предположении, 

что 1 2   и 1 2h h , коэффициент 2 1  , то-

гда из (20) следует 1 2k    

 221,83Вт м K  . Безразмерная ширина про-

точной части «горячего» теплоносителя со-
гласно (21) есть 0,26X  . С учетом того, что 

0,065Q  , то из уравнения (22) может быть 

найдено 0,53Y   и из (23) соответственно 

2 0,51l м . При этом расход «холодного» теп-

лоносителя должен быть 
 

6 3
2 2 2 2 2,55 10U l h м с    . 
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Рис. 3. Температурные поля «горячего» и «холодного» теплоносителей при различных безразмерных объемных тепловы-

делениях Q (а – 0; б – 0,1; в – 0,25); кривые справа на графиках: 1 – 0Y  ; 2 – 0,25Y  ; 3 – 0,5Y  ; 4 – 0,75Y  ;           
5 – 1Y  ; кривые слева на границах: 1 – 0X  ; 2 – 0,25X  ; 3 – 0,5X  ; 4 – 0,75X  ; 5 – 1X   
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Заключение 

1. Сгенерирована математическая модель 
перекрестноточного теплообменника, учиты-
вающая тепловыделения в охлаждаемом тепло-
носителе. 

2. Методом интегральных преобразований 
найдено аналитическое решение уравнений ма-
тематической модели в квадратурах. 

3. Предложена на основе полученного ре-
шения методика расчета перекрестноточного 
теплообменника с тепловыделением охлаждае-
мого теплоносителя. 

4. Приведен пример расчета, иллюстри-
рующий корректность математической модели 
и эффективность предложенной на ее основе 
инженерной методики расчета. 

Полученные результаты могут быть при-
менены при проектировании нового теплооб-
менного оборудования и при модернизации 
существующего на предприятиях энергетиче-
ской отрасли. 
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COOLING OF THE HEAT-GENERATING MEDIUM IN A SINGLE-PASS  
CROSS-FLOW PLATE HEAT EXCHANGER 

 
A.V. Ryazhskikh, I.G. Drozdov, V.I. Ryazhskikh 

 
Voronezh State Technical University, Voronezh, Russia 

 
Abstract: under the assumption of ideal flow in a single-pass cross-flow plate heat exchanger of a "hot" coolant with 

volumetric heat release and a "cold" coolant with constant thermophysical properties and no thermal resistance of the heat-
transfer surface, analytical expressions for the temperature fields of coolant flows in the heat exchanger are obtained using a 
one-sided integral Laplace transform. The system of partial differential equations with initial conditions is classified as a 2-D 
Cauchy problem on a semi-bounded quadrant, and the solution is presented in quadratures using special Bessel and Dirac func-
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tions. In the absence of heat release, the solution coincides with the Schumann solution. A computational experiment has 
shown that failing to account for the heat release of the "hot" coolant can lead to a significant error in determining the tempera-
ture at the heat exchanger outlet and, ultimately, to an incorrect value of the heat transfer area. Based on the analytical solution 
obtained for the heat transfer problem in a single-pass cross-flow plate heat exchanger, under the assumption of a hydrodynam-
ic regime close to the ideal plug flow regime (in a first approximation, corresponding to turbulent flow), a method for deter-
mining the main thermohydraulic characteristics that ensure a given cooling regime for the heat-generating medium has been 
developed. The presented method is demonstrated using a specific example demonstrating the significant influence of the vol-
umetric heat release in the cooled coolant on the geometric characteristics of the cross-flow plate heat exchanger and, accord-
ingly, on the heat transfer area, which can ultimately lead to a decrease in the heat exchanger's efficiency 

 
Key words: heat exchange, heat exchanger, cross-flow plate apparatus, heat-generating medium 
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