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массовые вспышки численности насеко-
мых-вредителей могут приводить к массовой ги-
бели древостоев, в этих ситуациях остро встает 
вопрос о регуляции и управлении численностью 
таких видов [3]. именно поэтому исследования, 
направленные на изучение механизмов, вызываю-
щих массовые размножения насекомых, и разра-
ботку стратегий управления такими популяциями, 
сохраняют свою актуальность [6]. отметим, что 
существует множество методов регулирования 
численности вредных насекомых – от борьбы пу-
тем применения естественных врагов до обработ-
ки специализированными химическими средства-
ми с помощью авиации [5, 8]. 

В рамках данной работы предлагается мо-
дель морана-рикера с управляющим параметром, 
позволяющая анализировать возможные сценарии 
развития популяции с учетом ежегодных мер, на-
правленных на регуляцию ее численности.

Уравнения динамики
модель морана-рикера с однолетним запаз-

дыванием имеет вид:

xn+1=axnexp(–b0xn–b1xn-1), 
где xn – численность популяции, с которой она 
вступает в n-й период размножения, а – репродук-
тивный потенциал популяции. множитель exp(–
b0xn–b1xn-1) характеризует экологическое лимити-
рование роста численности популяции. очевидно, 
что здесь в течение двух поколений – текущего и 
предыдущего – сказываются ограничения ресур-
сов жизнедеятельности. параметр b1 характери-
зует степень уменьшения величины необходимых 
ресурсов, связанных с их потреблением предыду-
щим поколением. уменьшение ресурсов может 
быть, в частности, интерпретировано как эквива-
лентное снижение  репродуктивного потенциала 
текущего поколения. параметр b0 характеризует 
интенсивность плотностно-зависимого экологи-
ческого лимитирования в условиях ограничения 
ресурсов, приходящихся на одну особь популя-
ции [2].

дополнительно предполагается, что еже-
годно проводят мероприятия, направленные на 
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снижение численности популяции, в результате 
которых гибнет пропорциональная общей числен-
ности доля особей. тогда уравнение динамики (1) 
принимает вид:

xn+1=axn(1–u) exp(–(1–u) xnb0–b1(1–u) xn–1),
где u – доля «изъятия» особей, пропорциональ-
ная общей численности. очевидно, что 0≤ u ≤1. В 
этом контексте смысл параметра u является управ-
ляющим параметром и синонимичен «изъятию» 
некоторой доли от общей численности с целью 
поддержки численности популяции на низком или 
«безопасном» уровне. 

несложная замена переменных yn=xn–1 и 
переход к новой системе координат  →   , 
 →   сводит модель (1) к системе без запаз-
дывания, имеющей вид:

где   �/� .
параметр ρ в этом случае характеризует от-

носительный «вклад» предыдущего поколения в 
экологическое плотностно-зависимое лимитиро-
вание воспроизводства популяции.

Результаты исследования
проведено аналитическое и численное ис-

следование модели (3). показано, что модель (3) 
имеет две неподвижные точки: тривиальную, со-
ответствующую гибели популяции, и нетривиаль-
ную. при этом равновесная численность немо-
нотонно зависит от u: стационарная численность 
популяции может как увеличиваться, так и умень-
шаться с ростом значений управляющего параме-
тра. продемонстрировано, что при скорости роста 
популяции больше е в модели возникает эффект 

гидры, когда увеличение интенсивности мер, на-
правленных на снижение, сопровождается ростом 
численности в силу снижения внутривидовой 
конкуренции за ресурсы. как следствие, важно, 
при каких условиях возникает эффект гидры, что-
бы «изъятием» не спровоцировать вспышку чис-
ленности [4].

построены параметрические портреты, со-
ответствующие областям устойчивости модели 
морана-рикера с управляющим параметром (3), 
позволяющие заключить, что рост u ведет к мо-
нотонному расширению областей устойчивости 
обеих неподвижных точек (рис. 1). 

анализ на устойчивость проводился на 
основе собственных чисел характеристиче-

ского многочлена 0)( 2 =++= qpF λλλ  ма-
трицы якоби, построенной для модели (3) [1]. 
если 1λ = , то 0)1( =F  соответствует линии 
транскритической бифуркации (T); 1λ = − , то 
это линия бифуркации удвоения периода (PD); 

1=q , то линия бифуркации неймарка-сакера 
(NS). найденные границы области устойчиво-
сти определяются следующими соотношения-

ми: T: , PD: , NS: 
 
   и представлены на рис. 1.

проведенный анализ на устойчивость по-
казал, что сценарий потери устойчивости (ха-
рактер возникающих колебаний) определяется 
параметром, характеризующим экологическое 
лимитирование. при 1/ 3ρ <  потеря устойчивости 
может произойти только при переходе одного из 

Рис. 1. Область устойчивости нетривиального равновесия (2) при вариации значений 
параметра u. T, PD, NS – линии, соответствующие транскритической бифуркации, 

бифуркации удвоения периода и Неймарка-Сакера бифуркации соответственно

Fig. 1. Stability domain of the nontrivial equilibrium (2) with variations in the parameter u 
values. T, PD, NS are the lines corresponding to the transcritical bifurcation, 

the period-doubling bifurcation and the Neimark-Sacker bifurcation, respectively

(2)

, (3)
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собственных чисел через -1 и сопровождается ро-
ждением предельного 2-цикла. при 1/ 3ρ >  потеря 
устойчивости может произойти только при ком-
плексно-сопряженных корнях характеристическо-

го уравнения, при переходе λ  через 1, и сопро-
вождается появлением предельных инвариантных 
кривых. здесь рост значений параметра ρ приво-
дит к быстрому сужению диапазона устойчиво-
сти, т.е. возникновение сложно организованных 
колебаний численности происходит при более 
низких значениях репродуктивного потенциала. 
следовательно, как только вклад предыдущего 
поколения в лимитирование воспроизводства по-
пуляции начинает превосходить вклад текущего 
поколения, так при все более низких значениях 
репродуктивного потенциала возникают колеба-
ния численности. В целом можно отметить, что 
зависимость популяционной динамики от скоро-
сти восстановления ресурсов, необходимых для 
жизнедеятельности вида, приводит к тому, что 
популяция в большинстве случаев демонстрирует 
квазипериодическую динамику.

рост значений коэффициента u расширяет 
область параметрического пространства, в кото-
рой динамика системы стремится к устойчиво-
му равновесию. действительно, с увеличением 
u граница области устойчивости нетривиального 
равновесия, соответствующая потере устойчиво-
сти по сценарию неймарка-сакера, сдвигается 
вверх вдоль оси ординат и тем самым расширяет 
исходную область устойчивости. при этом потеря 
устойчивости через нее происходит при более вы-
соких значениях репродуктивного потенциала. с 
другой стороны, при увеличении интенсивности 
изъятия линия бифуркации удвоение периода так-
же смещается  в направлении, ведущем к увели-
чению исходного размера области устойчивости. 
таким образом, возникновение периодических ко-
лебаний становится возможным при более высо-
ких значениях скорости роста популяции (рис. 1). 

анализ вида областей устойчивости си-
стемы, представленных на рис. 1, позволяет за-
ключить, что при фиксированных значениях 
демографических параметров, когда свободно 
развивающаяся популяция демонстрирует нере-
гулярную динамику, введение управления и по-
следовательное увеличение доли изъятия может 
привести к стабилизации, а затем к вырождению. 
при этом двухгодичные колебания возможны в 
достаточно узком диапазоне значений демографи-
ческих параметров, и, как правило, реализуются, 
когда ограничение роста численности осущест-

вляется преимущественно через плотностно-зави-
симую регуляцию в текущем году. 

таким образом, показано, что изъятие рас-
ширяет область устойчивости нетривиального 
равновесия, то есть меры, направленные на сни-
жение численности популяции, в перспективе мо-
гут стабилизировать динамику. однако вариация 
численности популяции или изменяющаяся ин-
тенсивность «изъятия» при значениях популяци-
онных параметров из области мультистабильно-
сти могут привести к смене наблюдаемого режима 
динамики за счет смещения текущей численности 
в бассейн притяжения альтернативного режима 
динамики. Это связано с тем, что в системе на-
блюдается явление мультирежимности: при оди-
наковых значениях демографических параметров 
популяция может демонстрировать разные типы 
динамики – стабильную, периодическую или не-
регулярную.

В работе [7] модель морана-рикера (1) была 
применена к описанию динамики плотности по-
пуляции листовертки лиственничной (Zeiraphera 
diniana Gn.). найденной л.В. недорезовым и 
д.л. садыковой [7] оценке значений параметров 
соответствует асимптотический режим, близ-
кий к циклу длины 9, что хорошо согласуется с 
результатами наблюдений [7].  на рис. 2а приве-
дены результаты описания динамики плотности 
Zeiraphera griseana, полученные в работе [7]. как 
видно, модельная траектория хорошо описывает 
реальные данные, улавливая ключевые пики. В 
рамках настоящего исследования на основе точеч-
ной оценки мы анализируем влияние управляю-
щего параметра на возможные сценарии развития 
популяции. для этого были построены модельные 
траектории при различных значениях коэффици-
ента u, сопоставление которых с реальной дина-
микой популяции листовертки лиственничной 
представлено на рис. 2.

как видно, ежегодные мероприятия, на-
правленные на снижение численности популяции, 
в перспективе ведут к уменьшению периода коле-
баний, при этом вспышки численности сохраня-
ются и происходят раньше, чем ожидалось (рис. 
2b). при этом увеличение интенсивности «изъя-
тия» уменьшает амплитуду колебаний, и как ре-
зультат вспышки численности популяции наблю-
даются чаще, но с меньшим размахом (рис. 2d). 
с другой стороны, значения коэффициентов, по-
лученные л.В. недорезовым и д.л. садыковой, 
располагаются в параметрической области, соот-
ветствующей ситуации, когда рост «изъятия» со-
провождается ростом стационарной численности, 



8

то есть возникает эффект гидры. следовательно, 
пороговое значение управляющего параметра, пе-
реход через которое будет вести к снижению ста-
ционарной численности, составляет 0.67. В свою 
очередь бифуркационное значение параметра u, 
при котором происходит «схлопывание» инвари-
антной кривой и переход к стабильной динамике, 
составляет 0.63. таким образом, по результатам 
модельного анализа стабилизация динамики ви-
дов, демографические характеристики которых 
близки к листовертке лиственничной (Zeiraphera 
griseana), будет наблюдаться при ежегодной об-
работке территории, составляющей более 63%, а 
снижение стационарной численности – при еже-
годной обработке более 67% территории.
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INFLUENCE OF THE CONTROL PARAMETER ON THE MODES 
OF THE MORAN-RICKER MODEL DYNAMICS WITH TIME LAG

 
K.A. Ganzha

In this paper, we consider the Moran-Ricker model with a one-year lag, taking into account the removal, which 
allows analyzing and evaluating possible scenarios for the development of populations. It is assumed that measures aimed 
at reducing the population size are taken annually, as a result of which the share of individuals that die is proportional 
to the total number.
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