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Некоторые эффекты напряженно-деформированного состояния, такие 
как виброползучесть, ускорение ползучести и ретчеттинг, наблюдаемые 
и изучаемые в экспериментальной механике деформируемого твердого 
тела, предлагается моделировать на основе определяющих соотноше-
ний, реализуемых в тензорно нелинейных вязкоупругих моделях макс-
велловского типа. Привлекается аппарат изотропных тензор-функций, 
зависящих от двух симметричных тензорных аргументов. Приводятся 
примеры сложного напряженного состояния в трубчатом образце, когда 
имеет место существенный непропорциональный рост во времени осе-
вой компоненты деформации при совместном действии постоянной 
осевой и колебательной сдвиговой нагрузок по сравнению со случаем 
действия только осевой нагрузки. Вводятся понятия обобщенного и 
комбинированного ретчеттинга в условиях сложного напряженного со-
стояния.
Ключевые слова: изотропная тензор-функция, инвариант, материальная 
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1. Определяющие соотношения в виде изотропных функций двух тензор-
ных аргументов. В линейной теории вязкоупругости известны две базовые 
одномерные модели, состоящие из различным образом соединенных друг 
с другом элементарных упругого и вязкого элементов, – модели Фойгта 
и Максвелла. В дифференциальных определяющих соотношениях модели 
Фойгта напряжение является линейной комбинацией деформации, в силу 
структуры модели совпадающей у двух элементов, и скорости деформа-
ции. В модели Максвелла скорость деформации есть линейная комбина-
ция напряжения, совпадающего в упругом и вязком звеньях, и скорости 
напряжения.



4	 ГЕОРГИЕВСКИЙ

В трехмерной изотропной теории вязкоупругости [1] говорят о средах 
фойгтовского типа, если в их дифференциальных определяющих соотноше-
ниях тензор напряжений s является некоторой изотропной, вообще говоря, 
нелинейной функцией двух тензорных аргументов – тензоров деформации e и 
скоростей деформаций  .e. Соответственно дифференциальные определяющие 
соотношения сред максвелловского типа связывают в виде изотропной нели-
нейной функции тензор скоростей деформаций  .e с тензорами напряжений s и 
скоростей напряжений  .s. Естественно, предполагается, что в каждый момент 
времени тензоры s и  .s локально независимы.

Известно [2, 3], что в трехмерном пространстве наиболее общее представ-
ление изотропной тензор-функции двух аргументов, связывающей симмет-
ричный тензор второго ранга (в данном случае  .e) с двумя симметричными 
тензорами второго ранга (s и  .s), следующее:
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где I  – единичный тензор второго ранга, а девять скалярных материаль-
ных функций K0, ..., K8 зависят от десяти функционально независимых 
инвариантов:
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среди которых последние четыре совместные. Точка над тензором означает 
его инвариантную, или объективную, производную по времени, такую что 
соотношение (1.1) остается инвариантным относительно вращений. Такой 
производной является, например, вращательная производная Яуманна, часто 
используемая в гидродинамике неньютоновских жидкостей [4, 5]:

	 = ,
t

∂s
s + ⋅∇s+ s⋅w−w⋅s

∂
v 	 (1.3)

где v – вектор скорости, w – тензор вихря. Однако в отличие от гидромеха-
нических приложений будем рассматривать деформирование вязкоупругой 
среды, в котором скорости и все компоненты градиента скоростей настолько 
малы, что нелинейными слагаемыми в (1.3) можно пренебречь по сравнению 
с частной производной по времени.

Представления функций двух тензорных аргументов, сходные по структуре 
с (1.1), (1.2), неоднократно использовались в задачах и приложениях механи-
ки деформируемого твердого тела при моделировании различных проявлений 
тензорной нелинейности в поведении сплошных сред под нагрузкой [6–9].

Остановимся на весьма частном виде тензор-функции (1.1), поз-
воляющем тем не менее качественно отразить некоторые эффекты 
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напряженно-деформированного состояния (НДС), о которых пойдет речь 
ниже. Пусть в (1.1) 
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где k01, k02, k1, k2, k7 и t – постоянные коэффициенты (материальные констан-
ты), характеризующие выбранную вязкоупругую среду, причем k01 и k1 имеют 
размерность динамической вязкости, k02, k2 и k7 – модулей упругости, а t – 
времени. Остальные помимо (1.4) материальные функции Ki в (1.1) положим 
тождественно нулевыми. Тогда определяющее соотношение (1.1) запишется 
следующим образом:
	 ( ) ( )lin nl= , ,e e s s + e s s    ,	 (1.5)
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где lin ( , )e s s   – физически линейный дифференциальный оператор, соответ-
ствующий трехмерной линейной модели Максвелла, а nl( , )e s s   – тензорно 
нелинейная составляющая скоростей деформаций, характеризуемая модулем 
k7 и временем релаксации t. Заметим, что и оператор nle  в (1.6), и вся сумма 
(1.5) формально тензорно линейны по первому аргументу s при любом вто-
ром аргументе  .s.

Разлагая тензоры  .e, s и  .s на девиаторные и шаровые составляющие
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соотношения (1.5), (1.6) можно представить в виде:
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Из (1.8) видно, что несжимаемость среды эквивалентна равенству беско-
нечности всех коэффициентов k01, k02, k1, k2 и k7. Из-за тензорной нелиней-
ности модели девиаторные и шаровые части скоростей деформаций одновре-
менно зависят и от девиаторных, и от шаровых частей напряжений, а не по 
раздельности, как в скалярно нелинейных изотропных моделях.

2. Тензорно нелинейные (ортогональные) эффекты НДС. Возьмем длин-
ный трубчатый образец постоянного круглого кольцевого сечения, матери-
ал которого удовлетворяет определяющим соотношениям (1.5), (1.6), и будем 
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производить различные выборочные процессы его нагружения во времени. 
Пусть в цилиндрической системе координат (r, q, z), связанной с осью z об-
разца, ненулевые физические компоненты тензоров s и  .s имеют вид:
	 ( )0 0 1= ( ) ( ), = = ( ) ( )sin ( ),zz z zh t t h tq qs s s s t + t wx x x

	 1= = ( ) ( )cos ,z z h t tq qs s wt wx  	 (2.1)
где h(t ) – функция Хевисайда, s0(x) > 0, t0(x) и t1(x) – не зависящие от t функ-
ции, обеспечивающие выполнение уравнений равновесия стержня и условий 
совместности в напряжениях. Для напряженного состояния (2.1) инварианты 
I1 и I2, входящие в (1.6), (1.8)–(1.10), следующие: 
	 1 0 2= , 0.I Is ≡ 	 (2.2)

Подставляя (2.1) и (2.2) в соотношения (1.5) и (1.6), выпишем ненулевые 
компоненты скоростей деформаций при t > 0:
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Наличие ненулевого коэффициента t/k7
3 приводит к тому, что осе-

вая компонента zze  явно зависит от частоты w и амплитуды t1 крутильных 
(qz)-колебаний. Относительное влияние параметров w и t1 на осевую скорость 
деформации характеризуется безразмерным отношением:
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Даже при малой амплитуде t1 крутильной (qz)-колебательной нагрузки 
(2.1) (t1 << s0) отношение (2.4) может достичь конечной величины за счет вы-
сокой частоты вибрации w. Показателен случай, когда линейные динамиче-
ские вязкости k01 и k1 равны бесконечности, т.е. lin = 0zze  и линейная состав-
ляющая осевой деформации образца постоянна. Тогда наличие nl zze  в (1.5) 
приводит к нарастанию осевой деформации по пульсирующему закону:

	 ( )2
1 03

7

( ) = (0) 2 sin2 .
2

zz zzt t t
k

t
e e + wt s w + w 	 (2.5)

Заметим, что в (2.4) и в (2.5) не входит присутствующая в (2.1) функция 
t0(x) – среднее по периоду колебаний крутильное напряжение sqz. Это гово-
рит о том, что на дополнительный, вызванный тензорной нелинейностью, 
рост осевой деформации не влияет, с нулевым или с ненулевым средним 
осуществляется вибрационный (qz)-процесс на основном фоне растяжения 
стержня вдоль оси z.

Аналогично (2.4) для компоненты zqe  имеем:
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В экспериментальной механике деформируемого твердого тела известны 
близкие к описанным выше эффекты поведения материалов под нагрузкой, 
реализуемые в сложном напряженном состоянии и называемые ортогональ-
ными эффектами НДС [8]. Кратко перечислим некоторые из них.

1) В работе [10] в испытаниях трубчатых образцов из алюминевых сплавов 
Д16Т и АД1 наблюдалось резкое возрастание скорости ползучести при добав-
лению к статическому напряжению вибрационного напряжения малой относи-
тельной амплитуды. Этот эффект, названный гораздо ранее виброползучестью 
[11], проявляется только в тех случаях, когда вид напряженного состояния при 
совместном действии статического и динамического напряжений отличается от 
вида статического напряженного состояния. В работе [10] предложена модель 
для описания полученных экспериментальных данных, в которой фигурирует 
кинетический параметр. В качестве количественной меры этого параметра ис-
пользуется величина угла поворота вектора максимального главного напряже-
ния при добавлении малых вибраций к основному напряженному состоянию.

2) Известны эксперименты [12], в которых немонотонные (периодические) 
нагрузки приводят к так называмому ускорению ползучести. Эти эксперимен-
ты не удается объяснить главными теориями вязкоупругости, т.е. теориями, 
основанными на однократных интегралах. В работе [13] показывается, что 
ускорение ползучести с вполне допустимой точностью можно моделировать 
на основе нелинейных определяющих соотношений теории вязкоупругости 
[14], имеющих в трехмерном случае следующий вид:

	
0

= ( , ) ( , ) ( ) ,
t

ij ijklmn mn klA t Q ds t t e e t t∫ 	 (2.7)

где Qmn – mn-ая компонента тензора Q:

	
1

1 1 1
0

= ( , ) : ( )d

−t 
−a t t e t t  

 
∫Q I q 	 (2.8)

В (2.7) и (2.8) A(t, t) – тензор шестого ранга внешних ядер релаксации, 
q(t, t) – тензор четвертого ранга внутренних ядер релаксации, a – по моду-
лю меньший единицы параметр, по которому можно вести разложение дроби 
в (2.8) в степенной ряд. Нулевое приближение этого разложения соответствует 
линейной теории вязкоупругости.

3) На протяжении последних трех десятилетий много работ посвящено 
ретчеттингу – одностороннему накоплению деформации в материале при его 
циклическом нагружении. В работах [9, 15] содержатся некоторые обзоры та-
ких работ, а также предлагается вариант классификации проявлений ретчет-
тинга в зависимости от степени сложности всего процесса деформирования. 
Обращает на себя внимание то, что единое устоявшееся определение термина 
“ретчеттинг” пока не сложилось. Некоторые понимают его только в узком 
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смысле и связывают с движением (“дрейфом”) петли гистерезиса при дей-
ствии циклической нагрузки в ортогональном основному процессу направ-
лении. Другие же не привязываются к моделированию ретчеттинга исклю-
чительно с позиций теории упругопластических процессов, трактуя данное 
понятие значительно шире.

3. Обобщенный ретчеттинг. Реализуем теперь другое, отличающееся от 
(2.1), напряженное состояние в трубчатом образце:
	 ( )0 0 1= ( ) ( ), = = ( ) ( )sin ( ),zz rz zrh t t h ts s s s t + t wx x x

	 1= = ( ) ( )cos .rz zr h t ts s wt wx  	 (3.1)
Различие состоит в том, что на фоне той же самой постоянной по времени 

осевой нагрузки s0(x) происходят не (qz)-колебания, а продольные сдвиговые 
(rz)-колебания с некоторым средним t0(x).

Подстановка (3.1) в определяющие соотношения (1.5), (1.6) приводит 
к тому, что выражения для осевых компонент zze , qqe  и rre  останутся та-
кими же, как и в (2.3), среди сдвиговых отличной от нуля будет только rze , 
причем вид ее будет такой же, как zqe  в (2.3). Выражения (2.4) и (2.5) со всеми 
выводами из них остаются в силе.

Таким образом, явление дополнительного нарастания во времени осевой 
деформации при действии сдвиговой колебательной нагрузки имеет место не 
только при классическом ретчеттинге, когда этой сдвиговой нагрузкой слу-
жат крутильные (qz)-колебания сечений, но и в случае продольных сдвиго-
вых (rz)-вибраций цилиндрических слоев трубчатого образца. Совпадение 
соответствующих компонент тензоров скоростей деформаций не только ка-
чественное, но и, как было выше установлено, количественное.

Аналогичная картина наблюдается, когда в качестве основной ненулевой 
фоновой нагрузки выбирается внутреннее давление с компонентой напряже-
ний srr (а следовательно, в силу уравнений равновесия и sqq):
	 0 0= ( ) ( ), = ( ) ( ),rr h t h tqqs s s sx x 	 (3.2)
а в качестве ненулевой колебательной сдвиговой либо srz:

	 ( )0 1 1= = ( ) ( )sin ( ), = = ( ) ( )cosrz zr rz zrt h t h t ts s t + t w s s wt wx x x  	 (3.3)

либо srq:

	 0 1 1= = ( ( ) ( )sin ) ( ), = = ( ) ( )cos .r r r rt h t h t tq q q qs s t + t w s s wt wx x x  	 (3.4)

Тогда происходит пульсирующее нарастание радиальной деформации err 
по аналогичным (2.3) и (2.5) законам:

	 2 2 2
1 03

01 1 7

1 1 2
= cos ,rr t

k k k

 t
e + + w t w s  

 
 	 (3.5)

	 ( )2
1 0 01 13

7

( ) = (0) 2 sin2 , = = .
2

rr rrt t t k k
k

t
e e + wt s w + w ∞ 	 (3.6)
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Совокупность описанных тензорно нелинейных эффектов, проявляющихся 
при формально разной геометрии НДС, уместно назвать термином “обобщен-
ный ретчеттинг”. Он заключается в существенном непропорциональном росте 
во времени компоненты eaa(t ) деформаций при совместном действии постоян-
ной saa и колебательной сдвиговой sab(t ) нагрузок (даже если амплитуда коле-
баний мала) по сравнению со случаем действия только нагрузки saa. Здесь (aa) 
и (ab) – диагональная и внедиагональная физические компоненты тензоров 
в ортогональной криволинейной системе координат (в рассмотренном случае 
в цилиндрической). Данный рост eaa(t ) не зависит от среднего по периоду ко-
лебаний значения eab(t ), но зависит от амплитуды и частоты вибрации.

4. Комбинированный ретчеттинг. Пусть во взятом выше трубчатом образце 
реализуется сложное напряженное состояние довольно общего комбиниро-
ванного вида:
	 = ( ) ( ), = , , ,h t z raa aas s a qx

	 (1) (1)
1 2= = ( ) ( )sin , = = ( ) ( )sin ,z z rz zr rzz h t t h t tq q qs s s w s s s wx x

	 (1)
3= = ( ) ( )sin ,r r r h t tq q qs s s wx

	 (1) (1)
1 1 2 2= = ( ) ( )cos , = = ( ) ( )cos ,z z rz zr rzz h t t h t tq q qs s w s w s s w s wx x   

	 (1)
3 3= = ( ) ( )cos ,r r r h t tq q qs s w s wx  	 (4.1)

где w1, w2 и w3 – вообще говоря, не связанные друг с другом частоты вибраций 
сдвиговых нагрузок, а амплитуды (1),zqs  (1)

rzs  и (1)
rqs  много меньше характерных 

значений saa. Средние за период колебания сдвиговые напряжения для про-
стоты положены нулевыми.

Вычислим на основе определяющих соотношений (1.5), (1.6) диагональ-
ные компоненты nl zze  и nl rre :

	
( )

( )

(1)22 2 2 (1)2 2
1 1 2 2

nl 3 (1) (1)(1)
7 3 3 2 1 2 1 2 1

cos cos2
= ,

cos sin cos sin cos

zz z rz
zz

z rz r

t t

k t t t t t

q

q q

 s w s w +w s w +t  e
 +s s s w w w w w +w w w 

 	 (4.2) 

	
( )

( )

(1)22 (1)2 2 2 2
2 2 3 3

nl 3 (1) (1)(1)
7 1 1 2 3 2 3 2 3

cos cos2
= .

cos sin cos sin cos

rr rz r
rr

z rz r

t t

k t t t t t

q

q q

 s w s w +w s w +t  e
 +s s s w w w w w +w w w 

 	 (4.3)

Второе слагаемое, стоящее в квадратных скобках в (4.2), имеет более вы-
сокий порядок малости чем первое слагаемое. Такая же ситуация имеет место 
и в отношении равенства (4.3). Таким образом, главные части тензорно нели-
нейных добавок (4.2) и (4.3) к диагональным компонентам скоростей дефор-
маций обусловлены наличием (qz)-, (rz)-сдвигов для zze  и (rz)-, (r q)-сдви-
гов для rre  и зависят от них аддитивно. Назовем тензорно нелинейное НДС 
в трубчатом образце, описывающееся соотношениями (4.1)–(4.3), комбини-
рованным ретчеттингом.
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Some effects of the stress-strain state, such as vibrocreep, creep acceleration and 
ratcheting, observed and studied in experimental mechanics of a deformable solid, 
are proposed to be modeled on the basis of constitutive relations implemented in 
tensor nonlinear viscoelastic Maxwell-type models. The apparatus of isotropic 
tensor functions depending on two symmetric tensor arguments is involved. 
Examples of a complex stress state in a tubular specimen are given, when there is a 
significant disproportionate increase in time of the axial component of strain under 
the combined action of constant axial and vibrational shear loads compared with 
the case of the action of only axial load. The concepts of generalized and combined 
ratcheting are introduced in conditions of a complex stress state.

Keywords: isotropic tensor function, invariant, material function, viscoelasticity, 
Maxwellian-type medium, vibration creep, ratcheting
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