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Рассмотрены два подхода к получению динамических уравнений распро-
странения малых возмущений перемещений, основанные на использова-
нии моделей гиперупругих и гипоупругих материалов. Показано, что эти 
уравнения взаимосвязаны. Для случая плоской монохроматической вол-
ны получены выражения акустических тензоров. Проведен сравнитель-
ный анализ влияния предварительных деформаций на скорости распро-
странения акустических волн в изотропных и анизотропных материалах. 
Выявлены эффекты, которые могут быть описаны только в рамках модели 
гипоупругой среды.
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1. Введение. Одной из важных проблем современной механики являет-
ся построение нелинейных моделей деформирования различных сред, их 
идентификация, верификация и создание на их основе математических мо-
делей процессов и состояний. Идентификация моделей нелинейной упру-
гости связана с определением большого числа констант, особенно если ма-
териал изначально обладает анизотропией свойств. Одним из возможных 
способов определения констант нелинейно упругого материала является 
измерение скоростей распространения акустических волн в предварительно 
деформированных телах из этих материалов. Этот способ основан на том, 
что фазовые скорости упругих волн зависят от величины предварительных 
напряжений (деформаций), что установлено в работах [1–3]. Интерес к во-
просам о распространении акустических волн в настоящее время связан с 
исследованием свойств кристаллов и горных пород [4, 5], развитием мето-
дов неразрушающего контроля в технике [6] и ультразвуковой диагностики 
в медицине [7, 8], применением их в сейсмологии и сейсморазведке [9].
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В линейно упругом теле из изотропного материала без предварительных 
деформаций распространяются волна сжатия (продольная) и волна сдвига 
(поперечная), что является следствием уравнений движения, записанных в 
перемещениях [10]. В анизотропных материалах наряду с продольной (квази-
продольной) волной распространяются две поперечные (квазипоперечные) 
волны. Распространение акустических волн в кристаллах в рамках линейной 
упругости подробно рассмотрено в монографии [11]. Вопросам распростра-
нения акустических волн в нелинейно упругих и упругопластических средах 
с предварительными напряжениями и конечными деформациями посвящены 
многочисленные работы отечественных и зарубежных исследователей [12–20]. 

В работах [3, 12–20] динамические уравнения распространения акустиче-
ских волн получены из уравнений движения упругой среды, записанных в 
лагранжевой форме. В работах [12, 13, 17–20] последовательно рассматрива-
ются как лагранжев, так и эйлеров подходы к записи уравнений движения. 
В работе [15] выведены уравнения движения в смешанной форме Лагранжа–
Эйлера. В работах [12, 14–16, 20] задача о распространении акустических волн 
в телах с предварительными конечными деформациями рассматривается как 
задача о малых возмущениях однородного деформированного состояния. В 
большинстве работ [12, 14–18, 20] среды в естественном состоянии являются 
изотропными, а в работах [12, 13, 18–20] распространение акустических волн 
рассматривается в средах с начальной упругой анизотропией, в частности в 
ортотропных средах [13, 19, 20]. 

В большинстве из перечисленных работ используется модель гиперупру-
гого материала, в которой постулируется существование упругого потенциала. 
В работах [16, 17, 19, 20] получены выражения для скоростей распростране-
ния продольных и поперечных волн в изотропных нелинейно упругих сре-
дах, которые могут быть использованы для определения констант, входящих 
в представление для упругого потенциала. В работах [15, 17–19] приведены 
результаты, отражающие влияние предварительных деформаций и напряже-
ний на скорости распространения акустических волн, в частности проявление 
анизотропии акустических свойств начально изотропного материала [15, 17]. 

Наряду с моделями гиперупругих материалов широкое распространение 
получили гипоупругие модели [21–23], в которых устанавливается связь меж-
ду коротационными производными тензора напряжений Коши и энергети-
чески сопряженными с этим тензором мерами деформаций. В данной работе 
рассмотрены два подхода к построению динамических уравнений с исполь-
зованием гиперупругих и гипоупругих моделей изотропных и анизотропных 
сред. Для двух вариантов динамических уравнений рассмотрен случай распро-
странения плоской монохроматической волны, получены выражения акусти-
ческих тензоров.

В качестве примера рассмотрены гиперупругие материалы с потенциалом, 
представленным разложением в ряд по степеням тензора деформаций [12, 20, 
24, 25]. В работах [14, 24] показано, что при сохранении в разложении чле-
нов третьего порядка такая модель для изотропного материала совпадает с 
моделью Мурнагана. Упругие свойства изотропного материала определяют-
ся в этом случае двумя константами второго порядка и тремя константами 
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третьего порядка. Работа [25] посвящена анализу нелинейных эффектов, опи-
сываемых моделью гиперупругого анизотропного материала с симметрией 
свойств, присущей кристаллам кубической сингонии. По симметрии упругих 
свойств такой материал наиболее близок к изотропному материалу, но в его 
модели определяются три константы второго порядка и шесть констант треть-
его порядка [11]. Модель гипоупругого анизотропного материала с кубиче-
ской симметрией свойств предложена в работе [26].

На основе полученных результатов проведен анализ влияния вида пред-
варительных деформаций на скорости распространения акустических волн в 
изотропных и анизотропных материалах в рамках рассмотренных гиперупру-
гих и гипоупругих моделей.

2. Две формы уравнений распространения акустических волн. Рассмотрим 
два возможных подхода к записи динамических уравнений распространения 
малых возмущений поля перемещений. Первый подход, традиционный [12–
20], связан с использованием в определяющих соотношениях тензора дефор-
маций Коши–Грина и энергетически сопряженного с ним второго тензора 
напряжений Пиолы–Кирхгоффа. Во втором подходе предлагается в качестве 
меры конечных деформаций использовать неголономную меру деформаций 
K, введенную в работе [23], и энергетически сопряженный с ней обобщен-
ный тензор истинных напряжений. В обоих случаях процесс распространения 
акустической волны будем рассматривать как процесс слабых возмущений, 
накладываемых на конечные деформации.

Пусть в начальный момент времени t0  в среде отсутствуют деформа-
ции и напряжения, а к моменту времени t1  создано однородное напряжен-
но-деформированное состояние, которому соответствует поле перемещений 
u u x1 1= ( , )t  и напряжения S S1 1= ( )t . Аффинор деформаций  свя-
зан с полем перемещений известным соотношением [10]:
 	 	 (2.1)

где Е – единичный тензор,  – набла-оператор начального состояния, 

x – радиус-вектор точки среды в момент времени t0 . 
Нагружение на интервале t t0 1,[ ]  полагается квазистатическим, а напряже-

ния S1  – уравновешенными, так что

	 ∇ ⋅ ≡1
1S 0,  

u 01 º 	 (2.2)

где  – набла-оператор деформированного состояния в момент вре-

мени t1 , u1  – ускорение, точкой обозначено скалярное произведение.
В момент времени t1  в рассматриваемой среде возбуждается звуковая вол-

на с полем перемещений u x x x u2 1 1 1 1( , ), ,τ τ= + = −t t . Считаем, что вы-
зываемые волной перемещения u2  и их градиенты малы, а также что в любой 
момент времени t t> 1  перемещения точек среды могут быть определены в 
виде суммы

	 u x u x u x( , ) ( , ) ( , )1 1 1 2 1t t= + τ  ∀ >t t1
 	 (2.3)
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Аффинор деформаций в момент времени t t> 1  определяется выражением:

Учитывая, что перемещения u2  определены в конфигурации t t= 1 , а так-
же связь между набла-операторами начального Ñ0()  и деформированного 
Ñ1()  состояний [10, 14] и соотношения (2.1), получим представление для аф-
финора деформаций в виде:

	 	 (2.4)

Ввиду предположения о малости перемещений u2  и градиентов Ñ1
2u  во 

всех дальнейших преобразованиях слагаемыми, содержащими Ñ1
2u  во вто-

рой и более высоких степенях, будем пренебрегать. 
Запишем уравнения движения среды в эйлеровой форме для момента вре-

мени t t2 1>  в виде:
	 ∇ ⋅ = +( )2

2 2 1 2S u uρ   	

или с учетом (2.2)
	 ∇ ⋅ =2

2 2 2S uρ  	 (2.5)

В рамках первого подхода к получению динамических уравнений тензор 
истинных напряжений Коши S2  требуется связать с тензором Пиолы–Кирх-
гоффа в соответствии с известными соотношениями , 
где J2 2= det Φ  [10, 14]. Следуя работе [12], представим тензор T2  разложе-
нием в ряд в окрестности состояния, соответствующего моменту времени t1 , 

	 ,	 (2.6)

где  – обобщенный тензор жесткости материала.
В соотношениях (2.6) тензор деформаций Коши–Грина ε1в соответствии 

с (2.1) определяется через поле перемещений u u x1 1= ( , )t  соотношениями:

E .

С учетом представлений (2.3) и (2.4) тензор деформаций 
	 ε2 = ε1 + ε12 ,	 (2.7)

где u u

На основании соотношений (2.6) и (2.7) второй тензор Пиолы–Кирхгоффа 
в момент времени t2  представляется выражением:
	 T T T2 1 12= + ,	 (2.8)
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где T12 = C  содержит градиент перемещений Ñ1
2u  в первой степени. 

Выражая тензор истинных напряжений S2  через T2  и подставляя вместе 
с (2.8) в уравнения движения (2.5), после преобразований получим динами-
ческие уравнения в виде:

	 ,	 (2.9)

где Σ1 £1 1 1= J S  – обобщенный тензор истинных напряжений в момент времени 
t1 . Уравнения (2.9) совпадают по форме с уравнениями, рассматриваемыми 
в работах [12, 16–20].

Рассмотрим второй подход к построению динамических уравнений. Ис-
пользуемая в этом случае неголономная мера деформаций K определяется в 
любой момент времени как решение дифференциального уравнения [10, 23]

K K K K WΩ Ω ,

в котором KD  – обобщенная яуманновская производная, тензор деформации 
скорости W  и тензор спина Ω  определяются через левую меру искажения 
U  и ортогональный тензор R , входящие в полярное разложение аффинора 
деформаций , соотношениями:

W R ΩU U U U R R R  .

В любой фиксированный момент времени компоненты меры K не выра-
жаются через поле перемещений конечными соотношениями, однако ее из-
менение на интервале t t1 2,[ ]  ввиду предположения о малости градиентов пе-
ремещений Ñ1

2u  определяется выражением:

	 K K K u u12 2 1
1

2 2
11

2
= − = ∇ + ∇( ) .	 (2.10)

Разложим обобщенный тензор напряжений 2 в ряд в окрестности состоя
ния, соответствующего моменту времени t1 :

	 ,	 (2.11)

где  – тензор четвертого ранга, имеющий смысл тензора 

жесткости.
Отметим, что при K1 0® ,  тензоры C K( )1  и  равны и совпа-

дают с постоянным тензором упругости материала, входящим в обобщенный 
закон Гука. Запишем соотношения (2.11) в виде, аналогичном (2.8):

	 .	 (2.12)
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Учитывая, что тензор истинных напряжений Коши , и под-
ставляя (2.12) в уравнения движения (2.5), после преобразований получим 
динамические уравнения распространения малых возмущений перемещений 
в виде:
	 .	 (2.13)

Уравнения (2.13) могут быть получены непосредственно из (2.9), если учесть 
связь между тензорами T12  и : . 
Уравнения (2.9) и (2.13) являются линеаризованными в том смысле, что при 
их выводе учитывалась малость градиентов перемещений Ñ1

2u .
Известным свойством неголономной меры деформаций K является связь 

ее первого инварианта с относительным изменением объема. В соответствии 
с выражением (2.10) ∇ ⋅ = ⋅ ⋅1

2 12u K E , и уравнения (2.13) могут быть запи-
саны в виде:
	 .	 (2.14)

Второе слагаемое в (2.14) связано с чисто объемной составляющей малых 
возмущений поля перемещений.

3. Динамические уравнения для гиперупругих и гипоупругих материалов. При 
построении моделей гиперупругих материалов постулируется существование 
упругого потенциала W, в качестве которого рассматривается удельная (отне-
сенная к единице начального объема) потенциальная энергия деформаций, 
дифференциал которой . В таких моделях напряжения опреде-
ляются выражением:
	 .	 (3.1)

В работах [16, 17, 19, 20, 24–26] используется разложение упругого потен-
циала в ряд по степеням тензора деформаций Коши–Грина:

	 ,	 (3.2)

где N  и L  – постоянные тензоры упругости четвертого и шестого рангов со-
ответственно, компоненты которых симметричны по парам индексов:

N N N Nijkl jikl ijlk klij= = =

L L L L L Lijklmn jiklmn ijlkmn ijklnm ijmnkl klijmn= = = = = .

Компоненты тензора N  связаны с константами упругости второго поряд-
ка, компоненты тензора L  – с константами упругости третьего порядка. В 
изотропном материале тензор N  имеет две независимые компоненты, а тен-
зор L  – три. Для анизотропных материалов тензоры N  и L  имеют наимень-
шее число ненулевых компонент в базисе главных осей анизотропии [10, 25].
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Для материала, в котором упругий потенциал определяется выражением 
(3.2), обобщенный тензор жесткости на основании соотношений (2.6) и (3.1) 
определяется выражением:

,

а динамические уравнения (2.9) преобразуются к виду:

	 .	 (3.3)

При рассмотрении гипоупругих материалов полагают, что связь между 
коротационными производными тензоров Σ и K является квазилинейной 
[21–23]:

.

Для гипоупругого материала определим удельную потенциальную энергию 
деформаций W ( )K , дифференциал которой , так что

.

По аналогии с (3.2) разложим потенциал W ( )K в степенной ряд: 

	 W K N KK L KKKR R( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
1
2

1
3! !

... ,	 (3.4)

где тензоры четвертого и шестого рангов NR  и LR  отнесены к вращающе-
муся базису ni .

В этом случае обобщенный тензор жесткости материала может быть пред-
ставлен выражением:

C K
K

N L K
K K

R R( )1

2

2 1

1

=
∂

∂
= + ⋅ ⋅

=

W ,

а динамические уравнения (2.13) принимают вид:

	 .	 (3.5)

В случае изотропного материала компоненты тензоров N  и L  в непод-
вижном базисе ei  совпадают с компонентами тензоров NR  и LR  во вращаю
щемся базисе ni (полярном). Пусть при этом деформации в момент времени 
t1  не сопровождаются жестким поворотом R E( )t1 º , тогда неголономная 
мера K U1 1= ln , т.е. совпадает с логарифмической мерой деформаций Ген-
ки. В этом случае потенциал (3.4) является потенциалом модели Генки–Мур-
нагана, предложенным в работе [24].
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Для анизотропного материала совпадение компонент тензоров N , L  и 
NR , LR  возможно только при использовании гипотезы о вращении главных 
осей анизотропии материала в соответствии с законом a a Ri it t( ) ( )= ⋅0 , где 
ai

0  – базис главных осей анизотропии материала в начальный момент вре-
мени t0 . Полагая, что в начальный момент базис главных осей анизотропии 
совпадает с декартовым базисом a ei i

0 = , получим, что в любой момент вре-
мени t t> 0  базис главных осей анизотропии совпадает с полярным базисом 
a ni it t( ) ( )= . Такое предположение о вращении главных осей анизотропии 
материала при деформации принималось в работах [10, 26].

4. Уравнения распространения плоской монохроматической волны. Рассмот
рим в среде с предварительными деформациями распространение плоской 
монохроматической волны, для которой поле перемещений имеет вид:

	 u x p n x2 1 1( , ) exp ( )τ ωτ= ⋅ +( )A i k ,	 (4.1)

где А – амплитуда, p  – вектор поляризации единичной длины, k  – волновое 
число, ω  – частота, n  – единичный вектор волновой нормали.

Получим из динамических уравнений (3.3) и (3.5) уравнения распростра-
нения акустических волн и выражения для акустического тензора [14]. При 
рассмотрении гиперупругих материалов для поля перемещений (4.1) запишем 
тензор деформаций:

.

Первое слагаемое из уравнений (3.3) преобразуется к виду 
, где  – мера конечных деформаций Фин-

гера [10, 14],  – обобщенный тензор Кристоффеля [11], 
определяемый как свойствами материала, так и направлением распростране-
ния волны.

На основании уравнений (3.3) уравнения распространения плоской моно-
хроматической волны могут быть записаны в виде:

	 A p p⋅ = ρ0
2c ,	 (4.2)

где с k= ω  – фазовая скорость распространения волны.
Акустический тензор среды [14] с предварительными деформациями ε1 

определяется выражением:
	 .	 (4.3)

Из уравнений (4.2) следует, что значение ρ0
2c  является собственным зна-

чением акустического тензора , а вектор поляризации – его собствен-
ным вектором. 

При рассмотрении модели гипоупругого материала по полю перемещений 
(4.1) определяется тензор деформаций:

K nu u n12 2 2
1
2

= +( )ik ,
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а динамические уравнения (3.5) преобразуются к виду (4.2), однако акустиче-
ский тензор и обобщенный тензор Кристоффеля зависят теперь от направле-
ния распространения волны и значения K1  неголономной меры деформаций:

	 .	 (4.4)

Полученное выражение для акустического тензора показывает, что в неко-
торых случаях предварительного напряженно-деформированного состояния 
материала и при произвольном направлении вектора волновой нормали тен-
зор A n K( , )1  может оказаться несимметричным. В этом случае векторы поля-
ризации продольной и поперечных волн оказываются неортогональными. В 
изотропном материале при рассмотрении главных волн [3, 14], для которых 
вектор волновой нормали направлен вдоль главных осей предварительных де-
формаций, акустический тензор всегда симметричен, а векторы поляризации 
продольной и поперечных волн ортогональны.

Расчеты скоростей распространения плоских волн через собственные зна-
чения акустического тензора (4.4) показали, что наличие слагаемого  
в выражении для акустического тензора в изотропных материалах влияет 
только на величину скорости распространения продольных волн, которые яв-
ляются объемными волнами. В анизотропных материалах с кубической сим-
метрией свойств это слагаемое оказывает влияние на величины как продоль-
ных, так и поперечных (сдвиговых) волн, распространяющихся под углом к 
осям анизотропии материала. Этот результат является следствием соотноше-
ний (2.14) и свойств неголономной меры деформаций K , первый инвариант 
которой изменяется только при объемном деформировании. 

5. Влияние предварительных деформаций на скорости распространения аку-
стических волн в изотропных и анизотропных материалах. Полученные в раз-
делах 3 и 4 динамические уравнения могут быть использованы для описания 
распространения акустических волн как в изотропных, так и в анизотропных 
материалах. Для этого требуется конкретизировать выражения для упругих 
потенциалов (3.2) и (3.4), а именно представить тензоры N , L  и NR , LR  
разложениями по инвариантным для данного типа материала тензорным ба-
зисам. В работах [24–26] были получены такие разложения для изотропных 
материалов и анизотропных материалов с кубической симметрией свойств. 
Наиболее удобными оказываются разложения тензоров упругих свойств чет-
вертого и шестого рангов по собственным базисным тензорам:

	 Ω  ,	 (5.1)

где Ω , – собственные тензоры для тензоров упругих свойств чет-
вертого ранга, B( ), ...β β = 1 k , – собственные тензоры для тензоров упругих 
свойств шестого ранга. Число m  равно количеству различных собственных 
значений тензора упругости четвертого ранга, а число k  – количество раз-
личных собственных значений тензора шестого ранга. Собственные тензо-
ры Ω  и B( )β  имеют наиболее простое представление в тензорных базисах 
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четвертого и шестого рангов, построенных на основе канонического базиса 
А.А. Ильюшина [10]:

I e e e e e e0
1 1 2 2 3 3

1

3
= + +( ),  I e e e e e e1

3 3 1 1 2 2
1

6
2= − −( ),  

I e e e e2
1 1 2 2

1

2
= −( )

I e e e e3
1 2 2 1

1

2
= +( ),  I e e e e4

2 3 3 2
1

2
= +( ),  I e e e e5

3 1 1 3
1

2
= +( )

I I I I Iαβ α β β α= +( )1
2

,  

I I I I I I I I I I I I I I I I I I Iαβγ α β γ β α γ γ α β α γ β β γ α γ β α= + + + + +( )1
6

,

где α β γ, , , ,...,= 0 1 5 , а векторы e e e1 2 3, ,  – единичные ортогональные векторы, 
которые в изотропном материале могут быть выбраны произвольно, а в ани-
зотропном материале направлены вдоль главных осей анизотропии материала 
в начальном состоянии. 

Для изотропного материала разложения (5.1) имеют вид:

	 Ω  ,	 (5.2)

где Ω , Ω , B I( )1 000= , 
B I I I I I( )2 011 022 033 044 055= + + + +  

 B I I I I I I I I( )3 = − +( )+ +( )+ − +(2

6

6

6

3

6

3

2
111 122 133 144 155 255 244 3452 ))

Константы N N1 2,  и n n n1 2 3, ,  связаны с константами упругости изотроп-
ного материала соответственно второго и третьего порядков [24].

В модели гипоупругого материала при построении тензоров NR , LR  век-
торы e e e1 2 3, ,  следует считать совпадающими с векторами полярного базиса, 
соотношения (5.2) при этом сохраняют свою форму.

В качестве примера анизотропного материала рассмотрим материал с сим-
метрией упругих свойств, присущей кристаллам кубической сингонии [10, 11, 
25]. Для таких анизотропных материалов разложения (5.1) имеют вид: 

	 Ω  ,	 (5.3)
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где Ω , Ω , Ω , B I( )1 000= , 

B I I( )2 011 022= +  B I I I( )3 033 044 055= + + , B I I( )4 1
3= −( )

6
111 122 , 

B I I I( )5 1
2= + −( )

6
144 155 133 , B I( )6 =

1

2
345 .

Константы N N N1 2 3, ,  и n n n n n n1 2 3 4 5 6, , , , ,  связаны с константами упруго-
сти второго и третьего порядков анизотропного материала с кубической сим-
метрией свойств [25, 26].

В модели гипоупругого анизотропного материала разложения тензоров 
NR , LR  по форме совпадают с (5.3), если считать, что векторы e e e1 2 3, ,  со-
впадают с векторами полярного базиса, в начальном состоянии направленны-
ми вдоль главных осей анизотропии. 

Рассмотрим результаты решения задачи об определении скоростей рас-
пространения акустических волн в изотропном материале и анизотропном 
материале с кубической симметрией свойств при двух видах предваритель-
ных деформаций: всестороннем сжатии  и чистом формоизменении 
в главных осях . При таких предварительных де-
формациях главные оси деформаций совпадают с одними и теми же матери-
альными волокнами, а в случае анизотропных материалов и с главными осями 
анизотропии. В этом случае неголономная мера деформаций K  совпадает с 
тензором деформаций Генки. В моделях гиперупругих и гипоупругих матери-
алов скорость распространения волны в направлении вектора волновой нор-
мали n  определяется через собственные значения акустического тензора (4.3) 
или (4.4) соответственно.

На рис. 1 и 2 приведены графики угловых зависимостей фазовых скоро-
стей распространения акустических волн при двух видах предварительных 

Рис. 1. Угловые зависимости фазовых скоростей распространения продольных cP  и попереч-
ных cSH , cSV  волн при предварительном всестороннем сжатии: а) изотропный материал;  
b) анизотропный материал с кубической симметрией свойств.
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деформаций для случая, когда вектор волновой нормали лежит в плоскости 
векторов e e1 2, , так что n e e= +cos sin .ϕ ϕ1 2  Для обоих случаев предвари-
тельных деформаций величина λ = 0.975. Для сравнения на рисунках точками 
приведены фазовые скорости в рассматриваемых материалах без предвари-
тельных деформаций при λ = 1 . Приведенные результаты расчетов получены 
для модели гипоупругого материала.

При чисто объемной предварительной деформации (рис. 1) как в изотроп-
ном, так и в анизотропном материале вид угловых зависимостей скоростей 
распространения продольных и поперечных волн по сравнению с недеформи-
рованным состоянием не изменяется. Происходит изменение только число-
вых значений этих скоростей. Как и в недеформированном состоянии после 
всестороннего сжатия в изотропном материале распространяется продольная 
волна и множество поперечных волн с векторами поляризации, расположен-
ными в плоскости, перпендикулярной вектору волновой нормали. В ани-
зотропном материале с кубической симметрией свойств наряду с продольной 
волной (P-волна) распространяются две поперечные волны: одна с вектором 
поляризации, расположенным в плоскости векторов e e1 2,  (SH-волна), вто-
рая (SV-волна) с вектором поляризации e3 . Названия волн, приведенные в 
скобках, используются в сейсмологии. Отметим, что скорость SV-волны не 
зависит от угла ϕ . Расчеты по моделям гиперупругого и гипоупругого мате-
риалов (при одинаковых значениях констант) дают качественно одинаковые 
результаты, различия только в абсолютных значениях.

При чистом формоизменении изотропного материала предварительные де-
формации приводят к появлению анизотропии материала в отношении ско-
ростей распространения акустических волн. Вместе с продольной волной рас-
пространяются две поперечные волны. В плоскости векторов e e1 2,  у материа
ла появляются акустические оси, ориентированные под углом 45° к главным 

Рис. 2. Угловые зависимости фазовых скоростей распространения продольных cP  и попе-
речных cSH , cSV  волн при предварительном формоизменении: а) изотропный материал; b) 
анизотропный материал с кубической симметрией свойств.
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осям деформаций, однако вид угловой зависимости фазовых скоростей в этой 
плоскости не соответствует известным для какой-либо кристаллографической 
системы [11]. Отметим, что модели гиперупругих и гипоупругих изотропных 
материалов приводят к качественно отличным результатам при расчетах ско-
ростей поперечных волн с вектором поляризации e3 , в направлении которого 
деформации не происходят. При расчетах по соотношениям (4.3) скорости 
распространения SV-волн изменяются относительно начальной скорости рас-
пространения сдвиговой волны в материале без деформаций, а при расчетах 
по соотношениям (4.4) скорость распространения этой волны при любом на-
правлении волновой нормали n  одинакова и равна начальному значению.

В анизотропном материале с кубической симметрией свойств предвари-
тельные деформации чистого формоизменения приводят к значительным 
изменениям картины угловой зависимости скоростей распространения про-
дольных и поперечных волн. В частности, если в таком материале при отсут-
ствии деформаций в плоскости векторов e e1 2,  расположены две акустические 
оси, направленные вдоль векторов e1  и e2 , то после деформаций эти оси по-
ворачиваются, составляя угол ±75° к вектору e1 . В анизотропном материале 
обе рассмотренные модели прогнозируют изменение скорости поперечной 
волны с вектором поляризации e3 .

6. Заключение. В статье рассмотрены два подхода к построению динами-
ческих уравнений распространения акустических волн в материалах с пред-
варительными конечными деформациями. Первый (традиционный) подход 
предполагает использование модели гиперупругого материала, второй (аль-
тернативный) подход использует модель гипоупругого материала. Для обоих 
подходов получены динамические уравнения в общем виде и их конкретиза-
ции при прохождении плоской монохроматической волны. Представления 
акустических тензоров (4.3) и (4.4) различны как по форме, так и тем, что вхо-
дящие в них обобщенные тензоры Кристоффеля М зависят от направления 
вектора волновой нормали, в модели гиперупругого материала – от значений 
тензора деформаций Коши–Грина ε1, а в модели гипоупругого материала – от 
значений неголономной меры деформаций K1 . Свойства меры деформаций 
K , связанные с тем, что ее первый инвариант не меняется при формоизме-
нении, а девиатор не зависит от объемных деформаций, позволяют получить 
более достоверные результаты при расчетах фазовых скоростей в изотропном 
материале с предварительными деформациями. 

Работа выполнена при поддержке госзадания Минобрнауки РФ (шифр 
FEWG-2023-0002).
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Abstract – Two approaches to obtaining dynamic equations for the propagation of 
displacement small disturbances are considered. These approaches are based on 
the use of models of hyperelastic and hypoelastic materials. We showed that these 
equations are interrelated. For the case of a plane monochromatic wave, expressions 
of acoustic tensors are obtained. 
A comparative analysis of the effect of preliminary deformations on the propagation 
velocity of acoustic waves in isotropic and anisotropic materials is carried out. In the 
model of a hypoelastic material, the acoustic tensor depends on a nonholonomic 
measure of finite deformations. A nonholonomic measure of deformations is defined 
in such a way that its first invariant does not change during shape change, and the 
deviator does not depend on volumetric deformations. In this regard, the use of a 
hypoelastic material model allows us to obtain more reliable results when calculating 
phase velocities in an isotropic material with preliminary deformation.
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