
ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА, 2024, № 6, с. 127–137

УДК 532.6:533.7

СТРУКТУРА ТЕЧЕНИЯ ВБЛИЗИ ПОВЕРХНОСТИ ИСПАРЕНИЯ

C 2024 г. В. Ю. Левашовa,*,**, А. П. Крюковa, А. Л. Кусовa

aМГУ им. М.В. Ломоносова, Научно-исследовательский институт механики, Москва, Россия
*e-mail: vyl69@mail.ru

**e-mail: levashovvy@imec.msu.ru

Поступила в редакцию 02.08.2024 г.
После доработки 16.09.2024 г.

Принята к публикации 11.10.2024 г.

Методом совместного решения кинетического уравнения Больцмана и уравнений механики
сплошной среды исследовано течение пара вблизи межфазной поверхности при испарении. По-
казано, что формирующаяся в этом процессе структура течения представляет собой совокупность
нескольких зон: неравновесная кинетическая область (слой Кнудсена); область равномерного по-
тока, в которой скорость, плотность и температура не изменяются по координате; контактный
разрыв и область с равномерным потоком за замыкающей ударной волной. Предложен подход,
позволяющий построить структуру течения при нестационарном испарении без решения кинети-
ческого уравнения Больцмана. Результаты применения этого подхода сравниваются с численны-
ми расчетами, выполненными с помощью метода совместного решения кинетического уравнения
Больцмана и уравнений механики сплошной среды, а также путем прямого статистического мо-
делирования Монте-Карло.
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Процесс испарения активно используется как в различных технических приложениях таких, на-
пример, как охлаждение микроэлектроники [1], системы кондиционирования воздуха [2], опресне-
ние воды [3], так и наблюдается в различных природных явлениях, например, испарение воды с по-
верхности водоемов и почвы [4–7]. Как отмечается в [8], систематическое изучение процесса испа-
рения было впервые начато работами Стефана [9, 10] и продолжается до настоящего времени. Ис-
следования в данном направлении ведутся как с использованием расчетно-теоретических, так и экс-
периментальных методов исследований. Теоретические исследования процесса испарения осуществ-
ляются в настоящее время методами механики сплошной среды, молекулярно-кинетической теории
и методами молекулярно-динамического моделирования [11–15]. В [16] рассмотрение задачи об ис-
парении материала с поверхности заданной температуры осуществлялось с использованием метода
прямого статистического моделирования Монте-Карло, а также решения уравнений Эйлера для за-
дачи о распаде разрыва. В результате моделирования обнаружено, что при невязком распаде разрыва
с последующим истечением газа в среду с малой плотностью за головной ударной волной образуется
горячий слой газа с температурой, существенно превосходящей начальную температуру толкающе-
го газа и независящей от плотности газа перед волной расширения. В [17] рассматривалась задача об
испарении с плоской поверхности при внезапном повышении ее температуры. Основное внимание
уделялось влиянию коэффициента испарения на картину движения газовой среды. Результаты ре-
шения получены на базе кинетического уравнения с S-модельным оператором столкновений. Было
показано, что при коэффициенте конденсации равном единице на некотором удалении от границы
раздела фаз “формируется равномерный поток, который через размытый контактный разрыв сопря-
гается с равномерным потоком за ударной волной, распространяющейся с постоянной скоростью по
невозмущенному газу”.
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В настоящей работе на базе метода совместного решения кинетического уравнения Больцмана
и уравнений механики сплошной среды [18,19] анализируется структура течения вблизи испаря-
ющейся поверхности. Показано, что при определенных условиях формируется структура течения,
аналогичная [17].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается одномерная задача об испарении с плоской поверхности в область, заполненную
неподвижным паром того же вещества, испарение которого реализуется. Пар занимает полупростран-
ство x > 0 и находится в термодинамическом равновесии с конденсированной фазой, расположен-
ной в полупространстве x < 0. Поверхность раздела фаз жидкость-пар представляет собой плоскость,
расположенную на координате x = 0. Считается, что в начальный момент времени параметры па-
ра (числовая плотность n0 и температура T0), находящегося около поверхности испарения, извест-
ны. Считается также, что вдали от поверхности испарения параметры пара остаются неизменными и
равными n0 и T0. В начальный момент времени температура поверхности увеличивается, становится
равной Tw и остается неизменной в течение всего процесса. Температуре Tw соответствует числовая
плотность испаряющегося вещества nw, определяемая кривой насыщения. Рассматривается случай,
когда Tw/T0 = 1.1. Величина nw варьируется в диапазоне от 1.1 ⩽ nw/n0 ⩽ 4.3. Необходимо опре-
делить структуру течения, а также значения макропараметров (плотность, температуру, скорость) в
каждой области этой структуры. Такая ситуация возможна на начальной стадии лазерной абляции.
В обзоре [20] отмечается, что «русский тезаурус понятий “утрата”, “потеря” содержит слова “испа-
ряться”, “улетучиваться”, имеющие непосредственное отношение к процессу абляции». В этой же ра-
боте при рассмотрении тепловой модели абляции (модели приповерхностного испарения) показана
возможность формирования при определенных условиях стационарной волны испарения, парамет-
ры которой рассчитываются, и утверждается, “что в наносекундном диапазоне результаты расчетов,
основанных на тепловой модели, хорошо согласуются с экспериментальными данными”. Поскольку
плотность жидкости значительно больше плотности пара, а характерные времена рассматриваемого
процесса малы, предполагается, что поверхность раздела фаз пар-жидкость остается неподвижной.

Далее все величины представлены в безразмерном виде. Безразмерная температура вводится де-
лением размерной величины на T0, безразмерная плотность (концентрация) делением на n0, без-
размерная скорость на u0 =

√
RT0, где R – удельная газовая постоянная, а безразмерный по-

ток массы на j0 = n0u0. Масштаб времени, характерный для процессов, описываемых уравнени-
ем Больцмана, определяется следующим условием: t0 = λ0/u0, где λ0 – средняя длина свободно-
го пробега молекул пара при параметрах n0 и T0. Безразмерная координата определяется делением
размерной величины на λ0.

В качестве основного метода решения, в настоящей работе использован метод совместного реше-
ния кинетического уравнения Больцмана и уравнений механики сплошной среды. Подробное опи-
сание этого подхода изложено в [19]. Применение данного подхода для исследования процессов ис-
парения в парогазовую среду представлено в [18]. Здесь приведем лишь краткое описание метода.
Известно [см., например, 21–24], что вблизи поверхности испарения/конденсации существует тон-
кий неравновесный слой (слой Кнудсена), в котором параметры пара претерпевают существенные
изменения в результате межмолекулярных столкновений. В методе совместного решения кинетиче-
ского уравнения Больцмана и уравнений механики сплошной среды поведение пара в слое Кнудсена
описывается кинетическим уравнением Больцмана, которое для одномерной нестационарной поста-
новки имеет следующий вид:

∂ f
∂t
+ ξx
∂ f
∂x
= J. (1.1)

Здесь f (x, t, ξ) – функция распределения молекул по скоростям для пара, x – декартова координата, t –
время, ξ – молекулярная скорость, J – интеграл столкновений, описывающий изменение функции
распределения в результате межмолекулярных столкновений.

Как отмечается в [25, 19, 11], для решения (1.1) должны быть известны функции распределе-
ния по скоростям молекул, “летящих” внутрь кинетической области, т.е. на межфазной поверхности
жидкость-пар (x = 0) должна быть известна (задана) функция распределения по скоростям при ξx > 0,
а на границе слоя Кнудсена при ξx < 0.На внешней границе слоя Кнудсена в качестве такой функции
используется функция Чепмена–Энскога, рассчитанная по параметрам из первой расчетной точки
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области сплошной среды. На межфазной поверхности в качестве граничной функции использует-
ся распределение Максвелла с температурой равной температуре поверхности (Tw), числовой плот-
ностью nw и нулевой переносной скоростью [11]. Внешняя граница слоя Кнудсена располагалась на
расстоянии 10λ0 от поверхности испарения.

Результатом решения (1.1) является функция распределения молекул по скоростям. Макропара-
метры пара, такие как плотность, температура, давление, потоки массы, энергии и другие момен-
ты функции распределения определяются интегрированием по трехмерному пространству скоро-
стей [25]. За пределами слоя Кнудсена описание системы базируется на уравнениях механики сплош-
ной среды, которые для одномерной постановки имеют следующий вид [26]:

∂ρ

∂t
+
∂ρu
∂x
= 0,

∂ρu
∂t
+
∂

∂x

(︀
ρu2)︀ = −∂p

∂x
+

4
3
∂

∂x

(︂
µ
∂u
∂x

)︂
,

∂ρe
∂t
+
∂ρeu
∂x
= −p

∂u
∂x
+

4
3
µ

(︂
∂u
∂x

)︂2

−
∂q
∂x
.

(1.2)

Здесь ρ = m0n – плотность (количество вещества в единице объема), p – давление, q – поток тепла,
e – внутренняя энергия, µ – коэффициент вязкости, m0 – масса молекулы.

На границе слоя Кнудсена осуществляется процедура “сшивания” полученных решений. При
этом результаты решения кинетического уравнения Больцмана используются в качестве граничных
условий для уравнений механики сплошной среды [19].

Применение данного подхода позволяет, с одной стороны, “обеспечить” уравнения механики
сплошной среды корректными граничными условиями, учитывающими неравновесные процессы
вблизи межфазной поверхности, а с другой стороны существенно сокращает время вычислений.

В качестве другого подхода в настоящей работе использовался метод прямого статистического мо-
делирования Монте-Карло [27], основанном на имитации движения молекул газа, столкновений их
между собой и взаимодействия молекул с границами расчетной области. Подробно применение мето-
да прямого статистического моделирования Монте-Карло к исследованию задач с испарением пред-
ставлено в [16, 28].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Распределения макропараметров, формирующихся вблизи поверхности испарения, для различ-
ных моментов времени представлены на рис. 1–5.

На рис. 1 представлены данные по изменениям скорости и концентрации пара вдоль координаты
для различных моментов времени для случая nw/n0 = 4.3,Tw/T0 = 1.1. Анализ рис. 1 показывает, что
на нестационарной стадии процесса испарения структура течения пара имеет вид, который схема-
тично представлен на рис. 2 (для удобства анализа, значения безразмерных плотности N, скорости U
и температуры T отнесены к соответствующим максимальным величинам Nmax, Umax и Tmax). Вдали
от поверхности испарения расположена область невозмущенного пара – область VI на рис. 2. В этой
области параметры пара постоянны. Слева от нее располагается область V, параметры в которой пре-
терпевают резкое изменение от параметров невозмущенного пара, до параметров области IV. Стоит
отметить, что в области IV параметры пара (плотность, температура, скорость) остаются неизмен-
ными. Как следует из результатов, представленных на рис. 1, эта область начинает формироваться в
первые моменты времени после начала процесса, и ее ширина постепенно увеличивается. Существу-
ет также еще одна область постоянных параметров – область II, левая граница которой находится
на расстоянии нескольких длин свободного пробега от поверхности испарения. Положение этой ле-
вой границы не изменяется во времени. В то же время, правая граница области II, движется от по-
верхности испарения, т.е. ширина зоны II возрастает. При этом параметры пара в этой области также
остаются неизменными. Между областями II и IV находится зона III, в которой некоторые парамет-
ры пара (плотность и температура) претерпевают резкое изменение. Причем, в отличие от V, где все
параметры возрастают, в III наблюдается увеличение плотности и спад температуры. Скорость же в
областях II, III, и IV остается примерно постоянной. Вблизи поверхности испарения существует узкая
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Рис. 1. Профили безразмерной плотности N (сплошные линии) и безразмерной скорости U (пунктирные ли-
нии) для nw/n0 = 4.3,Tw/T0 = 1.1.

область I (слой Кнудсена), в которой наблюдается резкое изменение макропараметров – уменьшение
плотности и температуры, рост скорости.

На рис. 3 представлены результаты расчетов профилей макропараметров – температура (а), ско-
рость (б) и давление (в) – для случая nw/n0 = 4.3,Tw/T0 = 1.1, полученных методами прямого стати-
стического моделирования Монте-Карло (на рисунке обозначены пунктиром) и методом совместно-
го решения кинетического уравнения Больцмана и уравнений механики сплошной среды (сплошные
линии) для разных моментов времени.

Из рис. 3 видно, что через некоторое время вблизи поверхности испарения формируется стаци-
онарная структура течения, аналогичная структуре, представленной на рис. 2. При этом параметры
потока в областях II и IV остаются неизменными. Таким образом, в процессе испарения формиру-
ется структура течения в виде двух волн – головная волна, вторичная волна и области постоянных
параметров за этими волнами, см. рис. 1.

Более наглядное представление о типе реализующейся структуры течения позволяют получить
данные, представленные в виде (x-t) диаграмм. X-t диаграммы макропараметров для случая nw/n0 =
= 4.3, Tw/T0 = 1.1 представлены на рис. 4.

Из анализа данных рис. 4 видно, что головная волна представляет, согласно классификации [29],
разрыв второго типа, т.е. ударную волну, движущуюся с постоянной скоростью Wsw = 1.74 (скорость
волны может быть определена по углу наклона на x-t диаграмме плотности). При этом видно, что
фронт волны не претерпевает изменений. За головной волной реализуется поверхность разрыва пер-
вого типа (согласно [29]) – контактный разрыв. Из рис. 4 видно, что контактный разрыв с течени-
ем времени становится все более “размытым”. Средняя скорость движения контактного разрыва для
рассматриваемого случая составляет Wcb ≈ 0.62.
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Рис. 2. Схематичное изображение структуры течения.

Анализ структуры течения позволяет записать соответствующие законы сохранения на каждой по-
верхности разрыва. В безразмерном виде в системе координат, связанной с фронтом ударной волны,
эти соотношения можно записать следующим образом [29]:

Головная волна

nVIWsw = nIV (Wsw − uIV) , (2.1)

nVITVI + nVIW2
sw = nIVTIV + nIV(Wsw − uIV)2, (2.2)

γ

γ − 1
TVI +

1
2

W2
sw =

γ

γ − 1
TIV +

1
2

(Wsw − uIV)2. (2.3)

Контактный разрыв
uIV = uII,

pIV = pII → nIVTIV = nIITII.
(2.4)

Здесь нижний индекс обозначает величины макропараметров в соответствующей области струк-
туры (см. рис. 2).

Согласно [24] существует взаимосвязь между потоком массы испаряющегося вещества (nIIuII),
плотностью испаряющегося вещества (nw) и плотностью пара на внешней границе слоя Кнудсена
(nII). Для рассматриваемой в настоящей работе ситуации эта взаимосвязь имеет следующий вид:

nIIuII = 0.6
√︀

2TS (nw − nII)
√︂

nII

nw
(2.5)

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА № 6 2024



132 ЛЕВАШОВ и др.

(a) (б)

(в)

1.4

1.35

1.3

1.25

1.2

1.15

1.1

1.05

0.95

0.9

0.85

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

−0.1

2.6

2.4

2.2

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

T

P

U

0               0.4             0.8             1.2            1.6              2               2.4

t = 7.1
t = 71.4
t = 714.5

x(T  /T  )   /t0 w
1/2

0               0.4             0.8             1.2            1.6              2               2.4
x(T  /T  )   /t0 w

1/2

0               0.4             0.8             1.2            1.6              2               2.4
x(T  /T  )   /t0 w

1/2

t = 7.1
t = 71.4
t = 714.5

t = 7.1
t = 71.4
t = 714.5

Рис. 3. Профили макропараметров для разных моментов времени при nw/n0 = 4.3,Tw/T0 = 1.1: (а–в) – темпера-
тура, скорость, давление. Сплошные линии – метод совместного решения кинетического уравнения Больцма-
на и уравнений механики сплошной среды, пунктирные линии – метод прямого статистического моделирова-
ния Монте-Карло.

Также можно воспользоваться соотношением [24] между интенсивностью испарения и скачком
температуры. Для рассматриваемого случая эта взаимосвязь будет иметь вид:

Tw − TII

TS
= 0.265

nw − nII
√

nwnII
(2.6)

Таким образом, имеем систему шести уравнений (2.1)–(2.6), содержащую (при заданных nVI, TVI,
Tw и nw) 6 неизвестных величин: nIV, vIV, TIV, Wsw, nII, TII.
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(a) (á) 

  
(â) (ã) 

 Рис. 4. X-t диаграммы течения (nwn0 = 4.3,TwT0 = 1.1): (a–г) – плотность,температура, скорость, давление.

Результаты решения системы (2.1)–(2.6) и сравнение с расчетами, выполненными на базе метода
совместного решения кинетического уравнения Больцмана и уравнений механики сплошной среды
(КУБ&УМСС), представлены в табл. 1.

Из таблицы видно, что результаты решения системы (2.1)–(2.6) близки к данным, полученным
путем более точного сшивного решения.

При использовании системы (2.1)–(2.6) важно знать, всегда ли структура течения соответствует
схеме, представленной на рисунках 2 и 4. Для ответа на этот вопрос были проведены расчеты неста-
ционарных стадий процесса испарения для различных отношений nw/n0. Результаты расчетов пред-
ставлены на рис. 5. Анализ рис. 5 позволяет сделать следующий вывод. При отношении nw/n0 ≈ 1.1
наблюдаются различия в структуре течения по сравнению с другими значениями nw/n0. Так, напри-
мер, для этого случая плотность пара за слоем Кнудсена уменьшается, а температура за контактным
разрывом больше, чем в области за ударной волной (в отличие от варианта nw/n0 ⩾ 1.5). Тем не менее,
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Таблица 1. Параметры пара в различных зонах

Начальные параметры

Tw 1.1 1.1

nw 4.3 3.0

TVI 1.0 1.0

nVI 1.0 1.0

vVI 0.0 0.0

Результаты решения

КУБ&УМСС Система
(2.1)–(2.6)

КУБ&УМСС Система
(2.1)–(2.6)

TIV 1.35 1.34 1.25 1.25

nIV 1.51 1.51 1.38 1.38

VIV 0.59 0.59 0.45 0.45

TII 0.88 0.91 0.93 0.95

nII 2.31 2.24 1.86 1.82

VII 0.59 0.59 0.45 0.45

Wsw 1.72 1.74 1.63 1.63

X

N U

N
S
=1.1

N
S
=1.5

N
S
=2.0

X

T P

N
S
=1.1

N
S
=1.5

N
S
=2.0

(а) (б)
X X

N PTU

1.6

1.5

1.4

1.3

1.2

1.1

1

0.9

1.6

1.5

1.4

1.3

1.2

1.1

1

0.9
0          20        40        60        80        100      120      140      160      180      200 0          20        40        60        80        100      120      140      160      180      200

0.32

0.28

0.24

0.2

0.16

0.12

0.08

0.04

0

1.18

1.16

1.14

1.12

1.1

1.08

1.06

1.04

1.02

1

0.98

N  = 1.1

N  = 1.5

N  = 2.0

N  = 1.1

N  = 1.5

N  = 2.0

s s

s

s

s

s

Рис. 5. Зависимости N, U (а) и T , P (б) от координаты при nw/n0 = 1.1, 1.5, 2.0 и Tw = 1.1 для момента времени
t = 88.0.

анализ данных по изменению скорости, давления и температуры позволяет сделать вывод о существо-
вании двух разрывов – ударной волны и контактного и в этом случае, т.е. при nw/n0 ≈ 1.1. Результаты
сравнения расчетов по системе (2.1)–(2.6) и методом совместного решения кинетического уравне-
ния Больцмана и уравнений механики сплошной среды (КУБ&УМСС) для отношения nw/n0 ≈ 1.1
представлены в табл. 2.
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Таблица 2. Параметры пара в различных зонах при nw/n0 = 1.1 и Tw = 1.1

Начальные параметры

Tw 1.1

nw 1.1

TVI 1.0

nVI 1.0

vVI 0.0

Результаты решения

КУБ&УМСС Система (2.1)–(2.6)

TIV 1.037 1.05

nIV 1.056 1.07

VIV 0.071 0.094

TII 1.06 1.08

nII 1.03 1.04

VII 0.07 0.094

Wsw 1.36 1.36

Из таблицы видно, что результаты решения системы (2.1)–(2.6) удовлетворительно совпадают с
более точным решением. Наибольшие различия этих расчетов получаются при определении скоро-
стей за контактным разрывом и за ударной волной.

Таким образом, можно считать, что в первом приближении система (2.1)–(2.6) предостав-
ляет возможность установить структуру течения при нестационарном испарении с плоской по-
верхности без решения системы (1.1), (1.2) или метода прямого статистического моделирования
Монте-Карло, а также позволяет определить интенсивность процесса массопереноса при испарении
с плоской поверхности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ результатов решения задачи о нестационарном испарении в среду собственного пара ме-
тодами совместного решения кинетического уравнения Больцмана и уравнений механики сплошной
среды, а также метода прямого статистического моделирования Монте-Карло показал, что в рассмот-
ренном в работе диапазоне отношений температур и числовых плотностей, наблюдается формирова-
ние вблизи испаряющейся поверхности структуры, состоящей из областей постоянных параметров,
ударной волны и контактного разрыва.

Показано, что упрощенный подход, базирующийся на уравнениях сохранения на ударной волне
и контактном разрыве, дополненный кинетическими соотношениями для потока массы испаряюще-
гося вещества и скачка температуры позволяет установить структуру течения при нестационарном
испарении без решения кинетического уравнения Больцмана совместно с уравнениями механики
сплошной среды или метода прямого статистического моделирования Монте-Карло.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-19-00044. Авторы бла-
годарят П.Ю. Георгиевского за помощь в подготовке x-t диаграмм и анализ структуры возникающего
течения.
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FLOW STRUCTURE NEAR AN EVAPORATION SURFACE
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Abstract—The vapor flow near an interphase surface is studied by solving jointly the kinetic
Boltzmann equation and the equations of continuum mechanics in the case of evaporation. It
is shown that the flow structure formed in this case represents the totality of several zones, namely,
the kinetic nonequilibrium region (Knudsen layer), the uniform flow region, where the velocity,
density, and temperature are coordinate-independent, the contact discontinuity, and a region of
uniform flow behind a closing shock wave. An approach is proposed, which makes it possible
to construct the flow structure in the case of time-dependent evaporation without solving the
kinetic Boltzmann equation. The results of the application of this approach are compared with
numerical calculations obtained using the joint solution of the kinetic Boltzmann equation and
the continuum mechanics equations and also by means of the direct statistical Monte-Carlo
simulation.

Keywords: evaporation, shock waves, contact discontinuities, kinetic Boltzmann equations,
Monte-Carlo method of direct statistical simulation
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