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Рассматривается точное автомодельное решение типа бегущей тепловой волны для нестаци-
онарной нелинейной системы радиационно-кондуктивного теплообмена в декартовой геомет-
рии. Радиационная составляющая рассматривается в кинетической модели при специально
подобранных коэффициентах поглощения и рассеяния. Приводится пример тестовой задачи
в плоской геометрии.
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ВВЕДЕНИЕ

Аналитические решения для уравнений математической физики очень важны в качестве тестов
для численных методов. Их ценность резко возрастает, если они качественно моделируют физиче-
ские процессы. В 1963 году была опубликована работа [1], где были рассмотрены различные вари-
анты точных решений для квазилинейного уравнения теплопроводности. В 1979 году сотрудниками
РФЯЦ–ВНИИТФ было предложено точное автомодельное решение уравнения переноса фотонов в
плоском слое для нестационарной кинетической модели в чисто поглощающей среде [2]. Для постро-
ения решения было предложено использовать предопределенный вид коэффициента поглощения,
пропорциональность внутренней энергии четвертой степени температуры и представление темпера-
туры через автомодельную переменную. Этот подход оказался весьма плодотворным, он успешно раз-
вивался, и предложенный класс точных решений используется в РФЯЦ–ВНИИТФ [3–9]. В данной
работе показана возможность применения рассматриваемой методологии построения точных реше-
ний для сложного радиационно-кондуктивного теплообмена.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Система уравнений, описывающая радиационно-кондуктивный теплообмен в неподвижной сре-
де, состоит из спектрального кинетического уравнения переноса, описывающего перенос, поглоще-
ние и рассеяние теплового излучения, уравнения энергии, описывающего изменение температуры
с учетом теплопроводности. Согласно [10], уравнения в равновесном спектральном случае для изо-
тропного рассеяния ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где Iν (r,Ω, ν, t) – интенсивность излучения в точке с радиус-вектором r в момент времени t в направ-
лении Ω, αν (T, ν) = αcν (T, ν) + αsν (T, ν) – коэффициент ослабления, равный сумме коэффициентов
поглощения и рассеяния, T (r, t) – температура вещества, E (T ) – удельная внутренняя энергия веще-
ства, σ, p – положительные константы, Bν (ν,T ) = pν3

(︀
eν/T − 1

)︀−1
– функция Планка (B (T ) = σT 4 – в

приближении “серой материи”), ρ (r, t) – плотность вещества, Sc = −k∇T – вектор потока кондук-
тивного тепла, k (r,T ) – коэффициент теплопроводности, ν – энергия фотонов.

Для системы уравнений (1.1) в области Γ пространства Rn̄ c замкнутой границей Γ̄ решается сме-
шанная задача с начальными и граничными условиями

Iν (r,Ω, t = 0) = I0
ν (r,Ω) , Iν

(︀
r ∈ Γ̄,n ·Ω < 0, t

)︀
= Iν

(︀
r ∈ Γ̄,Ω, t

)︀
,

T (r, t = 0) = T 0 (r),
(1.2)

T
(︀
r ∈ Γ̄, t

)︀
= TΓ̄ (r, t), (1.3)

где n – внешняя нормаль к Γ̄. Для учета явления кондуктивной теплопроводности ограничимся гра-
ничными условиями первого рода (1.3).

Система (1.1) описывает нестационарный перенос излучения. Отметим, что в работе [11] дока-
зывается существование и единственность решения даже для более сложного случая теплообмена с
дополнительным учетом ионной теплопроводности.

2. АВТОМОДЕЛЬНЫЕ ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Аналогично [8] будем рассматривать многокомпонентную гомогенную смесь, состоящую из ̂︀m ве-
ществ, которая удовлетворяет модели [11]

ẑν =
∑︁

m

cmẑν,m,
∑︁

m

cm = 1,

где ẑν – некоторая характеристика вещества, cm – массовая доля вещества, m = 1, 2, ..., ̂︀m – индекс
вещества. Также, предполагая степенную зависимость энергии вещества от температуры, представим
уравнение состояния в форме E* = C̃V,*T h̃ *, где C̃V,* (T ) =

∑︀
m

cmC̃V,*,m (T ) – удельная теплоемкость ве-

щества, h̃* > 0 – показатель степени, и символ * определяет тип переноса тепла.
Рассмотрим отдельно уравнения, описывающие кондуктивную и радиационную составляющие.

Перенос тепла за счет теплопроводности записывается так

ρ
∂EC

∂t
= ∇ · (k∇T ), (2.1)

а система уравнений лучистого переноса энергии⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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Для уравнения (2.1) в работе [1] рассматривается набор различных точных решений и, в частности,
бегущая тепловая волна, распространяющаяся с постоянной скоростью. Пусть k = k0T , T = ξи ξ (r, t) –
автомодельная переменная, тогда в многомерном случае для гомогенной смеси ее можно описать

ξ = ξ1 (ξtt + ξ∇r + ξ0) , ξ∇ =
∇ξ

ξ1
, C̃V,C = k0(∇ξ)2

(︂
ρ
∂ξ

∂t
T h̃C−1

)︂−1

, (2.3)

где ξt, ξ1, ξ0, k0 > 0 – константы.
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Решение системы (2.2) ищем в виде

T = ξ, Iν = Bν f , αsν,m = αs0αcν,m, αcν,m = αc0,m
∂ ln Bν
∂ξ
.

Здесь f (r,Ω) > 0 – некоторая функция, αc0 > 0, αs0 ⩾ 0 – константы. Подставляя эти выражения
в (2.2), получим

ξ = ξ1 (ξtt + ξ∇ · r + ξ0) , −1 ⩽ µ = cos (Ω · ξ∇) ⩽ 1,
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4π
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)︀ , ∫︁
Ω
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γ =
|∇ξ|
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, δ =
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∇ξ
, C̃V,R =

16παc0σT 4−h̃r
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)︁
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1 − αs0 ̂︀f)︁ .

(2.4)

Очевидно, что C̃V (T ) будет константой только в случае h̃ = 4. Таким образом, получено решение
для нестационарного случая [8]. Если рассмотреть квазистационарный режим (∂Iν∂t = 0), то достаточно

положить в (7) ∂ξ∂t = 0 для параметра γ [8]. Сопоставляя формулы (2.3) и (2.4), легко убедиться, что вид
автомодельной переменной ξ совпадает и, выбирая двучленное уравнение состояния в виде

E = ER + EC =

⎛⎝16παc0σT 4−h̃R
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ρ
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,

мы получим точное решение системы (1.1). В работе [6] рассматривается автомодельное точное реше-
ние для системы уравнений, описывающей перенос лучистой энергии в приближении спектральной
диффузии. Автомодельная переменная имеет тот же вид, как и в (2.3), (2.4), что позволяет предполо-
жить возможность построения аналогичного точного решения с учетом теплопроводности.

3. ПРИМЕР

В качестве примера рассмотрим задачу о прогреве холодной чисто поглощающей двухкомпонент-
ной среды тепловой волной в приближении “серой материи” для плоского слоя. Важным фактом яв-
ляется наличие ограничений на выбор констант для рассматриваемого автомодельного решения, в
частности, условие C̃V (T ) > 0. Для решения кинетического уравнения необходимо также выполне-
ние условий

⃒⃒
γ
⃒⃒
< 1, αs0 ̂︀f > 1. В начальный момент времени зададим фоновую температуру T 0 = 0.0001

и выберем следующий набор констант:

̂︀m = 2, c1 = 0.2, c2 = 0.8, αc0,1 = 5, αc0,2 = 2.5, αs0 = 0, k0,1 = 9, k0,2 = 4,

ρ1 = 0.2, ρ2 = 0.8, ξ1 = 1, ξ0 = 0, ξ∇ = −0.5, ξt = 5, h̃r = 4, h̃c = 1.

Тогда точное автомодельное решение для радиационно-кондуктивного переноса тепла описывается
формулами

T =

{︃
ξ = 5t − 0.5z, T > T 0;
T 0, T ⩽ T 0;

I0 = B
(︀
T 0)︀ , I =

{︃
f B = − 3γ

(1+γµ) B, T > T 0;

B, T ⩽ T 0;

C̃V =
6σ
5

(︁ ̂︀f − 1
)︁

T 3 + 0.25, γ = −0.5/(3 + 5/3000), αc =
3
T
, k = 5T.

Задача решалась в области z ∈ [0, 0.25]. Радиационный перенос энергии моделировался мето-
дом дискретных ординат с гауссовой квадратурой с 20 узлами. В качестве конечно-разностной схе-
мы использовалась нелинейная TVD-подобная схема повышенного порядка точности с ограничи-
телем Ван Альбада [12,13]. Уравнение теплопроводности аппроксимировалось конечно-разностной
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схемой РОМБ [14]. Счет по времени осуществлялся по неявной схеме Эйлера первого порядка точ-
ности. Расчет велся до момента времени t = 0.02 с сеточным шагом по пространству ∆z = 0.002 и по
времени ∆t = 0.00001. Заданная точность численного моделирования по температуре определялась
величиной 10−6.

Во многих приложениях интересны следующие характеристики теплового поля, которые для дан-
ного точного решения имеют вид

U =

1∫︁
−1

I
c

dµ =
δArthγ

c
B, P =

1∫︁
−1

µ
2 I

c
dµ = 2δ

Arthγ − γ
cγ2 B,

S R =

1∫︁
−1

µIdµ = 2δ
γ − Arthγ
γ

B, S C = −k
∂T
∂z
,

где U – плотность излучения, P – давление излучения, S R – поток излучения, µ– косинус угла полета
фотонов. Результаты расчетов и аналитические представления некоторых важных величин теплового
поля для решения, представляющего собой линейную волну, исходящую из начала координат, пред-
ставлены на рис. 1–3. Аналитические данные представлены сплошной линией, численные результа-
ты – пунктирными линиями с маркерами.

Из расчета видно, что численные результаты для представленных величин хорошо совпадают
с аналитическими. Заметное отличие наблюдается только для температуры на фронте прохожде-
ния тепловой волны. Приведенный пример показывает возможность применения рассматриваемого
класса точных решений для исследования численных методов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлено точное автомодельное решение для спектральной нелинейной системы,
описывающей перенос тепла для поглощающей, излучающей и изотропно рассеивающей среды

Рис. 1. Профили температуры T : сплошная линия – аналитическое решение, пунктирная линия с маркером –
численное решение.
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Рис. 2. Профили радиационного S R (маркер окружность) и кондуктивного S C (маркер точка) потоков, анали-
тические решения – сплошная линия.

Рис. 3. Профили интегральной интенсивности cU (маркер точка) и давления излучения, умноженного на ско-
рость света, cP (маркер окружность), аналитические решения – сплошная линия.
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в кинетической модели с учетом тепловодности в декартовой системе координат. Решение существует
в случае нестационарного, квазистационарного и регулярного режимов для кинетического уравнения
переноса. Несмотря на некоторые недостатки изложенного подхода, например, предопределенный
вид коэффициентов поглощения и рассеивания, важным, по мнению автора, является простота ре-
ализации и описание интенсивности излучения Iν. Это дает возможность получения других характе-
ристик теплового поля, что особенно важно при разработке и отладке методов моделирования задач
сложного теплообмена.
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AN EXACT SOLUTION FOR A TIME-DEPENDENT SYSTEM

OF RADIATIVE-CONDUCTIVE HEAT TRANSFER EQUATIONS

V. V. Zaviyalova,*

aRussian Federal Nuclear Center, Zababakhin All-Russian Research Institute of Technical Physics,
Snezhinsk, Russia

*e-mail: v.v.zaviyalov@vniitf.ru

Abstract—An exact self-similar solution of the type of a traveling heat wave for the time-dependent
nonlinear system of radiative-conductive heat transport equations in the Cartesian geometry is
considered. The radiation component is considered in the kinetic model with specially adjusted
absorption and scattering coefficients. An example of the test problem in the plane geometry is
given.

Keywords: heat transfer, exact solution

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА № 6 2024


