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Аннотация. Цель работы — исследование возможности реконструкции по временным рядам автоколебательных
систем с переменным временем запаздывания, демонстрирующих режимы турбулентного и ламинарного хаоса.
Методы. Объектом исследования в работе являются автоколебательные системы, описываемые дифференциальными
уравнениями с запаздыванием, в которых время задержки модулируется внешним периодическим сигналом. Рассмотре-
на возможность оценки параметров систем с модуляцией времени запаздывания по их временным рядам с помощью
известного метода реконструкции систем с постоянным временем задержки, который основан на статистическом
анализе временных интервалов между всеми возможными парами экстремумов временного ряда. Предложен новый
метод оценки параметров систем с переменным временем запаздывания, основанный на статистическом анализе
временных интервалов между двумя последовательными экстремумами временного ряда. Результаты. Показано, что
в некоторых случаях известные методы реконструкции систем с постоянным временем запаздывания эффективны
и для реконструкции систем с изменяющимся временем задержки. С их помощью можно оценить среднее время
запаздывания и восстановить нелинейную функцию системы. Предложенный метод реконструкции, ориентированный
на применение к системам с запаздыванием с модуляцией времени задержки, позволяет оценить частоту и амплитуду
модуляции времени запаздывания. Заключение. Полученные результаты представляют интерес для различных научных
дисциплин, исследующих системы с переменным временем запаздывания по их временным рядам.
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Abstract. The aim of our research is to study the possibility of reconstruction from time series the self-oscillating systems with
variable time delay, demonstrating regimes of turbulent and laminar chaos. Methods. The object of study is self-oscillating
systems described by delay-differential equations, in which the delay time is modulated by an external periodic signal.
The possibility of estimating the parameters of systems with delay time modulation from their time series is considered
using the known method for reconstructing systems with constant delay time, which is based on statistical analysis of time
intervals between all possible pairs of extrema in time series. A new method for estimating the parameters of systems with
variable delay time is proposed, based on statistical analysis of time intervals between two successive extrema in time series.
Results. It is shown that in some cases the known methods for reconstructing systems with constant delay time are also
effective for reconstructing systems with varying delay time. With their help, one can estimate the mean delay time and
recove the nonlinear function of the system. The proposed method, aimed at application to time-delay systems with delay time
modulation, allows one to estimate the frequency and amplitude of delay time modulation. Conclusion. The obtained results
are of interest to various scientific disciplines that study systems with variable delay times based on their time series.

Keywords: systems with delay time modulation, laminar chaos, reconstruction of systems from time series, statistics of extrema.

Acknowledgements. The work was carried out within the framework of the state task of Saratov Branch of the Institute of
Radio Engineering and Electronics of Russian Academy of Sciences.

For citation: Ponomarenko VI, Prokhorov MD. Reconstruction of self-oscillating systems with delay time modulation.
Izvestiya VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2025;33(1):27–37. DOI: 10.18500/0869-6632-003131

This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution License (CC-BY 4.0).

Введение

Системы с запаздывающей обратной связью могут генерировать хаотические колебания
с очень высокой размерностью даже в том случае, если они описываются дифференциальным
уравнением первого порядка с запаздывающим аргументом при постоянном времени запаздыва-
ния [1–3]. Модуляция времени запаздывания приводит к появлению новых, как правило, более
сложных режимов [4–6]. Сравнительно недавно в системах с модуляцией времени запаздывания
было открыто новое явление, названное ламинарным хаосом [7], при котором ламинарные фазы с
почти постоянным значением динамической переменной периодически прерываются беспорядоч-
ными всплесками, переводящими систему из одной ламинарной фазы в другую, имеющую другое
постоянное значение динамической переменной.

Ламинарный хаос наблюдается в некоторых областях плоскости параметров частота – амп-
литуда внешнего гармонического воздействия, модулирующего время запаздывания системы,
в которых период модулирующего сигнала кратен среднему значению времени запаздывания [7,8].
Вид этих областей напоминает языки синхронизации в автоколебательных системах под внешним
воздействием. За пределами этих областей система с запаздыванием демонстрирует так назы-
ваемый турбулентный хаос, который подробно описан в [9]. Явление ламинарного хаоса было
исследовано в различных системах [10] не только теоретически и численно, но было обнаружено
также в физическом эксперименте [8, 11–14].

Проблема реконструкции систем с постоянным временем запаздывания по хаотическим
временным рядам поднималась многими авторами и представляет интерес не только в чисто
теоретическом плане, но и для практических приложений [15–17]. Открытие режимов ламинарного
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хаоса в системах с модуляцией времени запаздывания ставит вопрос о возможности оценки их
параметров с помощью известных методов восстановления систем с постоянным временем
запаздывания и требует развития новых методов реконструкции, ориентированных на класс
систем с переменным временем запаздывания.

В данной работе разрабатываются методы реконструкции систем, описываемых диффе-
ренциальным уравнением первого порядка с модуляцией времени запаздывания, в области
управляющих параметров, в которой может наблюдаться ламинарный хаос. Предложены методы
реконструкции для режимов ламинарного и турбулентного хаоса.

1. Исследуемая система и методы

Объектом исследования является система, представляющая собой уравнение первого поряд-
ка с запаздыванием, описываемая уравнением (1):

𝜀�̇�(𝑡) = −𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡− τ(𝑡))), (1)

где 𝑥 — динамическая переменная, 𝜀 — параметр инерционности, τ(𝑡) — переменное время
запаздывания, 𝑓(𝑥) — нелинейная функция, имеющая вид 𝑓(𝑥) = λ − 𝑥2, где λ — параметр
нелинейности. Величина τ(𝑡) изменяется по периодическому закону τ(𝑡) = τ0 + τ1 sin(2πν𝑡),
где τ0 — среднее значение времени запаздывания, τ1 — амплитуда (глубина) модуляции,
а ν — частота модуляции времени τ0.

Рассмотрим для сравнения две группы качественно различающихся режимов работы гене-
ратора. К первой группе относятся режимы, в которых система демонстрирует ламинарный хаос
при различных соотношениях периода модуляции времени запаздывания 𝑇𝑚 = 1/ν и среднего
времени запаздывания τ0 = 100. Рассмотрены три качественно различающихся режима с разными
частотами модуляции ν = 0.011, ν = 0.0185 и ν = 0.0275 при τ1 = 15 и τ1 = 10. Во второй
группе режимов — вне областей ламинарного хаоса — рассмотрены два режима при ν = 0.013
и ν = 0.024 при τ1 = 15. Параметр нелинейности λ во всех случаях равен 1.89, 𝜀 = 1.

В режиме ламинарного хаоса будем анализировать уровни 𝑥𝑖 горизонтальных полок на
временной реализации динамической переменной, которые могут дать информацию о виде нели-
нейной зависимости динамической переменной от ее задержанной копии. При этом в некоторых
случаях мы ожидаем увидеть гладкую зависимость уровня одной полки от уровня другой во
временном ряде. Время запаздывания в этом случае определяется приблизительно. Для оценки
среднего времени запаздывания будем использовать разработанный нами ранее метод рекон-
струкции систем с постоянным временем задержки, который основан на анализе статистики
экстремумов временного ряда [18].

В режиме турбулентного хаоса для оценки среднего времени запаздывания также попробуем
процедуру построения статистики экстремумов [18], а для оценки частоты модуляции времени
τ0 в рамках работы предложена новая процедура, основанная на анализе изменения расстояний
между экстремумами во времени.

2. Результаты

На рис. 1, a представлен временной ряд системы с запаздыванием (сплошная линия),
находящейся в режиме ламинарного хаоса при ν = 0.011, и переменная часть запаздывания
τ𝑚 = τ1 sin(2πν𝑡), где τ1 = 15. Остальные управляющие параметры фиксированы. На временном
ряде видны горизонтальные участки (полки), прерывающиеся «берстами» (резкими изменениями
динамической переменной 𝑥(𝑡) при переходе от одной полки к другой). Таким образом, можно
ввести дискретное время и обозначить как 𝑥𝑖 величину динамической переменной на уровне
полки, где 𝑖 — порядковый номер полки. Длины полок одинаковые, они равны периоду колебаний
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Рис. 1. Временной ряд системы (черным) и вариация времени запаздывания τ𝑚 (серым) (a), статистика экстремумов
временного ряда (b), зависимости 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), 𝑛 = 3 (e). Управляющие параметры ν = 0.011,
τ1 = 15, τ0 = 100

Fig. 1. Time series of the system (black) and variation of the delay time τ𝑚 (gray) (a), statistics of extrema of the time
series (b), dependencies 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) for 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), and 𝑛 = 3 (e). Control parameters are as follows: ν = 0.011,
τ1 = 15, and τ0 = 100

времени запаздывания τ𝑚 (см. рис. 1, a), но при этом их длина не равна в точности времени
запаздывания τ0. Если частоту модуляции ν времени запаздывания немного варьировать, длины
полок будут изменяться в соответствии с периодом внешнего сигнала. Этот эффект напоминает
синхронизацию автоколебательных систем внешним сигналом. При этом полки ограничены слева
и справа резкими перепадами, по которым определяется начало и конец полки. Если длина
полки примерно равна периоду 𝑇𝑚 внешнего сигнала, это можно поставить в соответствие
синхронизации на основной гармонике. Если на времени запаздывания умещается две полки,
этому соответствует синхронизация на второй гармонике и т. д. При сильном изменении частоты
внешнего воздействия (частоты модуляции ν) наблюдается переход к режиму турбулентного хаоса.
Экспериментально этот эффект исследован в [8, 19].

На рис. 1, b представлена мера статистики экстремумов, которая показывает, сколько
во временном ряде переменной 𝑥 встречается экстремумов с расстоянием 𝑇 между ними [18].

30
Пономаренко В. И., Прохоров М. Д.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 1



Отметим, что поскольку значения динамической переменной являются практически постоянными
на горизонтальных полках зависимости 𝑥(𝑡), мы не учитывали экстремумы на полках (даже
если они есть) при построении рис. 1, 𝑏. Учитываются только экстремумы, наблюдающиеся
между полками на участках временного ряда, на которых имеются резкие всплески динамиче-
ской переменной. Мера 𝑁(𝑇 ) нормирована на общее число экстремумов во временном ряде.
Максимум 𝑁(𝑇 ) наблюдается при 𝑇 = 91, что соответствует периоду изменения времени запаз-
дывания, а также дает грубую оценку среднего времени запаздывания τ0 = 100. На рис. 1, c–e
представлены зависимости 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (𝑐), 𝑛 = 2 (𝑑), 𝑛 = 3 (𝑒). На рис. 1, 𝑐 точки
временного ряда, построенные на плоскости (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1), ложатся на нелинейную функцию 𝑓(𝑥),
соответствующую преобразованию в обратной связи. Рис. 1, d, e представляют вторую и третью
итерации функции 𝑓(𝑥).

На рис. 2 представлены результаты исследований при ν = 0.0185 и τ1 = 15. Этот режим
соответствует случаю, в котором горизонтальные полки на временной реализации динамической
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Рис. 2. Временной ряд системы (черным) и вариация времени запаздывания τ𝑚 (серым) (a), статистика экстремумов (b),
зависимости 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), 𝑛 = 3 (e). Управляющие параметры ν = 0.0185, τ1 = 15, τ0 = 100

Fig. 2. Time series of the system (black) and variation of delay time τ𝑚 (gray) (a), statistics of extrema (b), dependencies
𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) for 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), and 𝑛 = 3 (e). Control parameters are as follows: ν = 0.0185, τ1 = 15, and τ0 = 100
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переменной примерно в 2 раза короче, чем в рассмотренном выше примере. При этом на периоде
колебаний времени запаздывания τ𝑚 также умещается одна полка, но на времени, примерно
соответствующем времени запаздывания τ0, их уже умещается две (рис. 2, a).

Величина 𝑁(𝑇 ) на рис. 2, b имеет глобальный максимум при 𝑇 = 108, что соответствует
удвоенному периоду внешнего воздействия 𝑇𝑚 = 1/ν и примерно соответствует среднему времени
запаздывания τ0. Рис. 2, c–e демонстрирует зависимости 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (𝑐), 𝑛 = 2 (𝑑),
𝑛 = 3 (e). При их анализе становится очевидным, что среднее время запаздывания τ0 примерно
соответствует длине двух полок временного ряда, поскольку 𝑥𝑖+2(𝑥𝑖) демонстрирует четкую
зависимость преобразования 𝑓(𝑥) в обратной связи. На рис. 3, a представлены временные ряды
при ν = 0.0275 и τ1 = 10. Этот режим соответствует случаю, в котором на времени, примерно
соответствующем времени запаздывания τ0, умещается три горизонтальные полки на графике
𝑥(𝑡). Таким образом, длина полок на графике 𝑥(𝑡) на рис. 3, a примерно в 3 раза меньше, чем
на рис. 1, a. При этом на периоде колебаний времени запаздывания τ𝑚 по-прежнему умещается
только одна полка.
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Рис. 3. Временной ряд системы (черным) и вариация времени запаздывания τ𝑚 (серым) (a), статистика экстремумов (b),
зависимости 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), 𝑛 = 3 (e). Управляющие параметры ν = 0.0275, τ1 = 10, τ0 = 100

Fig. 3. Time series of the system (black) and variation of delay time τ𝑚 (gray) (a), statistics of extrema (b), dependencies
𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) for 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), and 𝑛 = 3 (e). Control parameters are as follows: ν = 0.0275, τ1 = 10, and τ0 = 100
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Величина 𝑁(𝑇 ) на рис. 3, b демонстрирует максимум на времени 𝑇 = 109. Это примерно
соответствует среднему времени запаздывания τ0. На рис. 3, c–e представлены зависимости
𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) при 𝑛 = 1 (c), 𝑛 = 2 (d), 𝑛 = 3 (e). На рис. 3, c и d отображение демонстрирует хаоти-
ческий набор точек, а для 𝑛 = 3 на рис. 3, e точки реконструируют нелинейную функцию 𝑓(𝑥).
Это также подтверждает, что среднее время запаздывания τ0 в системе примерно соответствует
суммарной длине трех полок на временной реализации динамической переменной 𝑥.

Рассмотрим теперь возможности реконструкции в областях турбулентного хаоса (за преде-
лами областей ламинарного хаоса). Временной ряд переменной 𝑥 имеет при этом вид неупорядо-
ченного сигнала, в целом похожий на сигнал системы с запаздыванием без модуляции времени
задержки (см. рис. 4). На этом рисунке представлен временной ряд при ν = 0.013, τ1 = 15.

Разработанный нами ранее метод реконструкции времени задержки в системах с посто-
янным временем запаздывания, основанный на статистическом анализе временных интервалов
между всеми возможными парами экстремумов временного ряда [18], применим к временным
рядам системы (1) с переменным временем запаздывания, находящейся в режиме турбулентного
хаоса. На рис. 5, a, b построены зависимости 𝑁(𝑇 ) для случаев, когда частота модуляции среднего
времени запаздывания τ0 принимает значения ν = 0.013 и ν = 0.024.

По классической статистике экстремумов [18] легко определяется частота модуляции
ν среднего времени запаздывания τ0. Она соответствует самым высоким пикам на графике
𝑁(𝑇 ). Так, на рис. 5, a основной максимум 𝑁(𝑇 ) наблюдается при 𝑇 = 76, что близко к
𝑇𝑚 = 1/ν = 1/0.013 = 77. На рис. 5, b в зависимости 𝑁(𝑇 ) наблюдаются один глобальный
максимум при 𝑇 = 125 и два максимума поменьше при 𝑇 = 42 и 𝑇 = 83. Максимум на 𝑇 = 42
соответствует 𝑇𝑚 = 1/ν = 1/0.024 = 42. Максимум на 𝑇 = 83 на рис. 5, b соответствуют
удвоенному периоду модуляции, а максимум на 𝑇 = 125 — утроенному периоду.

Глобальный минимум 𝑁(𝑇 ) на рис. 5, a, b, соответствующий времени запаздывания τ0,
виден существенно хуже, чем для систем без модуляции времени запаздывания, но некоторые
следы его видны на графиках. Если ограничить область поиска времени запаздывания диапазоном
70...130 (как правило, такие оценки делаются из более общих соображений при исследовании),
в обоих рассмотренных случаях глобальный минимум зависимости 𝑁(𝑇 ) наблюдается при
𝑇 = 100, соответствующем среднему времени запаздывания τ0 = 100.

Можно обратить внимание, что на рис. 4 экстремумы во временном ряде переменной 𝑥
расположены более часто при положительных значениях времени запаздывания τ𝑚, чем при
отрицательных значениях τ𝑚. Таким образом, расположение экстремумов может дать информацию
об амплитуде τ1 и периоде модуляции 𝑇𝑚 = 1/ν времени запаздывания τ0. Оценим эти параметры
с использованием предложенной нами новой статистики экстремумов, которая строится по
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Рис. 4. Временной ряд турбулентного хаоса в системе (1) (черным) и вариация времени запаздывания τ𝑚 (серым) при
ν = 0.013, τ1 = 15

Fig. 4. Time series of turbulent chaos in system (1) (black) and variation of delay time τ𝑚 (gray) at ν = 0.013 and τ1 = 15
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Fig. 5. Classic statistics of extrema at ν = 0.013, τ1 = 15 (a) and ν = 0.024, τ1 = 10 (b) and new statistics at ν = 0.013 (c)
and ν = 0.024 (d)

следующему правилу: по оси абсцисс откладываем момент времени 𝑡, в который во временном
ряде 𝑥(𝑡) наблюдается экстремум. По оси ординат откладываем расстояние по времени ∆𝑡 между
текущим экстремумом и предыдущим. В результате получаем маленькие значения ∆𝑡 в тех местах
временного ряда, где экстремумы расположены плотно и большие значения ∆𝑡 в тех местах,
где экстремумы разрежены. Это фактически некоторая частотная модуляция, где в качестве
управляющего сигнала выступает модуляция времени запаздывания.

Новая статистика ∆𝑡(𝑡) приведена на рис. 5, c, d для тех же значений параметров, что на
рис. 5, a, b. Точки полученной зависимости ∆𝑡(𝑡) обозначены крестиками, которые соединены
между собой прямыми линиями для наглядности. Клювы, направленные вниз, соответствуют
более сильному уплотнению экстремумов во временном ряде 𝑥(𝑡). По этой характеристике можно
оценить период внешнего сигнала 𝑇𝑚, который равен среднему расстоянию между минимумами
зависимости ∆𝑡(𝑡). На рис. 5, c за время 𝑡 = 500 можно выделить 6 глубоких минимумов (клювов)
на зависимости ∆𝑡(𝑡) от 𝑡 = 30 до 𝑡 = 490. Следовательно, период модуляции 𝑇𝑚 времени запаз-
дывания τ0 составляет примерно 𝑇𝑚 = 460/6 = 77. Эта оценка совпадает с истинным периодом
модуляции 𝑇𝑚 = 1/ν = 1/0.013 = 77. По рис. 5, d можно также оценить период модуляции, ко-
торый составляет примерно 𝑇𝑚 = 500/12 = 42, что практически совпадает с истинным периодом
модуляции. Амплитуда модуляции τ1 грубо соответствует размаху колебаний ∆𝑡(𝑡) на рис. 5, c, d.

Выводы

Таким образом, в данной статье исследована возможность реконструкции автоколебатель-
ных систем с переменным временем запаздывания с помощью известного метода реконструкции
систем с постоянным временем задержки, который основан на статистическом анализе времен-
ных интервалов между всеми возможными парами экстремумов временного ряда. Предложен
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новый метод реконструкции в применении к системам с запаздыванием с модуляцией времени
запаздывания, в которых могут наблюдаться качественно различающиеся режимы колебаний.
Предложенный метод основан на статистическом анализе временных интервалов между двумя
последовательными экстремумами временного ряда.

В случае, когда в системе существует ламинарный хаос, можно реконструировать нелиней-
ную функцию. Нелинейная функция строится как зависимость 𝑥𝑖+𝑛(𝑥𝑖) значения динамической
переменной на горизонтальном участке (полке) временной реализации 𝑥(𝑡) с номером 𝑖 + 𝑛
от значения переменной на полке с номером 𝑖, где 𝑛 = 1, 2 или 3. Номер 𝑛 дает информацию
о том, в какой области существования ламинарного хаоса находится система. Так, если период
модуляции 𝑇𝑚 примерно равен среднему времени запаздывания τ0, то нелинейная функция
реконструируется при 𝑛 = 1, а среднее время запаздывания можно оценить как длину полки на
временной реализации 𝑥(𝑡).

В случае, когда период модуляции времени запаздывания примерно вдвое меньше среднего
времени запаздывания, нелинейная функция восстанавливается при 𝑛 = 2, а среднее время
запаздывания равно примерно длительности двух полок на временной реализации 𝑥(𝑡).

В случае, когда период модуляции времени запаздывания примерно втрое меньше среднего
времени запаздывания, нелинейная функция восстанавливается при 𝑛 = 3, а среднее время
запаздывания равно примерно длительности трех полок на временной реализации 𝑥(𝑡). При этом
глубину модуляции определить не удается.

В случае если в системе есть модуляция времени запаздывания, но ламинарного хаоса нет,
в некоторых случаях в режимах турбулентного хаоса время запаздывания можно оценить с ис-
пользованием обычной статистики экстремумов, описанной в [18]. При этом частота и амплитуда
модуляции времени запаздывания может быть оценена при помощи новой статистики, показы-
вающей расстояние по времени между текущим и предыдущим экстремумом временного ряда.
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