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Аннотация. Целью работы является исследование возможности существования мультистабильности вблизи границы
обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора. В качестве объектов исследования выбраны
однонаправленно связанные системы Лоренца, а для диагностики синхронного режима использован модифицированный
метод вспомогательной системы. Результатом работы является доказательство наличия мультистабильности вблизи
границы обобщенной синхронизации в однонаправленно связанных системах со сложной топологией аттрактора.
Для этого в работе получены бассейны притяжения синхронных и асинхронных состояний взаимодействующих систем
Лоренца при значении параметра связи, соответствующем реализации в исследуемой системе режима перемежающейся
обобщенной синхронизации, а также рассчитана зависимость меры мультистабильности от величины параметра
связи. Показано, что в режиме перемежающейся обобщенной синхронизации мера мультистабильности оказывается
положительной, что является дополнительным подтверждением наличия мультистабильности в данном случае.

Ключевые слова: обобщенная синхронизация, мультистабильность, системы со сложной топологией аттрактора,
перемежаемость, метод вспомогательной системы.
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Abstract. Aim of this work is to study the possibility of existence of multistability near the boundary of generalized
synchronization in systems with complex attractor topology. Unidirectionally coupled Lorentz systems have been chosen
as an object of study, and a modified auxiliary system method has been used to detect the presence of the synchronous
regime. Result of the work is a proof of the presence of multistability near the boundary of generalized synchronization
in unidirectionally coupled systems with a complex topology of attractor. For this purpose, the basins of attraction of the
synchronous and asynchronous states of interacting Lorenz systems have been obtained for the value of the coupling parameter
corresponding to the realization of the intermittent generalized synchronization regime in the system under study, and the
dependence of the multistability measure on the value of the coupling parameter has also been calculated. It is shown that
in the regime of intermittent generalized synchronization the measure of multistability turns out to be positive, which is an
additional confirmation of the presence of multistability in this case.
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Мультистабильность является универсальным явлением, характерным для систем различной
природы [1]. Под мультистабильностью подразумевается сосуществование в фазовом пространстве
динамической системы нескольких аттракторов, выбор которых зависит от начальных условий
этой системы. Впервые термин «мультистабильность» был введен в рассмотрение в работе [2],
посвященной зрительному восприятию. Позднее мультистабильность была обнаружена почти во
всех областях науки и техники, включая электронику, оптику, механику и биологию.

В настоящее время явление мультистабильности достаточно хорошо изучено применитель-
но к автономной и неавтономной динамике исследуемых систем (см., например, [3–7] и др.).
Однако анализ синхронной динамики взаимодействующих систем и явлений вблизи границ
различных типов синхронизации с позиций мультистабильности до настоящего времени деталь-
но не проводился, хотя и существуют работы, направленные на изучение мультистабильности
при разрушении синхронных режимов с точки зрения бифуркационного анализа в дискретных
отображениях, генетических элементах, лазерных системах и ансамблях связанных осцилляторов
(см., например, [8–12]).

Среди известных типов синхронизации наименее изученным с точки зрения мультистабиль-
ности является режим обобщенной хаотической синхронизации [13–15]. Этот режим означает
установление связи между состояниями взаимодействующих систем в виде функционала и может
наблюдаться как в случае однонаправленной, так и взаимной связи между этими системами.
В обоих случаях вблизи границы обобщенной синхронизации наблюдается перемежающееся
поведение, причем тип перемежаемости, реализуемый в данном случае, не зависит от характера
связи между системами, а определяется топологией аттракторов взаимодействующих систем:
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в системах с относительно простой топологией (с аттрактором ленточного типа) имеет место
перемежаемость типа «on – off» [16,17], в то время как в осцилляторах со сложной (двулистной)
структурой наблюдается перемежаемость перескоков [18, 19]. Для систем с относительно простой
топологией аттрактора недавно обнаружено наличие мультистабильности в режиме перемежа-
ющейся обобщенной синхронизации [20, 21], в то время как вблизи границы этого режима в
системах с более сложной структурой аттрактора подобные исследования до настоящего времени
не проводились.

Поэтому целью настоящей работы является изучение возможности существования мульти-
стабильности вблизи границы обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией
аттрактора.

В качестве объекта исследования выбраны две однонаправленно связанные системы Ло-
ренца [22]:

�̇�1 = σ(𝑦1 − 𝑥1),

�̇�1 = 𝑟1𝑥1 − 𝑦1 − 𝑥1𝑧1,

�̇�1 = −𝑏𝑧1 + 𝑥1𝑦1,

�̇�2 = σ(𝑦2 − 𝑥2) + 𝜀(𝑥1 − 𝑥2),

�̇�2 = 𝑟2𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥2𝑧2,

�̇�2 = −𝑏𝑧2 + 𝑥2𝑦2,

(1)

(где x1,2 = (𝑥1,2, 𝑦1,2, 𝑧1,2) — векторы состояний взаимодействующих ведущей и ведомой систем,
σ = 10, 𝑏 = 2, 𝑟1 = 40 и 𝑟2 = 35 — управляющие параметры, 𝜀 — параметр связи), находящиеся
вблизи границы обобщенной синхронизации. Для диагностики обобщенной синхронизации в
данном случае традиционно используется метод вспомогательной системы [23], суть которого
сводится к введению в рассмотрение дополнительной, так называемой вспомогательной системы
x3 = (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3), идентичной по управляющим параметрам ведомой системе, но стартующей с
других начальных условий, принадлежащих бассейну притяжения того же самого аттрактора.
Вспомогательная система Лоренца имеет следующий вид:

�̇�3 = σ(𝑦3 − 𝑥3) + 𝜀(𝑥1 − 𝑥3),

�̇�3 = 𝑟3𝑥3 − 𝑦3 − 𝑥3𝑧3,

�̇�3 = −𝑏𝑧3 + 𝑥3𝑦3,

(2)

и рассматривается исключительно в совокупности с уравнением (1). Если обобщенная син-
хронизация между ведущим x1 и ведомым x2 осцилляторами отсутствует, то ведомая x2 и
вспомогательная x3 системы будут эволюционировать на одном и том же аттракторе, но при
этом в один и тот же момент времени их поведение будет совершенно различным (x2 ̸= x3).
В режиме обобщенной синхронизации ввиду установления функциональной связи между состо-
яниями ведущей x1 и ведомой x2 систем, а также ведущей x1 и вспомогательной x3 систем,
состояния ведомой и вспомогательной систем после завершения переходного процесса должны
стать идентичными (то есть, x2 = x3 в любой момент времени).

Как показали проведенные расчеты, режим обобщенной синхронизации в системе (1) возни-
кает при 𝜀 = 11.5. Ниже границы этого режима, как отмечалось выше, наблюдается перемежающе-
еся поведение. В данном случае функциональная связь между состояниями взаимодействующих
систем устанавливается не всегда, а только в определенные интервалы времени, называемые
ламинарными фазами или фазами синхронного поведения систем. В остальные моменты времени,
называемые турбулентными всплесками, режим обобщенной синхронизации не наблюдается.
Таким образом, в режиме перемежающейся обобщенной синхронизации наблюдается чередование
фаз синхронного и асинхронного поведения взаимодействующих систем, а для диагностики этого
режима также возможно использовать метод вспомогательной системы. Для этого необходимо
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проанализировать разности между состояниями ведомой и вспомогательной систем и определить
длительности характерных фаз поведения.

В то же самое время, как показывают проведенные исследования, при фиксированных на-
чальных условиях ведущей и вспомогательной систем и различных начальных условиях ведомой
системы в системе (1)–(2) в один и тот же момент времени могут наблюдаться как одинаковые,
так и различные (синхронные или асинхронные) фазы поведения, что свидетельствует о наличии
мультистабильности вблизи границы обобщенной синхронизации в данном случае. Для иллюстра-
ции вышесказанного на рис. 1 приведены бассейны притяжения ведомой системы Лоренца (1),
полученные в различные моменты времени при значении параметра связи 𝜀 = 8.8, соответствую-
щем режиму перемежающейся обобщенной синхронизации. Начальные условия для ведущей (1)
и вспомогательной (2) систем, как отмечалось выше, всегда выбирались фиксированными, а для
ведомой системы координата 𝑦2 фиксировалась, а координаты 𝑥2, 𝑧2 варьировались, как указано
на рисунке. На рис. 1 темный цвет соответствует фазам синхронного поведения (в смысле обоб-
щенной синхронизации), светлый — асинхронным. Белый цвет отвечает вылету изображающей
точки на бесконечность. Из рисунков видно, что во все рассмотренные моменты времени вблизи
границы обобщенной синхронизации в исследуемой системе имеет место мультистабильность.

Для количественной характеристики степени мультистабильности и диагностики обоб-
щенной синхронизации с учетом этой особенности необходимо рассмотреть ансамбль ведомых
осцилляторов Лоренца, находящихся под воздействием одной и той же ведущей системы:

�̇�1 = σ(𝑦1 − 𝑥1),

�̇�1 = 𝑟1𝑥1 − 𝑦1 − 𝑥1𝑧1,

�̇�1 = −𝑏𝑧1 + 𝑥1𝑦1,

�̇�𝑖2 = σ(𝑦
𝑖
2 − 𝑥𝑖2) + 𝜀(𝑥1 − 𝑥𝑖2),

�̇�𝑖2 = 𝑟2𝑥
𝑖
2 − 𝑦𝑖2 − 𝑥𝑖2𝑧

𝑖
2,

�̇�𝑖2 = −𝑏𝑧𝑖2 + 𝑥𝑖2𝑦
𝑖
2,

(3)

с теми же значениями управляющих параметров, что и для системы (1)–(2), и отличающимися

a b c

Рис. 1. Бассейны притяжения синхронных и асинхронных состояний ведомой системы Лоренца (1), находящейся в
режиме перемежающейся обобщенной синхронизации с ведущей системой, при значении параметра связи 𝜀 = 8.8 на
плоскости начальных условий (𝑥2, 𝑧2) (𝑦2 = 1.1), полученные в различные моменты времени: 𝑡 = 20000 (a), 40000 (b),
70000 (c). Темный цвет соответствует реализации в фиксированный момент времени режима обобщенной синхрониза-
ции в системе (1), светлый цвет относится к асинхронному режиму. Белый цвет отвечает вылету изображающей точки
на бесконечность

Fig. 1. Basins of attraction of synchronous and asynchronous states of the response Lorenz system (1) being un the intermittent
generalized synchronization regime with the drive system for the coupling parameter value 𝜀 = 8.8 on the plane of initial
conditions (𝑥2, 𝑧2) (𝑦2 = 1.1) obtained in different moments of time: 𝑡 = 20000 (a), 40000 (b), 70000 (c). Dark color
corresponds to the realization the generalized synchronization regime in system (1) for a fixed moment of time, light color
refers to the asynchronous regime. White color corresponds to the going the representation point to infinity

Москаленко О. И., Евстифеев Е. В.
Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 6 679



значениями начальных условий ведомых систем, равномерно распределенными по аттракторам
этих систем. Здесь 𝑖 = 1 . . . 𝑁 , 𝑁 = 4000 — число элементов в ансамбле, x1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) и
x𝑖
2 = (𝑥𝑖2, 𝑦

𝑖
2, 𝑧

𝑖
2) — векторы состояний взаимодействующих ведущей и ведомой систем, соответ-

ственно. Диагностику обобщенной синхронизации в данном случае целесообразно проводить
при помощи модифицированного метода вспомогательной системы, предложенного в работе [21],
согласно которому необходимо провести сравнение состояний ведомых систем между собой
(фактически, сравнивать состояния ведомой и вспомогательной систем при различных начальных
условиях) и произвести расчет так называемой меры мультистабильности в зависимости от вели-
чины параметра связи. В роли меры мультистабильности по аналогии с работой [21] выступает
вероятность наблюдения асинхронного режима, вычисляемая как

𝑃𝑎 = 1−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛(x𝑖
2)

𝑁(𝑁 − 1)
, (4)

где 𝑛(x𝑖
2) — число систем, состояния которых в данный момент времени совпадают с состоянием

𝑖-го осциллятора. Совпадение состояний двух ведомых систем между собой, как отмечалось
выше, согласно классическому методу вспомогательной системы [23], означает, что они находятся
в режиме обобщенной синхронизации с ведущей системой. Тогда понятно, что если все ведомые
системы находятся в режиме обобщенной синхронизации с ведущей системой, то 𝑃𝑎 = 0. Анало-
гично, если для всех систем в данный момент времени наблюдается асинхронное поведение, то
𝑃𝑎 = 1. Интерес представляет промежуточный вариант, когда только часть систем демонстрирует
синхронное поведение, а остальная часть находится в асинхронном режиме. В данном случае
𝑃𝑎 ∈ (0, 1), а вблизи границы обобщенной синхронизации имеет место мультистабильность.

На рис. 2 представлена зависимость усредненной по времени вероятности наблюдения
асинхронного режима

P =

∫︁ 𝑇

0
𝑃𝑎(𝑡)𝑑𝑡, (5)

полученной для системы (3), от параметра связи 𝜀. Видно, что по мере увеличения параметра связи
мера мультистабильности монотонно уменьшается от 1 до 0, отражая переход от асинхронного
состояния к режиму обобщенной синхронизации, а вблизи границы возникновения синхронного

0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 2 4 6 8 10 12

P

�

Рис. 2. Зависимость меры мультистабильности P от параметра связи 𝜀, полученной при помощи модифицированного
метода вспомогательной системы для системы (3)

Fig. 2. Dependence of the multistability measure P on the coupling parameter 𝜀 obtained by means of the modified auxiliary
system method for the system (3)
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режима эта мера отлична от нуля, что является дополнительным подтверждением наличия
мультистабильности вблизи границы обобщенной синхронизации в исследуемой системе.

Таким образом, в настоящей работе на примере однонаправленно связанных систем Лоренца
показано, что на границе обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией аттракто-
ра имеет место мультистабильность. Сделанные выводы подтверждены при помощи построения
карт бассейнов притяжения синхронных и асинхронных состояний взаимодействующих систем,
а также путем расчета меры мультистабильности в зависимости от величины параметра связи.
Установлено, что по аналогии с системами с относительно простой топологией аттрактора в режи-
ме перемежающейся обобщенной синхронизации систем с относительно сложной структурой мера
мультистабильности оказывается положительной, что доказывает наличие мультистабильности
в данном случае.
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