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Аннотация. Цель настоящего исследования состоит в изучении вопроса о том, насколько типичным (или же, наобо-
рот, уникальным) оказывается явление взрывной синхронизации в сетях нелинейных осцилляторов с топологиями
межэлементых связей типа «кольцо» и «малый мир», и каким образом должны соотноситься парциальные частоты
взаимодействующих осцилляторов друг с другом для того, чтобы явление взрывной синхронизации в этих сетях
было возможным. Методы. В данной работе используется аналитическое описание поведения сетей нелинейных
элементов с топологиями связей типа «кольцо» и «малый мир», находящихся в полностью синхронном состоянии.
Для подтверждения полученных результатов используется численное моделирование. Результаты. Показано, что
в сетях нелинейных осцилляторов с топологиями межэлементных связей типа «кольцо» и «малый мир» явление
взрывной синхронизации может наблюдаться при различных распределениях парциальных частот осцилляторов сети.
Заключение. В работе рассмотрено аналитическое описание поведения осцилляторов сети с топологиями «кольцо» и
«малый мир» и показано, что явление взрывной синхронизации в подобных сетях является хотя и нетипичным, но и не
уникальным.

Ключевые слова: явление взрывной синхронизации, осцилляторы Курамото, сети нелинейных элементов, топология
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Abstract. Purpose of this study is to investigate the problem of how typical (or, conversely, unique) is the phenomenon of
explosive synchronization in networks of nonlinear oscillators with topologies of links such as “ring” and “small world”,
and, in turn, how the partial frequencies of the interacting oscillators must correlate with each other for the phenomenon
of explosive synchronization in these networks can be possible. Methods. In this paper, we use an analytical description of
the synchronous behavior of networks of nonlinear elements with “ring” and “small world” link topologies. To confirm the
obtained results the numerical simulation is used. Results. It is shown that in networks of nonlinear oscillators with topologies
of links such as “ring” and “small world”, the phenomenon of explosive synchronization can be observed for the different
distributions of partial frequencies of network oscillators. Conclusion. The paper considers an analytical description of the
behavior of network oscillators with “ring” and “small world” topologies of links and shows that the phenomenon of explosive
synchronization in such networks is atypical, but not unique.
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Введение

При рассмотрении коллективной динамики сетей нелинейных осцилляторов со сложной
топологией межэлементных связей [1, 2] среди большого разнообразия возможных типов син-
хронного поведения встречается так называемый режим взрывной синхронизации [3–6] (explosive
synchronization), при котором при увеличении параметра связи между элементами внешне вне-
запно происходит взрывной рост числа синхронных осцилляторов сети и вся сеть начинает
демонстрировать синхронное поведение. И, наоборот, при уменьшении параметра связи полно-
стью синхронное состояние сети внезапно разрушается, при этом число синхронных осцилляторов
(размер возникшего синхронного кластера) существенным образом уменьшается. Явление взрыв-
ной синхронизации описано и изучено для сетей фазовых осцилляторов, и, соответственно, под
термином «синхронное поведение» взаимодействующих осцилляторов понимается режим фазовой
синхронизации, когда имеет место совпадение частот взаимодействующих осцилляторов, а значит,
и захват их мгновенных фаз [7, 8].

Несмотря на то, что явление взрывной синхронизации может наблюдаться для сложных
сетей с различными топологиями связей — такими как регулярные сети, где каждый элемент
сети связан со всеми остальными [9], сети со случайной топологией связей [10], масштабно-ин-
вариантные сети [6,11,12], сети малого мира [13] — режим взрывной синхронизации, несомненно,
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имеет универсальный характер, но не является типичным. Он наблюдается в достаточно редких
случаях, имеет самоподобный характер [10] и требует весьма специфического набора значений
управляющих параметров, как для отдельных осцилляторов, так и для всей сети в целом, при
этом важную роль играет распределение собственных частот взаимодействующих осцилляторов
𝑔(ω) (см., например, раздел 4.1.1 обзора [3]). В частности, для случая регулярной сети осцилля-
торов Курамото с топологией связей между элементами «каждый с каждым» явление взрывной
синхронизации описано для случая равномерного эквидистантного распределения собственных
частот осцилляторов, а также для частных случаев параболического, треугольного и «шляпооб-
разного» эквидистантных распределений парциальных частот взаимодействующих систем [9].
Точно также, явление взрывной синхронизации возникает в случае равномерного эквидистантного
распределения собственных частот взаимодействующих осцилляторов в сетях со случайной
топологией связей [10], а также в сетях малого мира и регулярных сетях с топологией связей типа
«кольцо» [13]. В то же самое время, для того чтобы явление взрывной синхронизации имело место
в масштабно-инвариантных сетях, собственные частоты осцилляторов ω𝑖 должны быть связаны
со степенью соответствующего узла 𝑘𝑖 [14], при этом достаточно часто используется соотношение
ω𝑖 = 𝑘𝑖 [6, 11]. В литературе рассматриваются также и другие достаточно «экзотические» вариан-
ты сложных сетей и распределений парциальных частот, такие как масштабно-инвариантные сети
с запаздывающими связями [15], частотно-взвешенные сети [16], многослойные сети [17] (в том
числе, многослойные сети с частичной и слабой корреляцией [18]) и проч.

В настоящей работе, основываясь на особенностях топологии межэлементных связей сетей
типа «кольцо» и «малый мир», рассматривается вопрос о возможных видах распределения парци-
альных частот взаимодействующих фазовых осцилляторов, при которых возможен «взрывной»
характер установления (или разрушения) полностью синхронного состояния сети нелинейных
осцилляторов при изменении силы связи между осцилляторами.

1. Рассматриваемая модель сети фазовых осцилляторов

Хотя явление взрывной синхронизации наблюдается для различных типов фазовых осцилля-
торов (в частности, для кусочно-линейных осцилляторов Ресслера [4], обобщенных осцилляторов
Курамото [19]), в качестве эталонной модели фазовых осцилляторов, находящихся в узлах сети
со сложной топологией связей, используется модель осцилляторов Курамото [20, 21]

3̇𝑗 = ω𝑗 + λ
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘 sin (3𝑘 − 3𝑗) . (1)

В соотношении (1) каждый 𝑗-й осциллятор характеризуется мгновенным значением фазы 3𝑗 и
частоты ω𝑗 (которая является управляющим параметром для каждого осциллятора), топология
связей между осцилляторами задается элементами матрицы A = {𝑎𝑗𝑘}, принимающими значения
ноль (𝑎𝑗𝑘 = 𝑎𝑘𝑗 = 0) или единица (𝑎𝑗𝑘 = 𝑎𝑘𝑗 = 1) в случае отсутствия или наличия связи между
𝑗-м и 𝑘-м осцилляторами, соответственно. Очевидно, что диагональные элементы матрицы A

должны быть тождественно равными нулю, 𝑎𝑗𝑗 = 0. Полное количество осцилляторов в сети
задаётся управляющим параметром 𝑁 , величина которого в настоящей работе полагается равной
𝑁 = 103. Интенсивность всех связей сети полагается одинаковой и характеризуется величиной
управляющего параметра λ.

Линейное преобразование 3𝑗 → 3𝑗 +Ω0𝑡 переводит исходное соотношение (1) само в себя,
однако, после этого преобразования переменная 3𝑗 будет иметь смысл разности фаз между
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исходным 𝑗-м осциллятором сети и некоторым опорным осциллятором (возможно, абстрактным),
частота колебаний которого является Ω0. Аналогично, парциальная частота ω𝑗 после такого
преобразования будет иметь смысл разности частот исходного осциллятора с номером 𝑗 и ча-
стотой Ω0. Выбирая Ω0 лежащим внутри интервала парциальных частот взаимодействующих
осцилляторов, Ω0 ∈ (ωmin,ωmax), можно добиться того, что собственные частоты рассматривае-
мых осцилляторов могут быть как положительными, так и отрицательными, а при выполнении
условия Ω0 = ⟨ω𝑗⟩ множество парциальных частот будет иметь нулевое среднее.

Поскольку в настоящей работе рассматривается регулярная сеть нелинейных осцилляторов
Курамото с топологией межэлементных связей типа «кольцо», а также сеть с топологией «малый
мир», формируемая из регулярной кольцевой сети с помощью метода Ваттса–Строгаца [22],
введем в рассмотрение аналогично работе [13] пространственную координату 𝑥, направленную
«вдоль» кольца, начало которой относительно элементов сети может быть выбрано произвольно.
Без потери общности будем считать, что во введённой в рассмотрение системе координат длина
кольца будет составлять 2L единиц, а собственные частоты ω𝑗 элементов сети зависят от координа-
ты 𝑥 и могут рассматриваться как некоторая функция координаты, ω(𝑥). Аналогично, мгновенные
значения величин 3𝑗 также могут быть рассмотрены как функция пространственной переменной
и времени, 3(𝑥, 𝑡), а в случае полностью синхронного состояния всех элементов сети и выбора
значения Ω0 равным частоте синхронных колебаний — как функция только пространственной
переменной, 3(𝑥).

В предположении большого числа осцилляторов 𝑁 ≫ 1 и полностью синхронного состоя-
ния всех взаимодействующих осцилляторов для сети нелинейных осцилляторов с топологией
межэлементных связей типа «кольцо» исходный оператор эволюции (1) может быть записан в
виде

λ∆ ·Φ′
𝑠(𝑥) = ω(𝑥), (2)

где величина

Φ𝑠(𝑥) = − 1

∆2

𝐿∫︁
0

η sin
(︀
3′(𝑥)η

)︀
𝑑η (3)

является некоторой функцией, которую будем называть потенциальной (см. также [13]). В соотно-
шении (2) переменная 𝑥 пробегает диапазон значений от −L до +L, параметр ∆ = 2L/(𝑁 − 1)

имеет смысл расстояния (в единицах безразмерной координаты 𝑥, введённой в рассмотрение
вдоль кольцевой сети) между двумя соседними элементами сети (то есть, между 𝑗-м и (𝑗 + 1)-м
осцилляторами), а величина 𝐿 = ∆𝐾, в свою очередь, характеризует пространственный размер
связи (опять же в единицах пространственной переменной 𝑥) каждого элемента сети с 2𝐾

соседями, с которыми он связан.
Действительно, для полностью синхронной сети с топологией межэлементных связей типа

«кольцо» и осцилляторов с номерами 𝑗 ∈ [𝐾 + 1, 𝑁 −𝐾)] соотношение (1) может быть записано
в виде

0 = ω(𝑥𝑗) + λ
𝑗+𝐾∑︁

𝑘=𝑗−𝐾

sin (3 (𝑥𝑗 + (𝑘 − 𝑗)∆)− 3(𝑥𝑗)) , (4)

где координата 𝑥𝑗 соответствует положению 𝑗-го осциллятора. В силу замкнутости сети осцилля-
торов в кольцо, соотношение (4) (при соответствующем переобозначении номеров осцилляторов)
будет справедливо и для осцилляторов с номерами меньше (𝐾 + 1) и больше (𝑁 −𝐾).
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С помощью переобозначений 𝑘 → 𝑘 − 𝑗, 𝑥 → 𝑥𝑗

−λ
+𝐾∑︁

𝑘=−𝐾

sin (3 (𝑥+ 𝑘∆)− 3(𝑥)) = ω(𝑥), (5)

и последовательной цепочки преобразований

−λ
𝐾∑︁
𝑘=0

sin (3 (𝑥− 𝑘∆)− 3(𝑥))− λ
𝐾∑︁
𝑘=0

sin (3 (𝑥+ 𝑘∆)− 3(𝑥)) = ω(𝑥), (6)

−λ
𝐾∑︁
𝑘=0

{sin (3 (𝑥+ 𝑘∆)− 3(𝑥))− sin (3(𝑥)− 3 (𝑥− 𝑘∆))} = ω(𝑥), (7)

соотношение (4) может быть приведено к виду

−λ
𝐾∑︁
𝑘=0

{𝑈𝑘(𝑥+ 𝑘∆)− 𝑈𝑘(𝑥)} = ω(𝑥), (8)

где
𝑈𝑘(𝑥) = sin (3(𝑥)− 3(𝑥− 𝑘∆)) . (9)

В предположении большого числа осцилляторов ансамбля, 𝑁 ≫ 1, и, соответственно,
стремящегося к нулю расстояния между осцилляторами, ∆ ≪ 1, соотношение (8) может быть
записано в виде

−λ∆
𝐾∑︁
𝑘=0

𝑘𝑈 ′
𝑘(𝑥) = ω(𝑥). (10)

Вводя в рассмотрение функцию

Φ̃𝑠(𝑥) = −
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑘𝑈𝑘(𝑥) = −
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑘 sin(3(𝑥)− 3(𝑥− 𝑘∆)) = −
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑘 sin(3𝑗 − 3𝑗−𝑘), (11)

и, пользуясь свойством линейности оператора суммы, соотношение (10) можно записать как

λ∆ · Φ̃′
𝑠(𝑥) = ω(𝑥). (12)

Теперь, для перехода от полученного соотношения (12) к виду (2) остаётся только учесть

𝑈𝑘(𝑥) = sin (3(𝑥)− 3(𝑥− 𝑘∆)) ≈ sin
(︀
3′(𝑥)𝑘∆

)︀
(13)

и перейти от дискретного суммирования в (11) к непрерывному интегрированию

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑘𝑈𝑘(𝑥) =
1

∆2

𝐾∑︁
𝑘=1

(𝑘∆)𝑈𝑘(𝑥)× ∆ ≈ 1

∆2

𝐿∫︁
0

η sin
(︀
3′(𝑥)η

)︀
𝑑η, (14)

что приводит соотношения (12) и (11) к виду, полностью идентичному выражениям (2) и (3),
соответственно.

Понятно, что при построении сети элементов с топологией связей «малый мир» с использо-
ванием метода Ваттса–Строгаца [22] в результате перезамыкания кольцевых связей появляются
«длинные» связи, которые не учитываются соотношениями (2) и (3), и, соответственно, поведе-
ние сетей малого мира будет искажено относительно аналитического описания. В то же самое
время, можно ожидать, что, поскольку свойства «малого мира» в сетях нелинейных элементов
проявляются при малых значениях вероятности 𝑝 перезамыкания связей в методе Ваттса–Стро-
гаца, появляющиеся искажения будут незначительными и не будут сильно влиять на основные
аналитические результаты, полученные в ходе рассмотрения.
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2. Полностью синхронный режим и его разрушение

Как уже обсуждалось во Введении, режим взрывной синхронизации заключается в резком,
внешне внезапном увеличении числа синхронизованных осцилляторов в сети и переходе сети к
полностью синхронному состоянию при увеличении силы связи между элементами сети. Анало-
гично, при уменьшении силы связи происходит внезапное разрушение полностью синхронного
состояния сети и резкое уменьшение числа синхронизованных осцилляторов. Важно отметить, что
установление и разрушение полностью синхронного состояния сети, как правило, сопровождается
гистерезисом [3], иными словами, критические значения параметра связи при увеличении и
уменьшении силы связи могут быть различными.

Аналитические соотношения (2) и (3) в разделе 1 были получены для случая полностью
синхронного состояния сети осцилляторов Курамото. В то же самое время, очевидно, что в том
случае, когда известна закономерность ω(𝑥), по которой заданы парциальные частоты взаимодей-
ствующих осцилляторов (сделаем предположение об интегрируемости данной закономерности
ω(𝑥)), для соотношения (2) всегда существует решение в виде

Φ𝑠(𝑥) =
1

λ∆

∫︁
ω(𝑥) 𝑑𝑥 (15)

на всем интервале рассмотрения 𝑥 ∈ [−L;L], независимо от величины силы связи λ (разумеется,
при условии λ ̸= 0) и степени синхронности динамического режима осцилляторов сети. С учётом
вышеизложенного, представляется очевидным, что потенциальная функция Φ𝑠(𝑥), определяемая
соотношением (15), должна обладать (опять же, на всем интервале рассмотрения 𝑥 ∈ [−L;L])
неким определённым свойством в режиме полностью синхронного состояния сети, и, наоборот,
не обладать этим свойством в случае невозможности существования полностью синхронного
состояния сети при малых значениях параметра связи. Более того, потеря этого свойства по-
тенциальной функцией Φ𝑠(𝑥) должна соответствовать критическому значению управляющего
параметра λ, соответствующему моменту разрушения полностью синхронного состояния сети
взаимосвязанных осцилляторов.

Поскольку из рассмотрения, проведённого в разделе 1, нам известна некоторая информация
о потенциальной функции Φ𝑠(𝑥) (см. соотношение (3)), и учитывая результаты работы [13], можно
предположить, что данным свойством является свойство ограниченности значений потенциальной
функции Φ𝑠(𝑥) на всем интервале рассмотрения 𝑥 ∈ [−L;L] в некотором диапазоне значений

−𝑆 ⩽ Φ𝑠(𝑥) ⩽ 𝑆, 𝑆 > 0. (16)

Оценить значение величины 𝑆 можно из соотношения (3): несмотря на то, что явный вид
зависимости фаз осцилляторов от координаты 3(𝑥) (производная от которой фигурирует в
соотношении (3)) нам не известен, очевидно, что максимально и минимально возможными
значениями подынтегральной функции sin(3′(𝑥)η) являются ±1, а соответственно, максимально
и минимально возможные значения Φ𝑠(𝑥) могут быть оценены (сверху) как

± 1

∆2

𝐿∫︁
0

η 𝑑η = ± 𝐿2

2∆2
= ±𝐾2

2
, (17)

и, соответственно,

0 < 𝑆 ⩽
𝐾2

2
. (18)

Таким образом, по результатам вышеприведённого рассмотрения можно сформулировать
следующие промежуточные выводы: в сетях фазовых осцилляторов с топологиями межэлемент-
ных связей «кольцо» и «малый мир», задавая явный вид распределения парциальных частот
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взаимодействующих осцилляторов ω𝑗 (и, соответственно, ω(𝑥)) и отслеживая выполнение усло-
вия (16) для потенциальной функции Φ𝑠(𝑥) (вид которой известен из соотношения (15)), можно
«конструировать» ситуации, в которых при увеличении/уменьшении силы связи между взаимо-
действующими осцилляторами будет реализоваться взрывной переход (взрывная синхронизация)
между полностью синхронным состоянием сети и состоянием, в котором существуют синхронные
кластеры осцилляторов, размеры которых ощутимо меньше полного числа осцилляторов сети 𝑁 .
Очевидно, что таких зависимостей ω(𝑥), и, соответственно, конфигураций сетей, в которых
возможна реализация взрывной синхронизации, по-видимому, может быть достаточно много, что,
в свою очередь, говорит о том, что в сетях с топологиями межэлементных связей «кольцо» и
«малый мир» явление взрывной синхронизации является, по крайней мере, не уникальным.

3. Пример: гармоническая зависимость частоты от номера осциллятора

Для того чтобы проиллюстрировать вышесказанное, рассмотрим сети с топологиями межэле-
ментных связей типа «кольцо» и «малый мир», состоящие из 𝑁 = 103 осцилляторов Курамото (1),
парциальные частоты которых зависят от номера осциллятора по гармоническому закону

ω𝑗 = Ω sin

(︂
2𝑚π
𝑁

𝑗

)︂
, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁, (19)

где Ω > 0 — максимально возможное значение парциальной частоты осцилляторов, 𝑚 — чис-
ло периодов в зависимости парциальных частот от номеров осцилляторов. Выберем величину
параметра 𝐾 = 8, что будет означать, что каждый элемент сети связан с 16 ближайшими
осцилляторами. Поскольку теоретическое рассмотрение в разделах 1 и 2 проводилось в диа-
пазоне значений координаты 𝑥 ∈ [−L;L], для непрерывной модели (2) зависимость (19) будет
соответствовать зависимости

ω(𝑥) = −Ω sin
(︁𝑚π

L
𝑥
)︁
, 𝑥 ∈ [−L;L]. (20)

При рассмотрении данного примера выберем для удобства L = 0.5, тогда, как легко видеть,
величина управляющего параметра ∆ будет равна 10−3. Нетрудно видеть, что для рассматриваемой
зависимости (20) потенциальная функция (15) будет иметь вид

Φ𝑠(𝑥) =
LΩ

𝑚πλ∆
cos

(︁𝑚π𝑥
L

)︁
+ 𝐶, (21)

где 𝐶 — константа интегрирования, которую, в силу симметрии соотношений (3), (16), (17), (20),
будем считать тождественно равной нулю.

Очевидно, что выполнение условия (16) будет иметь место при

LΩ
𝑚πλ∆

≲
𝐾2

2
, (22)

что даёт возможность оценить критическое значение параметра связи λc, при котором (в случае
уменьшения силы связи) должно произойти разрушение полностью синхронного состояния сети
осцилляторов Курамото

λc ≳ λ* =
2LΩ

𝑚π∆𝐾2
. (23)

Нетрудно видеть, что при выбранных значениях управляющих параметров Ω = 0.5 и 𝑚 = 1
величина λc должна быть равна или превышать λ* = 2.4868. Иными словами, можно ожидать,
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что для указанных значений управляющих параметров при силе связи между элементами сети,
находящейся ниже значения λ*, сеть осцилляторов Курамото (1) с топологией межэлементных
связей типа «кольцо» не может находиться в полностью синхронном режиме, а выше этой точки
возможно явление взрывной синхронизации.

На рис. 1 показаны зависимости числа осцилляторов в максимальном синхронном кластере
сети от величины параметра связи λ при различных значениях управляющих параметров, характе-
ризующих сеть осцилляторов Курамото, полученные с помощью непосредственного численного
моделирования модельной системы. Из рисунка хорошо видно, что для всех рассматриваемых
случаев в сети осцилляторов наблюдается резкий переход между полностью синхронным состоя-
нием осцилляторов сети и состоянием, когда такое полностью синхронное состояние отсутствует.
Кривая 1, соответствующая Ω = 0.5 и 𝑚 = 1, претерпевает резкий переход при λc = 2.5224, что
очень хорошо соотносится с полученным значением λ* = 2.4868. Выше критического значения
сеть осцилляторов Курамото оказывается полностью синхронизованной, тогда как ниже λc в сети
существуют два равносильных синхронных кластера осцилляторов, точно так же, как это имеет
место в случае сети осцилляторов Курамото с равномерным эквидистантным распределением
парциальных частот (см. [13]).

Интересно также отметить, что увеличение количества периодов колебаний зависимости
ω(𝑥) на рассматриваемом интервале [−L;L] приводит к соответствующему уменьшению величи-
ны λ* и, соответственно, критического значения λc (см. соотношение (23), а также ср. кривые 1 и 2,
3 и 4 на рис. 1). В том случае, когда одновременно с количеством периодов колебаний 𝑚 изменя-
ется частота Ω таким образом, чтобы отношение Ω/𝑚 оставалось неизменным, соответствующие
зависимости 𝑁(λ) будут практически совпадать друг с другом (см. (23) и ср. кривые 2 и 3
на рис. 1).

Ns

4 3 2

5 1

�

Рис. 1. Зависимость числа синхронных осцилляторов в максимальном синхронном кластере, 𝑁𝑠, от величины параметра
связи λ для сети осцилляторов Курамото (1) с топологиями межэлементных связей типа «кольцо» (кривые 1–4) и
«малый мир» (кривая 5). Значения управляющих параметров выбраны следующими: L = 0.5, 𝑁 = 103, 𝐾 = 8;
Ω = 0.5, 𝑚 = 1 (кривая 1); Ω = 0.5, 𝑚 = 2 (кривая 2); Ω = 0.25, 𝑚 = 1 (кривая 3); Ω = 0.25, 𝑚 = 2 (кривая 4);
Ω = 0.5, 𝑚 = 1, 𝑝 = 0.01 (кривая 5). Зависимости построены при уменьшении параметра λ (цвет онлайн)

Fig. 1. The dependence of the number of the synchronous oscillators into the maximal synchronous cluster, 𝑁𝑠, on the coupling
strength λ for the Kuramoto oscillator network (1) with topology of links belonging to the types “ring” (curves 1–4) and “small
world” (curve 5). The control parameter values are the following: L = 0.5, 𝑁 = 103, 𝐾 = 8; Ω = 0.5, 𝑚 = 1 (curve 1);
Ω = 0.5, 𝑚 = 2 (curve 2); Ω = 0.25, 𝑚 = 1 (curve 3); Ω = 0.25, 𝑚 = 2 (curve 4); Ω = 0.5, 𝑚 = 1, 𝑝 = 0.01 (curve 5).
All curves have been obtained for the decreasing coupling parameter λ (color online)
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Из рисунка также видно, что в случае сети малого мира взрывной переход происходит при
меньшем (хотя и близком) значении управляющего параметра λ по сравнению с аналогичной
сетью осцилляторов Курамото типа «кольцо» (ср. кривые 1 и 5, рис. 1). Подобное различие
может быть объяснено тем, что небольшое количество «длинных» связей, образовавшихся в силу
перезамыкания связей между осцилляторами при построении сети малого мира из кольца по
методу Ваттса–Строгаца [22], вносит некоторые искажения в поведение сети малого мира по
сравнению с теоретическими соотношениями, приведёнными в настоящей работе.

Полученное теоретическое соотношение (21) для потенциальной функции Φ𝑠(𝑥) можно
сопоставить с результатами непосредственного численного моделирования сети осцилляторов Ку-
рамото (1), при этом численная зависимость потенциальной функции от координаты 𝑥 может быть
рассчитана с помощью соотношения (11), поскольку для числа элементов сети 𝑁 , стремящегося к
бесконечности, дискретный аналог потенциальной функции Φ̃𝑠(𝑥) стремится к потенциальной
функции Φ𝑠(𝑥):

lim
𝑁→+∞

Φ̃𝑠(𝑥) = Φ𝑠(𝑥). (24)

Так как при численном моделировании поведения сети осцилляторов Курамото в качестве про-
странственной координаты используется номер элемента 𝑗, для сопоставления (11) c (21) имеет
смысл перейти к безразмерной координате 𝑥 = (𝑗 −𝑁/2)/𝑁 .

На рис. 2 показаны сопоставления профилей теоретического Φ𝑠(𝑥) и численного Φ̃𝑠(𝑥)
представлений потенциальной функции для сети осцилляторов Курамото (1), находящейся в
полностью синхронном состоянии. Рис. 2, a соответствует случаю сети осцилляторов с топо-
логией связей типа «кольцо», рис. 2, b — топологии связей «малый мир». Из рис. 2, a видно
отличное соответствие результата численного моделирования и теоретической зависимости (21),
что позволяет говорить об адекватности предложенного теоретического подхода. В случае сети
«малого мира» неучтенные при построении теоретического описания «длинные» связи несколько
искажают профиль потенциальной функции. «Длинные» связи, возникшие в результате примене-
ния метода Ваттса–Строгаца [22], можно рассматривать как некоторое случайное воздействие на
потенциальную функцию, которое искажает её профиль. Искажения гладкого профиля потенци-
альной функции приводят к тому, что для сети малого мира в некоторых точках 𝑥𝑒 потенциальная

a b

Рис. 2. Зависимость дискретного и непрерывного представлений потенциальной функции от координаты 𝑥 для сети
осцилляторов Курамото (1) с топологией межэлементных связей типа «кольцо» (a) и «малый мир» (b), λ = 2.64,
Ω = 0.5, 𝑚 = 1, 𝑝 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 2. The dependence of the discrete and continuous representations of the potential function on coordinate 𝑥 for the
Kuramoto oscillator network with “ring” (a) and “small world” (b) topologies, λ = 2.64, Ω = 0.5, 𝑚 = 1, 𝑝 = 0.01 (color
online)
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функция Φ̃𝑠(𝑥) достигает ограничительных значений 𝑆 при меньших значениях управляющего
параметра λ по сравнению с аналогичной сетью (характеризующейся тем же самым набором
значений управляющих параметров) с топологией межэлементных связей типа «кольцо», что
приводит к сдвигу области резкого перехода в сторону меньших значений параметра связи λ
(см. рис. 1, кривые 1 и 5). Тем не менее эти отличия носят, в основном, несущественный коли-
чественный характер и общие закономерности в поведении потенциальной функции для сети
синхронных осцилляторов оказываются одинаковыми для топологий межэлементных связей типа
«кольцо» и «малый мир», поэтому все выводы, полученные для сети с топологией связей «кольцо»
остаются справедливыми и для сетей малого мира.

Заключение

Таким образом, основываясь на теоретических результатах, изложенных в разделах 1 и 2,
подтверждённых результатами численного моделирования (раздел 3) динамики сетей осцилля-
торов Курамото с топологиями межэлементных связей типа «малый мир» и «кольцо», можно
сделать вывод о том, что взрывной характер перехода к полностью синхронному состоянию в
подобных сетях может наблюдаться для достаточно большого числа возможных зависимостей
парциальных частот ω𝑗 осцилляторов от номера осциллятора 𝑗, а следовательно, такой взрывной
переход в подобных сетях является явлением хотя и нетипичным, но и не уникальным. Более
того, предложенный в настоящей работе подход, основанный на задании последовательности пар-
циальных частот ω𝑗 , позволяет целенаправленно «конструировать» сети с топологиями «кольцо»
и «малый мир», которые будут демонстрировать явление взрывной синхронизации.
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