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И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЕ ПРИ НОРМАЛИЗАЦИИ СИСТЕМ
В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ БОГДАНОВА–ТАКЕНСА

© 2024 г. В. В. Басов

Санкт-Петербургский государственный университет
e-mail: vlvlbasov@rambler.ru

Поступила в редакцию 29.04.2024 г., после доработки 16.06.2024 г.; принята к публикации 03.10.2024 г.

Рассмотрена двумерная автономная система с квазиоднородным многочленом первой
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Получены все структуры обобщённых нормальных форм для остававшейся неиссле-
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щённой частью (𝑥2, 𝑎𝑥1𝑥2+𝑏𝑥

3
1), что значительно усилило уже имеющиеся результаты

исследований в одном из критических случаев классификации Богданова–Такенса.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим двумерную вещественную автономную систему

𝑥̇=𝑃
[1]
(1,2)(𝑥)+𝑋(𝑥) (𝑥=colon(𝑥1, 𝑥2)), (1)

невозмущённую часть которой образует квазиоднородный многочлен (КОМ) 𝑃
[1]
(1,2) первой

степени, а возмущение 𝑋 =colon(𝑋1, 𝑋2) разложено в сумму КОМ степени 𝑛 с весом (1, 2),
т.е. 𝑋 =

∑︀∞
𝑛=2𝑋

[𝑛](𝑥1, 𝑥2), где 𝑋
[𝑛]
𝑖 =

∑︀
𝑞1+2𝑞2−𝑖=𝑛𝑋

[𝑞1,2𝑞2]
𝑖 𝑥𝑞11 𝑥

𝑞2
2 (𝑖=1, 2).

Основной целью этой и многих других работ является получение различных обобщённых
нормальных форм (ОНФ), формально эквивалентных системе (1).

Нормализацию системы (1) удобно осуществлять в два этапа.
Этап 1. Сначала к нормальной форме приводится невозмущённая часть системы (1).

Для этого множество невозмущённых систем

𝑥̇=𝑃
[1]
(1,2)(𝑥), или 𝑥̇1= 𝑎 𝑥2+𝑏 𝑥

2
1,

𝑥̇2= 𝑐 𝑥1𝑥2+𝑑 𝑥
3
1,

(2)

правые части которых, как и они сами, отождествляются с матрицей

𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
,

1587
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разбивается на классы эквивалентности относительно квазилинейных замен нулевой степени.
В каждом классе, основываясь на должным образом введённых принципах, выделяются об-
разующие — наиболее простые системы, называемые нормальными формами невозмущённой
системы (2). Их правые части будем обозначать 𝐶𝐹 и называть каноническими формами.

В п. 2 приведены структурные и нормировочные принципы, на основании которых полу-
чены следующие невырожденные канонические формы (под невырожденностью понимается
отсутствие в матрице 𝑀 нулевых строк) системы (2):

𝐶𝐹 2
1 =

(︂
0 𝑢
1 0

)︂
, 𝐶𝐹 2

2 =

(︂
0 1
0 1

)︂
, 𝐶𝐹 2

3 =

(︂
1 0
1 0

)︂
, 𝐶𝐹 2

4 =

(︂
1 0
0 𝜎

)︂
(𝜎=±1);

𝐶𝐹 3
1 =

(︂
0 1
2 1

)︂
, 𝐶𝐹 3

2 =

(︂
1 𝑢
1 0

)︂ (︀
𝑢∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2]

)︀
,

𝐶𝐹 3
3 =

(︂
1 𝑢
0 −1

)︂
𝑢∈ (0,

√
2); 𝐶𝐹 4

1 =

(︂
1 1
−2 −2

)︂
. (3)

Кроме того, в теореме 1 для каждой канонической формы 𝐶𝐹 из (3) в явном виде
найдены условия на коэффициенты системы (2) и квазилинейные замены, приводящие при
данных условиях правую часть (2) к выбранной 𝐶𝐹 , а также получаемые при этом значения
параметров 𝑢 и 𝜎.

Этап 2. При помощи формальных почти тождественных замен (нормализующих) по-
следовательно приводятся системы (1), имеющие одну из канонических форм (3) в невоз-
мущённой части. К настоящему моменту исследованы системы (1), имеющие в качестве
невозмущённых частей следующие канонически формы: 𝐶𝐹 2

1 [1], 𝐶𝐹 2
2 [2], 𝐶𝐹 2

3 [2], 𝐶𝐹 2
4

[3–5], 𝐶𝐹 3
2 [6], частный случай 𝐶𝐹 3

3 [7].
В продолжение этих исследований в п. 3 выделены все возможные структуры ОНФ для

системы (1) с достаточно простой канонической формой 𝐶𝐹 3
1 в невозмущённой части и

приведены примеры ОНФ с выбранными типами структур.
Нормализация, как и в предшествующих случаях, осуществляется так называемым ме-

тодом резонансных уравнений и наборов (см., например, [2, 3, 8]). В этих же работах даётся
определение используемого здесь понятия ОНФ, которое фактически соответствует опреде-
лению ОНФ первого порядка из статьи [7].

К сожалению, аналогичные результаты для систем с 𝐶𝐹 3
3 в невозмущённой части по-

ка отсутствуют из-за того, что в линейной алгебраической связующей системе возникает
пятидиагональная матрица, у которой не удаётся оценить собственные числа.

Как было отмечено, в работе [7] осуществлена нормализация системы (1) вида

𝑥̇1=𝑥2+𝑋1(𝑥1, 𝑥2), 𝑥̇2=𝛼𝑥1𝑥2+𝛽𝑥
3
1+𝑋2(𝑥1, 𝑥2) (𝛼, 𝛽 ̸=0), (4)

невозмущённая часть которой относится к одному из неисследованных критических случаев
классификации Богданова–Такенса (см. [9]). При серьёзном предположении о том, что число
𝛼−2𝛽 не является алгебраическим (не позволяет обращаться в нуль собственным числам
связующей системы), была получена одна из возможных структур ОНФ:

𝑦̇1= 𝑦2, 𝑦̇2=𝛼𝑦1𝑦2+𝛽𝑦
3
1+

∞∑︁
𝑛=4

𝑎𝑛𝑦
𝑛
1 . (5)

В п. 4 предложен и реализован один из возможных способов нормализации системы в
критическом случае Богданова–Такенса, а в замечании 4 исправлена ошибка, допущенная
в [7] при описании членов младшего порядка возмущения полученной ОНФ (5).
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Дело в том, что классификация Богданова–Такенса, относящаяся к системам (1), отлича-
ется от классификации, предложенной в настоящей работе. Простейшая нормализация для

двумерных систем 𝑥̇=𝐴𝑥+𝑋(𝑥) с вырожденной матрицей 𝐴=

(︂
0 1
0 0

)︂
, задающей линей-

ную невозмущённую часть, была осуществлена Ф. Такенсом в [10]. В свою очередь, именно
полученная им нормальная форма, имеющая вид 𝑦̇1 = 𝑦2, 𝑦̇2 = 𝑓(𝑥)+𝑦𝑔(𝑥), точнее вся её
правая часть, была выбрана в статье [9] в качестве невозмущённой и использована для со-
здания классификации, названной авторами классификацией Богданова-Такенса, поскольку
её основы были заложены в работах Р.И. Богданова [11] и Ф. Такенса [10].

Недостаток такой классификации заключается в том, что нормализации не подвергается
квазилинейная часть системы (4), а с её помощью происходит нормализация членов более
высокого порядка.

Действительно, матрица 𝑀 =

(︂
1 0
𝛼 𝛽

)︂
, введённая для невозмущённой системы (2), явля-

ется не канонической, а структурной формой из класса 𝑆𝐹 3
4 (см. определения 1, 2 и (13) в

п. 2), и поэтому допускает упрощения.
Оказывается, что в случае когда у системы (4)

𝛽⩾−𝛼2/8, (6)

её квазилинейная часть квазиоднородной заменой нулевой степени сводится по теореме 1
к более простой форме 𝐶𝐹 3

2 . Системы с 𝐶𝐹 3
2 в невозмущённой части исследованы в [6] и

для них методом резонансных наборов и уравнений в явном виде выписаны все структуры
ОНФ.

Таким образом, нормализация матрицы 𝑀 позволяет существенно продвинуться в ис-
следовании критических случаев классификации Богданова–Такенса и, в частности, не тре-
бовать трансцендентности числа 𝛼−2𝛽.

Что касается случая, когда неравенство (6) не выполняется, то 𝑆𝐹 3
4 может быть сведена

только к 𝐶𝐹 3
3 , для неё сохраняется пока не решённая проблема с оценкой собственных чисел

матрицы связующей системы.
Следует отметить, что полученные в п. 4 результаты не полностью решают проблему

нормализации в критическом случае Богданова–Такенса, поскольку в полученных ОНФ в
квазилинейной части вместо слагаемого 𝛽𝑦31 во втором уравнении появляется слагаемое 𝑢𝑦21
в первом уравнении, а его отсутствие может требоваться при решении конкретных задач,
связанных с нормализацией системы. В конечном счёте всё упирается в одну из ключевых
проблем, связанных с обобщёнными нормальными формами: какие слагаемые в правой части
системы использовать в качестве невозмущённой части.

2. КАНОНИЧЕСКИЕ ФОРМЫ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ВЕСОМ (1,2)

Рассмотрим двумерную вещественную квазилинейную систему (2), правая часть которой
является невырожденным квазиоднородным многочленом первой степени с весом (1, 2). Этот
многочлен обозначается 𝑃

[1]
(1,2)(𝑥) и отождествляется, как и сама система, с матрицей 𝑀 .

Напомним, что невырожденность 𝑃
[1]
(1,2) означает отсутствие в матрице 𝑀 нулевых строк,

т.е. наличие ограничения 𝑎2+𝑏2 ̸=0, 𝑐2+𝑑2 ̸=0.
Структура системы (2) сохраняется при выполнении произвольной вещественной обра-

тимой квазиоднородной замены нулевой степени с весом (1, 2), которая имеет вид

𝑥1= 𝜏1𝑧1,

𝑥2= 𝜏2𝑧2+𝛿𝑧
2
1

или 𝐿=

(︃
𝜏1 0

𝛿 𝜏2

)︃
(𝜏1, 𝜏2 ̸=0). (7)
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Замену (7), отождествляемую с матрицей 𝐿, удобно записать в виде композиции двух
замен: нормированной и нормирующей.

Структурирующая замена
𝑥1= 𝑦1, 𝑥2= 𝑦2+𝛾𝑦

2
1 (8)

преобразует (2) в квазилинейную систему

𝑦̇1= 𝑎 𝑦2+(𝑏+𝑎𝛾) 𝑦21,

𝑦̇2=(𝑐−2𝑎𝛾) 𝑦1𝑦2+(𝑑+(𝑐−2𝑏)𝛾−2𝑎𝛾2) 𝑦31
или ̃︁𝑀 =

(︃
𝑎̃ 𝑏̃

𝑐 𝑑

)︃
, (9)

где 𝑎̃= 𝑎, 𝑏̃= 𝑏+𝑎𝛾, 𝑐= 𝑐−2𝑎𝛾, 𝑑= 𝑑+(𝑐−2𝑏)𝛾−2𝑎𝛾2.
В свою очередь, нормирующая замена

𝑦1= 𝜏1𝑧1, 𝑦2= 𝜏2𝑧2 (𝜏1, 𝜏2 ̸=0) (10)

преобразует систему (9) в квазилинейную систему

𝑧̇1= 𝜏−1
1 𝜏2𝑎̃ 𝑧2+𝜏1𝑏̃ 𝑧

2
1 ,

𝑧̇2= 𝜏1𝑐 𝑧1𝑧2+𝜏
3
1 𝜏

−1
2 𝑑 𝑧31

или ̂︁𝑀 =

(︃
𝑎̂ 𝑏̂

𝑐 𝑑

)︃
. (11)

Утверждение 1. 1. В замене (7), являющейся композицией замен (8) и (10), 𝛿= 𝜏21 𝛾.
2. Условие 𝑎=0 инвариантно относительно замены (7).

Обозначим через 𝐷 дискриминант выражения 𝑎𝛾2−(𝑐/2−𝑏)𝛾−𝑑/2, тогда

𝐷=(𝑐/2−𝑏)2+2𝑎𝑑 или 𝐷=(𝑐/2+𝑏)2+2det𝑀. (12)

Аналогичным образом введём дискриминанты ̃︀𝐷 и ̂︀𝐷.
Утверждение 2. Для дискриминантов систем (9) и (11), полученных из системы (2),

справедливы следующие равенства: ̃︀𝐷=𝐷, ̂︀𝐷= 𝜏21
̃︀𝐷.

Следуя [12], введём формальное понятие структурной формы, упорядочим множество
структурных форм, основываясь на должным образом выбранном структурном принципе,
разобьём их на классы эквивалентности относительно замены (7) и выделим в каждом классе
образующую — простейшую с учётом выбранного нормировочного принципа структурную
форму, называемую канонической.

Определение 1. Вещественную матрицу 𝑀 из (2) будем называть структурной 𝑚-фор-
мой (𝑚= 2, 3, 4) и обозначать 𝑆𝐹𝑚, если какие-либо 𝑚 её элементов отличны от нуля, а
остальные равны нулю.

Очевидно, что структурные 𝑚-формы отличаются одна от другой различным располо-
жением ненулевых элементов и имеется всего девять структурных форм.

Вполне упорядочим множество структурных форм при помощи следующего структурного
принципа: 𝑆𝐹𝑚 предшествует 𝑆𝐹 𝑘, если 𝑚< 𝑘, а среди форм с одинаковым 𝑚 порядок
предшествования таков: 𝑎=0, 𝑑=0, 𝑐=0.

Для каждого 𝑚 (𝑚=2, 3, 4) расставим структурные формы 𝑆𝐹𝑚 в соответствии с вве-
дённым порядком и присвоим каждой соответствующий ей номер 𝑖, вводя обозначение 𝑆𝐹𝑚𝑖 :

𝑆𝐹 2
1 =

(︂
0 𝑏
𝑐 0

)︂
, 𝑆𝐹 2

2 =

(︂
0 𝑏
0 𝑑

)︂
, 𝑆𝐹 2

3 =

(︂
𝑎 0
𝑐 0

)︂
, 𝑆𝐹 2

4 =

(︂
𝑎 0
0 𝑑

)︂
;

𝑆𝐹 3
1 =

(︂
0 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
, 𝑆𝐹 3

2 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 0

)︂
, 𝑆𝐹 3

3 =

(︂
𝑎 𝑏
0 𝑑

)︂
, 𝑆𝐹 3

4 =

(︂
𝑎 0
𝑐 𝑑

)︂
; 𝑆𝐹 4

1 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
. (13)
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Здесь 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ̸=0. Каждую 𝑆𝐹𝑚𝑖 из (13) нормируем при помощи замены (10) в соответствии
с нормировочным принципом: из элементов, расположенных в порядке 𝑎, 𝑑, 𝑐, 𝑏, первый
ненулевой нормируется к 1, а второй, если возможно, — к 1 или −1.

Нормированную 𝑆𝐹𝑚𝑖 будем обозначать 𝑁𝑆𝐹𝑚𝑖 , а её оставшиеся ненормированными эле-
менты, если такие имеются, будем называть параметрами.

Определение 2. Нормированную каноническую форму 𝑁𝑆𝐹𝑚𝑖 будем называть канони-
ческой формой и обозначать 𝐶𝐹𝑚𝑖 , если выделено такое минимальное множество допустимых
значений её параметров, называемое каноническим и обозначаемое 𝑐𝑠𝑚𝑖 , что 𝐶𝐹𝑚𝑖 ни при
каких значениях параметров из 𝑐𝑠𝑚𝑖 не может быть сведена заменой (7) к какой-либо пред-
шествующей структурной форме. Под минимальностью 𝑐𝑠𝑚𝑖 понимается максимальное огра-
ничение значений его параметров по модулю или по знаку при помощи должным образом
подобранной замены (7).

Разумеется, в 𝐶𝐹𝑚𝑖 параметры могут не иметь ограничений или, наоборот, могут оказать-
ся константами. В этих случаях каноническое множество не указывается, оно тривиально.

Замечание 1. Предложенные структурный и нормировочный принципы введены таким
образом, что позволяют максимально сократить технические трудности, связанные с норма-
лизацией возмущённых систем, имеющих в невозмущённой части какую-либо из выделенных
форм 𝐶𝐹 . А требование невырожденности 𝐶𝐹 или, что то же самое, отсутствия нулевой
строки у матрицы 𝑀 вызвано желанием полноценно нормализовать возмущённую систе-
му, т.е. иметь возможность при помощи почти тождественных преобразований получать
максимальное число нулевых коэффициентов в возмущении.

Докажем, что матрица 𝑀 системы (2) сводится к одной из восьми форм 𝐶𝐹 в (3),
и покажем, что матрица 𝑀 в ряде случаев заменой (7) может быть сведена не только
к каноническим, но и к вырожденным (с нулевой второй строкой) каноническим формам,
обозначаемым 𝐶𝐹𝜇𝑑,𝜄.

Три вырожденные канонические формы системы (2) имеют вид

𝐶𝐹 1
𝑑,1=

(︂
0 1
0 0

)︂
, 𝐶𝐹 1

𝑑,2=

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐶𝐹 2

𝑑,1=

(︂
1 1
0 0

)︂
.

Для случая когда в (12) дискриминант 𝐷⩾ 0, введём константы

𝛾1=
𝑐/2−𝑏−

√
𝐷

2𝑎
, 𝛾2=

𝑐/2−𝑏+
√
𝐷

2𝑎
; 𝜂1=

𝑐/2+𝑏−
√
𝐷

2
, 𝜂2=

𝑐/2+𝑏+
√
𝐷

2
. (14)

Теорема 1. С помощью замен (8) и (10) правая часть системы (2) сводится к одной из
восьми попарно неэквивалентных друг другу относительно замен (7) канонических форм (3).

Ниже для каждой CF из (3) приведены: a) условия на коэффициенты системы (2);
b) замены (8) и (10), приводящие при данных условиях правую часть системы (2) к вы-
бранной 𝐶𝐹 ; с) получаемые при этом значения параметров 𝑢 и 𝜎:

𝐶𝐹 2
2 : a) 𝑎=0, 𝑐=0; b) 𝛾=0, 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2= 𝑏−3𝑑;

𝐶𝐹 3
1 : a) 𝑎=0, 𝑐=2𝑏, 𝑑 ̸=0; b) 𝛾=0, 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2= 𝑏−3𝑑;

𝐶𝐹 2
1 : a) 𝑎 = 0, 𝑐 ̸= 0 (𝑐 ̸= 2𝑏 или 𝑐 = 2𝑏, 𝑑 = 0); b) 𝛾 = (2𝑏− 𝑐)−1𝑑, 𝜏1 = 𝑐−1 или 𝛾 = 0,

𝜏1=(2𝑏)−1; 𝜏2=1; c) 𝑢= 𝑏𝑐−1;
𝐶𝐹 2

4 : a) 𝑎 ̸= 0, 𝑐=−2𝑏, 𝑎𝑑+2𝑏2 ̸= 0; b) 𝛾 =−𝑎−1𝑏, 𝜏1 = |𝑑+2𝑎−1𝑏2|−1/2 sign 𝑎, 𝜏2 = 𝑎−1𝜏1;
c) 𝜎=sign(𝑑+2𝑎−1𝑏2);

𝐶𝐹 4
1 : a) 𝑎 ̸=0, 𝑐=−2𝑏, 𝑑=−2𝑎−1𝑏2; b) 𝛾=0, 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2=(𝑎𝑏)−1;

𝐶𝐹 2
3 : a) 𝑎 ̸=0, 𝑐+2𝑏 ̸=0, 𝑑=𝑎−1𝑏𝑐 (𝐷>0); b) 𝛾=𝛾1 при 𝑐+2𝑏>0 или 𝛾=𝛾2 при 𝑐+2𝑏<0,

𝜏1=(𝑐+2𝑏)−1, 𝜏2= 𝑎−1𝜏1;
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𝐶𝐹 3
2 : a) 𝑎 ̸=0, 𝑐+2𝑏 ̸=0, 𝑑 ̸= 𝑎−1𝑏𝑐 (𝐷⩾ 0); b) 𝛾 = 𝛾𝜄, 𝜏1 = (𝑐−2𝑎𝛾𝜄)

−1, 𝜏2 = 𝑎−1𝜏1; c) 𝑢=
=(𝑏+𝑎𝛾𝜄)(𝑐−2𝑎𝛾𝜄)

−1, где 𝜄=1 при 𝑐+2𝑏> 0, 𝜄=2 при 𝑐+2𝑏< 0;
𝐶𝐹 3

3 : a) 𝑎 ̸= 0, 𝑐+2𝑏 ̸= 0 (𝐷< 0); b) 𝛾 = (2𝑎)−1𝑐, 𝜏1 = (𝑏𝑐−𝑎𝑑)−1/2 sign(𝑐+2𝑏), 𝜏2 = 𝑎−1𝜏1;
c) 𝑢= |𝑐/2+𝑏|(𝑏𝑐−𝑎𝑑)−1/2.

Доказательство. 1. Рассмотрим случай 𝑎=0 (𝑏 ̸=0), т.е. в (2) 𝑀 =

(︂
0 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
. В результате

замены (8) получаем систему (9) с ̃︁𝑀 =

(︂
0 𝑏
𝑐 𝑑+(𝑐−2𝑏)𝛾

)︂
.

1.1. Пусть 𝑐= 0 (𝑑 ̸= 0). Выбирая, например, 𝛾 = 0, чтобы сохранить невырожденность,

имеем 𝑀 =̃︁𝑀 =

(︂
0 𝑏
0 𝑑

)︂
и после нормировки (10) c 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2= 𝑏−3𝑑 получаем 𝐶𝐹 2

2 , а при

𝛾=(2𝑏)−1𝑑 и 𝜏1= 𝑏−1 (𝜏2=1) получаем 𝐶𝐹 1
𝑑,1.

1.2. Если 𝑐=2𝑏, то при любом 𝛾, например при 𝛾=0, матрица ̃︁𝑀 =

(︂
0 𝑏
2𝑏 𝑑

)︂
.

1.2.1. При 𝑑=0 нормировка (10) c 𝜏1=(2𝑏)−1 (𝜏2=1) даёт 𝐶𝐹 2
1 с 𝑢=1/2.

1.2.2. При 𝑑 ̸=0 нормировка (10) c 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2= 𝑏−3𝑑 даёт 𝐶𝐹 3
1 .

1.3. Пусть 𝑐 ̸=0, 2𝑏. Тогда при 𝛾=(2𝑏−𝑐)−1𝑑 матрица ̃︁𝑀 =

(︂
0 𝑏
𝑐 0

)︂
и её нормировка (10)

c 𝜏1= 𝑐−1 (𝜏2=1) даёт 𝐶𝐹 2
1 с 𝑢= 𝑏𝑐−1 ̸= {0, 1/2}.

2. Случай 𝑎 ̸=0. Из системы (2) с помощью замены (8) получаем систему (9).
2.1. Пусть 𝑐=−2𝑏. Это условие позволяет при желании аннулировать в (9) элементы 𝑏̃

и 𝑐, так как в этом случае ̃︁𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏+𝑎𝛾

−2(𝑏+𝑎𝛾) 𝑑−4𝑏𝛾−2𝑎𝛾2

)︂
.

2.1.1. Пусть 𝜓1=𝑑+2𝑎−1𝑏2 ̸=0. При 𝛾=−𝑎−1𝑏 имеем матрицу ̃︁𝑀 =

(︂
𝑎 0
0 𝜓1

)︂
и её норми-

ровка (10) с 𝜏1= |𝜓1|−1/2 sign 𝑎, 𝜏2= 𝑎−1𝜏1 даёт 𝐶𝐹 2
4 c 𝜎=sign𝜓1.

2.1.2. Если 𝑑=−2𝑎−1𝑏2 (𝜓1=0), то ̃︁𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏+𝑎𝛾

−2(𝑏+𝑎𝛾) −2𝑎−1(𝑏+𝑎𝛾)2

)︂
.

Теперь при 𝛾=0 имеем 𝑀,̃︁𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏

−2𝑏 −2𝑎−1𝑏2

)︂
и нормировка (10) с 𝜏1= 𝑏−1, 𝜏2=(𝑎𝑏)−1

даёт 𝐶𝐹 4
1 , а при 𝛾=−𝑎−1𝑏 и 𝜏1= 𝑎 (𝜏2=1) получаем 𝐶𝐹 1

𝑑,2.

2.2. При 𝑐+2𝑏 ̸= 0 в матрице ̃︁𝑀 из (9) предпочтительнее всего согласно структурному
принципу аннулировать элемент 𝑑=−2(𝑎𝛾2− (𝑐/2−𝑏)𝛾−𝑑/2). Это возможно сделать, если
дискриминант 𝐷 из (12) неотрицательный.

2.2.1. 𝐷=(𝑐/2+𝑏)2+2(𝑎𝑑−𝑏𝑐)⩾0. Тогда в (14) 𝛾1, 𝛾2 — нули элемента 𝑑 из ̃︁𝑀 , 𝜂1=𝑏+𝑎𝛾1=
=(𝑐−2𝑎𝛾2)/2, 𝜂2= 𝑏+𝑎𝛾2=(𝑐−2𝑎𝛾1)/2.

Пусть в замене (8) 𝛾= 𝛾𝑖, тогда в системе (9) ̃︁𝑀𝑖=

(︂
𝑎 𝑏+𝑎𝛾𝑖

𝑐−2𝑎𝛾𝑖 0

)︂
(𝑖=1, 2).

2.2.1.1. Условие 𝑑= 𝑎−1𝑏𝑐 равносильно условию 𝐷=(𝑐/2+𝑏)2> 0 (𝛾1 ̸= 𝛾2).
i) Если 𝑐+2𝑏>0, то выбираем 𝛾=𝛾1. Тогда в ̃︁𝑀1 согласно (14) элемент 𝑏̃= 𝑏+𝑎𝛾1=𝜂1=0,

элемент 𝑐= 𝑐−2𝑎𝛾1=2𝜂2= 𝑐+2𝑏, т.е. ̃︁𝑀1=

(︂
𝑎 0

𝑐+2𝑏 0

)︂
.

ii) Если 𝑐+2𝑏<0, то выбираем 𝛾=𝛾2. Тогда в ̃︁𝑀2 согласно (14) элемент 𝑏̃=𝑏+𝑎𝛾2=𝜂2=0,

элемент 𝑐= 𝑐−2𝑎𝛾2=2𝜂1= 𝑐+2𝑏, т.е. ̃︁𝑀2=

(︂
𝑎 0

𝑐+2𝑏 0

)︂
.

После нормировки (10) c 𝜏1=(𝑐+2𝑏)−1, 𝜏2= 𝑎−1𝜏1 ̃︁𝑀1 и ̃︁𝑀2 превращаются в 𝐶𝐹 2
3 .
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Если в случае 1 взять 𝛾=𝛾2, а в случае 2 — 𝛾=𝛾1, то будет получена матрица
(︂
𝑎 𝑐+2𝑏
0 0

)︂
,

которую та же нормировка сведёт к 𝐶𝐹 2
𝑑,1.

2.2.1.2. Условие 𝑑 ̸= 𝑎−1𝑏𝑐 равносильно условиям 𝜂1, 𝜂2 ̸=0.
i) При 𝑐+2𝑏 > 0 выбираем 𝛾 = 𝛾1, тогда в ̃︁𝑀1 согласно (14) 𝑑 = 0, поскольку 𝛾1 —

корень уравнения 2𝛾2−𝛼𝛾−𝛽=0, далее, 𝑏̃= 𝜂1, 𝑐=2𝜂2, причём 𝜂2> |𝜂1| при 𝐷> 0 и 𝜂2= 𝜂1
при 𝐷 = 0. После нормировки (10) c 𝜏1 = (2𝜂2)

−1, 𝜏2 = 𝑎−1𝜏1 в системе (11) ̂︁𝑀 = 𝐶𝐹 3
2 с

𝑢= 𝜂1(2𝜂2)
−1=(𝑏+𝑎𝛾1)(𝑐−2𝑎𝛾1)

−1, причём 𝑢∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2].
ii) При 𝑐+2𝑏<0 выбираем 𝛾=𝛾2, тогда в ̃︁𝑀2 согласно (14) 𝑏̃=𝜂2, 𝑐=2𝜂1, причём −𝜂1> |𝜂2|

при 𝐷> 0 и 𝜂1= 𝜂2 при 𝐷=0. После замены (10) c 𝜏1=(2𝜂1)
−1, 𝜏2= 𝑎−1𝜏1 получаем 𝐶𝐹 3

2 с
𝑢= 𝜂2(2𝜂1)

−1=(𝑏+𝑎𝛾2)(𝑐−2𝑎𝛾2)
−1, при этом 𝑢∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2].

2.2.2. Пусть 𝐷=(𝑐/2+𝑏)2+2(𝑎𝑑−𝑏𝑐)<0 (𝑎𝑑−𝑏𝑐<0). Тогда при 𝛾=(2𝑎)−1𝑐 в (9) матрица̃︁𝑀 =

(︂
𝑎 𝑐/2+𝑏
0 𝑎−1(𝑎𝑑−𝑏𝑐)

)︂
и её нормировка (10) c 𝜏1 = (𝑏𝑐−𝑎𝑑)−1/2 sign(𝑐+2𝑏), 𝜏2 = 𝑎−1𝜏1 даёт

𝐶𝐹 3
3 с 𝑢= |𝑐/2+𝑏|(𝑏𝑐−𝑎𝑑)−1/2. При этом 0<𝑢<

√
2, так как равносильны неравенства 𝐷<0

и 𝐷̆=𝑢2−2< 0. Теорема доказана.

Замечание 2. В случае 2.2.2 при 𝛾=−𝑎−1𝑏 в (9) ̃︁𝑀=

(︂
𝑎 0

𝑐+2𝑏 𝑎−1(𝑎𝑑−𝑏𝑐)

)︂
и та же нор-

мировка приводит эту матрицу к 𝑁𝑆𝐹 3
4 вида

(︂
1 0
𝜃 −1

)︂
с 𝜃=|𝑐+2𝑏|(𝑏𝑐−𝑎𝑑)−1/2 (0<𝜃<

√
8).

Очевидно, что такая 𝑁𝑆𝐹 3
4 для любого 𝜃 ∈ (0,

√
8) заменой (8) с 𝛾 = 𝜃/2 сводится к пред-

шествующей ей 𝐶𝐹 3
3 , у которой 𝑢= 𝜃/2.

Замечание 3. В случаях 1.1, 2.1.2 и 2.2.1.1 установлено, что вместо 𝐶𝐹 2
2 , 𝐶𝐹 4

1 и 𝐶𝐹 2
3

можно получить соответственно 𝐶𝐹 1
𝑑,1, 𝐶𝐹

1
𝑑,2 и 𝐶𝐹 2

𝑑,1. Нормализацию возмущённых систем
с 𝐶𝐹𝑑 в невозмущённой части имеет смысл проводить в тех случаях, когда эквивалентная
𝐶𝐹 достаточно сложна, как, например, 𝐶𝐹 4

1 . Тогда для получения полноценной нормали-
зации из правой части второго уравнения возмущённой системы в нулевую невозмущённую
часть выделяют некоторые члены возмущения, позволяющие ввести новый вес и определить
степень созданного невырожденного квазиоднородного многочлена.

3. ОБОБЩЁННАЯ НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА СИСТЕМЫ
С 𝐶𝐹 3

1 В НЕВОЗМУЩЁННОЙ ЧАСТИ

Рассмотрим систему (1), невозмущённая часть которой представлена канонической фор-
мой 𝐶𝐹 3

1 :
𝑥̇1=𝑥21+𝑋1(𝑥1, 𝑥2), 𝑥̇2=2𝑥1𝑥2+𝑥

3
1+𝑋2(𝑥1, 𝑥2), (15)

в которой 𝑋𝑖=
∑︀∞

𝑛=2𝑋
[𝑛]
𝑖 (𝑥1, 𝑥2) (𝑖=1, 2), а 𝑋

[𝑛]
𝑖 =

∑︀
𝑞1+2𝑞2−𝑖=𝑛𝑋

[𝑞1,2𝑞2]
𝑖 𝑥𝑞11 𝑥

𝑞2
2 .

Пусть вещественная почти тождественная замена

𝑥𝑖= 𝑦𝑖+ℎ𝑖(𝑦1, 𝑦2) (𝑖=1, 2) (16)

преобразует систему (15) в формально эквивалентную ей систему

𝑦̇1= 𝑦21+𝑌1(𝑦1, 𝑦2), 𝑦̇2=2𝑦1𝑦2+𝑦
3
1+𝑌2(𝑦1, 𝑦2), (17)

здесь ℎ𝑖=
∑︀∞

𝑛=2 ℎ
[𝑛−1]
𝑖 (𝑦1, 𝑦2), ℎ

[𝑛−1]
𝑖 =

∑︀
𝑞1+2𝑞2−𝑖=𝑛−1 ℎ

[𝑞1,2𝑞2]
𝑖 𝑦𝑞11 𝑦

𝑞2
2 и 𝑌𝑖 аналогичны 𝑋𝑖.
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Дифференцируя по 𝑡 равенства (16) в силу систем (15) и (17), получаем тождества

(𝑦1+ℎ1)
2+𝑋1(𝑦1+ℎ1, 𝑦2+ℎ2)= 𝑦21+𝑌1+

𝜕ℎ1

𝜕𝑦1
(𝑦21+𝑌1)+

𝜕ℎ1

𝜕𝑦2
(2𝑦1𝑦2+𝑦

3
1+𝑌2),

2(𝑦1+ℎ1)(𝑦2+ℎ2)+(𝑦1+ℎ1)
3+𝑋2(𝑦1+ℎ1, 𝑦2+ℎ2)=

=2𝑦1𝑦2+𝑦
3
1+𝑌2+

𝜕ℎ2

𝜕𝑦1
(𝑦21+𝑌1)+

𝜕ℎ2

𝜕𝑦2
(2𝑦1𝑦2+𝑦

3
1+𝑌2).

Для любого 𝑛⩾ 2 компоненты КОМ степени 𝑛 из этих тождеств запишем в виде

𝑦21
𝜕ℎ

[𝑛−1]
1

𝜕𝑦1
+(2𝑦1𝑦2+𝑦

3
1)
𝜕ℎ

[𝑛−1]
1

𝜕𝑦2
−2𝑦1ℎ

[𝑛−1]
1 = ̃︀𝑌 [𝑛]

1 −𝑌 [𝑛]
1 ,

𝑦21
𝜕ℎ

[𝑛−1]
2

𝜕𝑦1
+(2𝑦1𝑦2+𝑦

3
1)
𝜕ℎ

[𝑛−1]
2

𝜕𝑦2
−(3𝑦21+2𝑦2)ℎ

[𝑛−1]
1 −2𝑦1ℎ

[𝑛−1]
2 = ̃︀𝑌 [𝑛]

2 −𝑌 [𝑛]
2 , (18)

где ̃︀𝑌 [𝑛]
1 =

{︀
𝑋1(𝑦1+ℎ1, 𝑦2+ℎ2)+ℎ

2
1−𝑌1𝜕ℎ1/𝜕𝑦1−𝑌2𝜕ℎ1/𝜕𝑦2

}︀[𝑛], ̃︀𝑌 [𝑛]
2 =

{︀
𝑋2(𝑦1+ℎ1, 𝑦2+ℎ2)+

+ℎ1ℎ2+3𝑦1ℎ
2
1+ℎ

3
1−𝑌1𝜕ℎ2/𝜕𝑦1−𝑌2𝜕ℎ2/𝜕𝑦2

}︀[𝑛], причём квазиоднородный многочлен ̃︀𝑌 [𝑛] =

=(̃︀𝑌 [𝑛]
1 , ̃︀𝑌 [𝑛]

2 ) уже известен, поскольку содержит только слагаемые из предшествующих КОМ
𝑌 [𝑠] и ℎ[𝑠−𝜅] (𝜅+1⩽ 𝑠⩽𝑛−1).

Приравнивая в выписанном КОМ коэффициенты при 𝑦𝑞11 𝑦
𝑞2
2 , где по определению 𝑞1,𝑞2∈Z+,

𝑞1+2𝑞2 = 𝑛+ 𝑖, 𝑛⩾ 2, а 𝑖 ∈ {1, 2} — номер компоненты КОМ в (18), и приводя подобные
члены, получаем линейную связующую систему

(𝑞2+1)ℎ
[𝑞1−3,2𝑞2+2]
1 +(𝑞1+2𝑞2−3)ℎ

[𝑞1−1,2𝑞2]
1 = ̃︀𝑌 [𝑞1,2𝑞2]

1 −𝑌 [𝑞1,2𝑞2]
1 ,

3ℎ
[𝑞1−2,2𝑞2]
1 −2ℎ

[𝑞1,2𝑞2−2]
1 +(𝑞2+1)ℎ

[𝑞1−3,2𝑞2+2]
2 +(𝑞1+2𝑞2−3)ℎ

[𝑞1−1,2𝑞2]
2 = ̃︀𝑌 [𝑞1,2𝑞2]

2 −𝑌 [𝑞1,2𝑞2]
2 .

Для чисел 𝑛, 𝑞1, 𝑞2 введём следующие разложения:

𝑛=2𝑟+𝜈 (𝑟∈N, 𝜈=0, 1), 𝑞1=2𝜏+𝜈+ 𝑖, 𝑞2= 𝑟−𝜏 (𝑖=1, 2).

Тогда связующая система примет вид

(𝑟−𝜏+1)ℎ
[2(𝜏−1)+𝜈,2(𝑟−𝜏+1)]
1 +(2𝑟−2+𝜈)ℎ

[2𝜏+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
1 = ̂︀𝑌 [2𝜏+1+𝜈,2(𝑟−𝜏)]

1 (−𝜈⩽ 𝜏 ⩽ 𝑟),

(𝑟−𝜏+1)ℎ
[2(𝜏−1)+1+𝜈,2(𝑟−𝜏+1)]
2 +(2𝑟−1+𝜈)ℎ

[2𝜏+1+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
2 −3ℎ

[2𝜏+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
1 −2ℎ

[2(𝜏+1)+𝜈,2(𝑟−𝜏−1)]
1 =

= ̂︀𝑌 [2(𝜏+1)+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
2 (−1⩽ 𝜏 ⩽ 𝑟), (19)

где ̂︀𝑌 [2𝜏+𝑖+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
𝑖 = ̃︀𝑌 [2𝜏+𝑖+𝜈,2(𝑟−𝜏)]

𝑖 −𝑌 [2𝜏+𝑖+𝜈,2(𝑟−𝜏)]
𝑖 (𝑖=1, 2).

Здесь и в дальнейшем договоримся считать нулевым любой коэффициент, у которого
один из верхних индексов окажется отрицательным.

При 𝜈=0, 𝑟=1 система (19) принимает вид

0 ·ℎ[0,2]1 = ̂︀𝑌 [1,2]
1 , ℎ

[0,2]
1 +0 ·ℎ[2,0]1 = ̂︀𝑌 [3,0]

1 , −2ℎ
[0,2]
1 = ̂︀𝑌 [0,4]

2 ,

ℎ
[1,2]
2 = ̂︀𝑌 [2,2]

2 +2ℎ
[2,0]
1 +3ℎ

[0,2]
1 , ℎ

[3,0]
2 = ̂︀𝑌 [4,0]

2 +3ℎ
[2,0]
1 −ℎ[1,2]2 .
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Она однозначно разрешима при выполнении следующих двух резонансных связей:

̂︀𝑌 [1,2]
1 =0, 2̂︀𝑌 [3,0]

1 + ̂︀𝑌 [0,4]
2 =0 (ℎ[2,0]1 — любое). (20)

Пусть 𝜈=0, 𝑟⩾ 2. Выделим из системы (192) первое уравнение (𝑖=2, 𝜏 =−1):

−2ℎ
[0,2𝑟]
1 = ̂︀𝑌 [0,2𝑟+2]

2 . (21)

Оставшиеся после этого уравнения системы (19𝑖), у которых 𝜏 =1, 𝑟, являются линейными
неоднородными с двухдиагональными (𝑟+1)×(𝑟+1)-матрицами линейной части, на главных
диагоналях которых расположены элементы 2𝑟−3+ 𝑖> 0 (𝑖=1, 2), а поддиагональ образует
вектор (𝑟, 𝑟−1, . . . , 1). Поэтому при 𝑟⩾ 2 обе системы однозначно разрешимы.

В системе (191) уравнение с 𝜏 =0 имеет вид 2(𝑟−1)ℎ
[0,2𝑟]
1 = ̂︀𝑌 [1,2𝑟]

1 и вместе с уравнени-
ем (21) задаёт единственную резонансную связь

̂︀𝑌 [1,2𝑟]
1 +(𝑟−1)̂︀𝑌 [0,2𝑟+2]

2 =0 (𝑟⩾ 2), (22)

совпадающую при 𝑟=1 со связью (201).
Пусть 𝜈=1, 𝑟⩾ 1. Выделим из системы (191) первое уравнение (𝑖=1, 𝜏 =−1)

̂︀𝑌 [0,2(𝑟+1)]
1 =0, (23)

а остальные уравнения системы (19) запишем в виде

(𝑟−𝜏+1)ℎ
[2(𝜏−1)+1,2(𝑟−𝜏+1)]
1 +(2𝑟−1)ℎ

[2𝜏+1,2(𝑟−𝜏)]
1 = ̂︀𝑌 [2(𝜏+1),2(𝑟−𝜏)]

1 (0⩽ 𝜏 ⩽ 𝑟),

(𝑟−𝜏+1)ℎ
[2𝜏,2(𝑟−𝜏+1)]
2 +2𝑟ℎ

[2(𝜏+1),2(𝑟−𝜏)]
2 =

= ̂︀𝑌 [2(𝜏+1)+1,2(𝑟−𝜏)]
2 +3ℎ

[2𝜏+1,2(𝑟−𝜏)]
1 +2ℎ

[2(𝜏+1)+1,2(𝑟−𝜏−1)]
1 (−1⩽ 𝜏 ⩽ 𝑟). (24)

В результате (241) и (242) — это линейные неоднородные системы с двухдиагональными
(𝑟+ 𝑖)×(𝑟+ 𝑖)-матрицами линейной части, на главных диагоналях которых стоят элементы
2𝑟−2+ 𝑖> 0 (𝑖=1, 2), а поддиагональ образует вектор (𝑟−1+ 𝑖, 𝑟−2+ 𝑖, . . . , 1), поэтому при
𝑟⩾ 1 они последовательно однозначно разрешимы.

Переходя к формулировке полученных результатов, запишем резонансные связи (20), (22)
(𝑛=2𝑟) и (23) (𝑛=2𝑟+1) в виде следующих резонансных уравнений (используя введённые
в (19) и (18) обозначения):

2𝑌
[3,0]
1 +𝑌

[0,4]
2 =̃︀𝑐 (𝑟=1); 𝑌

[1,2𝑟]
1 +(𝑟−1)𝑌

[0,2𝑟+2]
2 =̃︀𝑐, 𝑌

[0,2𝑟+2]
1 =̃︀𝑐 (𝑟⩾ 1), (25)

при этом в замене (16) коэффициент ℎ
[2,0]
1 не имеет ограничений.

Теорема 2. Любая ОНФ, полученная из произвольной системы (15) почти тожде-
ственной заменой (16), имеет вид

𝑦̇1= 𝑦21+𝑌
[1,2]
1 𝑦1𝑦2+𝑌

[0,4]
1 𝑦22+𝜎1𝑌

[3,0]
1 𝑦31+

∞∑︁
𝑗=2

(𝜎𝑗𝑌
[1,2𝑗]
1 𝑦1𝑦

𝑗
2+𝑌

[0,2𝑗+2]
1 𝑦𝑗+1

2 ),

𝑦̇2=2𝑦1𝑦2+(1−𝜎1)𝑌 [0,4]
2 𝑦22+𝑦

3
1+

∞∑︁
𝑗=2

(1−𝜎𝑗)𝑌 [0,2𝑗+2]
2 𝑦𝑗+1

2 , (26)

причём её коэффициенты удовлетворяют уравнениям (25), а 𝜎𝜄 ∈{0, 1} (𝜄∈N).
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Пример. ОНФ (26) может иметь, например, такие две структуры:

𝑦̇1= 𝑦21+𝑌
[3,0]
1 𝑦31+

∞∑︁
𝑗=1

(𝑌
[1,2𝑗]
1 𝑦1𝑦

𝑗
2+𝑌

[0,2𝑗+2]
1 𝑦𝑗+1

2 ), 𝑦̇2=2𝑦1𝑦2+𝑦
3
1;

𝑦̇1= 𝑦21+𝑌
[1,2]
1 𝑦1𝑦2+

∞∑︁
𝑗=2

𝑌
[0,2𝑗]
1 𝑦𝑗2, 𝑦̇2=2𝑦1𝑦2+𝑦

3
1+

∞∑︁
𝑗=2

𝑌
[0,2𝑗]
2 𝑦𝑗2.

В ОНФ первой структуры во втором уравнении отсутствует возмущение (в (26) все 𝜎𝜄=1),
а в ОНФ второй структуры возмущение не зависит от 𝑦1, кроме слагаемого 𝑌 [1,2]

1 𝑦1𝑦2 (в (26)
все 𝜎𝜄=0).

4. ОБОБЩЁННАЯ НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА СИСТЕМЫ
В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ БОГДАНОВА–ТАКЕНСА

В работе [7] рассматривается система (4) 𝑥̇1=𝑥2+𝑋1(𝑥1, 𝑥2), 𝑥̇2=𝛼𝑥1𝑥2+𝛽𝑥31+𝑋2(𝑥1, 𝑥2),
невозмущённая часть которой относится к одному из неисследованных критических случаев
классификации Богданова–Такенса. При условии, что число 𝛼−2𝛽 не является алгебраиче-
ским для системы (4), была получена система (5) — одна из возможных ОНФ, называемая
в [7] обобщённой нормальной формой первого порядка.

Нормализуем систему (4) при условии (6), означающем, что введённый в (12) дискри-
минант 𝐷=(𝛼/2)2+2𝛽⩾ 0. Тогда согласно (14)

𝛾1,2= 𝜂1,2=(𝛼∓(𝛼2+8𝛽)1/2)/4 ̸=0, или 𝛽=−2𝛾1𝛾2. (27)

Как установлено в теореме 1, матрица 𝑀 системы (4) при условии (6) сводится к 𝐶𝐹 3
2 .

Найдём коэффициенты замены и значение параметра 𝑢, учитывая (27) и утверждение 1.
При 𝛼 > 0 имеем 𝛾 = 𝛾1, 𝜏1 = 𝜏2 = (𝛼−2𝛾1)

−1 = (2𝛾2)
−1 = −𝛽−1𝛾1. Тогда в замене (7) 𝛿 =

= 𝜏21 𝛾1 = 𝛽−2𝛾31 = 𝛾1(2𝛾2)
−2 и в 𝐶𝐹 3

2 параметр 𝑢= 𝛾1(2𝛾2)
−1 =−𝛽−1𝛾21 . При 𝛼< 0 нужно во

всех полученных формулах поменять местами 𝛾1 и 𝛾2.
Теорема 3. Система (4) при условии (6) заменой (7) вида

𝑥1= 𝜌𝜄𝑧1, 𝑥2= 𝛿𝜄𝑧
2
1+𝜌𝜄𝑧2 (𝜄=1 при 𝛼> 0 и 𝜄=2 при 𝛼< 0), (28)

где 𝜌𝜄=−𝛽−1𝛾𝜄, 𝛿𝜄=𝛽−2𝛾3𝜄 = 𝜌2𝜄 𝛾𝜄, сводится к системе

𝑧̇1=𝑢𝑧21+𝑧2+𝑍1(𝑧1, 𝑧2), 𝑧̇2= 𝑧1𝑧2+𝑍2(𝑧1, 𝑧2) (𝑢∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2]), (29)

невозмущённая часть которой представляет собой 𝐶𝐹 3
2 с 𝑢 = −𝛽−1𝛾2𝜄 , а в возмущении

𝑍1 = 2𝛾3−𝜄𝑋1(𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧
2
1+𝜌𝜄𝑧2), 𝑍2 = 2𝛾3−𝜄𝑋2(𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2)−2𝛾𝜄𝜌𝜄𝑧1𝑋1(𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2). При

этом |𝑢|< 1/2 при 𝐷> 0 и 𝑢=1/2, 𝛾1,2=𝛼/4 при 𝐷=0.
Доказательство. Подставим в производные по 𝑡 равенств (28) 𝑥̇1 = 𝜌𝜄𝑧̇1, 𝑥̇2 =2𝛿𝜄𝑧1𝑧̇1+

+𝜌𝜄𝑧̇2 правые части систем (4) и (29):

𝛿𝜄𝑧
2
1+𝜌𝜄𝑧2+𝑋1(𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2)= 𝜌𝜄(𝑢𝑧

2
1+𝑧2)+𝜌𝜄𝑍1(𝑧1, 𝑧2),

𝛼𝜌𝜄𝑧1(𝛿𝜄𝑧
2
1+𝜌𝜄𝑧2)+𝛽𝜌

3
𝜄 𝑧

3
1+𝑋2(𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2)=

=2𝛿𝜄𝑧1(𝑢𝑧
2
1+𝑧2)+2𝛿𝜄𝑧1𝑍1(𝑧1, 𝑧2)+𝜌𝜄𝑧1𝑧2+𝜌𝜄𝑍2(𝑧1, 𝑧2).

Приравнивая коэффициенты при 𝑧21 в первом тождестве и при 𝑧31 , 𝑧1𝑧2 во втором, получаем
три равенства: 𝛿𝜄=𝜌𝜄𝑢, 𝛼𝜌𝜄𝛿𝜄+𝛽𝜌3𝜄 =2𝛿𝜄𝑢, 𝛼𝜌2𝜄 =2𝛿𝜄+𝜌𝜄. Они верны в силу выбора в теореме
констант 𝜌𝜄, 𝛿𝜄 и 𝑢 с учётом того, что 𝛾𝜄 является корнем уравнения 2𝛾2−𝛼𝛾−𝛽=0. Возму-
щения также имеют указанный в теореме вид, поскольку при 𝜄=1, например, 𝜌−1

1 =−2𝛾2,
а 𝛿1𝜌

−2
1 = 𝛾1. Теорема доказана.
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Утверждение 3. В системе (29), полученной из системы (4) заменой (28), для любого
𝑛⩾ 2

𝑍
[𝑛]
1 =2𝛾3−𝜄𝑋

[𝑛]
1 (𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2),

𝑍
[𝑛]
2 =2𝛾3−𝜄𝑋

[𝑛]
2 (𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2)−2𝛾𝜄𝜌𝜄𝑧1𝑋

[𝑛]
1 (𝜌𝜄𝑧1, 𝛿𝜄𝑧

2
1+𝜌𝜄𝑧2).

Выпишем для примера коэффициенты КОМ 𝑍 [2] системы (29) через коэффициенты КОМ
𝑋 [2] системы (4) в случае, когда 𝛼> 0, т.е. 𝜄=1.

Выполнив замену 𝑥1 = 𝜌𝜄𝑧1, 𝑥2 = 𝛿𝜄𝑧
2
1+𝜌𝜄𝑧2 в 𝑋

[2]
1 =𝑋

[3,0]
1 𝑥31+𝑋

[1,2]
1 𝑥1𝑥2, 𝑋

[2]
2 =𝑋

[4,0]
2 𝑥41+

+𝑋
[2,2]
2 𝑥21𝑥2+𝑋

[0,4]
2 𝑥22 в (29) и приравняв коэффициенты при соответствующих степенях 𝑧1, 𝑧2

в тождествах для 𝑍
[2]
1 и 𝑍

[2]
2 системы (29), будем иметь

𝑍
[3,0]
1 =2𝛾2

(︀
𝜌31𝑋

[3,0]
1 +𝜌1𝛿1𝑋

[1,2]
1

)︀
, 𝑍

[1,2]
1 =2𝛾2

(︀
𝜌21𝑋

[1,2]
1

)︀
;

𝑍
[4,0]
2 =2𝛾2

(︀
𝜌41𝑋

[4,0]
2 +𝜌21𝛿1𝑋

[2,2]
2 +𝛿21𝑋

[0,4]
2

)︀
−2
(︀
𝜌41𝑋

[3,0]
1 +𝜌21𝛿1𝑋

[1,2]
1

)︀
,

𝑍
[2,2]
2 =2𝛾2

(︀
𝜌21𝑋

[2,2]
2 +2𝜌1𝛿1𝑋

[0,4]
2

)︀
−2𝛾1

(︀
𝜌31𝑋

[1,2]
1

)︀
, 𝑍

[0,4]
2 =2𝛾2

(︀
𝜌21𝑋

[0,4]
2

)︀
.

В работе [6] для системы (29) методом резонансных уравнений и наборов в явном виде
получены все возможные структуры ОНФ, что фактически позволяет получить их и для
системы (4) при условии (6).

Рассмотрим формальную почти тождественную замену

𝑧𝑖= 𝑦𝑖+ℎ𝑖(𝑦1, 𝑦2) (𝑖=1, 2), (30)

где ℎ𝑖=
∑︀∞

𝑛=2 ℎ
[𝑛−1]
𝑖 (𝑦1, 𝑦2), а ℎ[𝑛−1]

𝑖 =
∑︀

𝑞1+2𝑞2−𝑖=𝑛−1 ℎ
[𝑞1,2𝑞2]
𝑖 𝑦𝑞11 𝑦

𝑞2
2 , преобразующую (29) в сис-

тему (17) с 𝑌𝑖=
∑︀∞

𝑛=2 𝑌
[𝑛]
𝑖 (𝑦1, 𝑦2).

В [6] ключевую роль играют семейство {𝛼, 𝑟}𝑑1, отвечающее ему число 𝜏𝑑1 и последова-
тельность {𝑠𝑛}∞𝑛=2, которые в текущих обозначениях можно записать в виде

𝑢𝑘𝑙=−𝑘/(2𝑘+2𝑙), 𝑟𝑚𝑘𝑙 =(2𝑘+ 𝑙)𝑚+1⩾ 4, 𝜏𝑚𝑘𝑙 =(𝑘+ 𝑙)𝑚+1;

𝑠𝑛=

[︃
1, если 1) 𝑢 ̸=1/4, 𝑛=3, 2) (𝑢, 𝑛) ̸=(𝑢𝑘𝑙, 2𝑟

𝑚
𝑘𝑙), 𝑛⩾ 3,

2, если 1) 𝑛=2, 2) (𝑢, 𝑛)= (1/4, 3), 3) (𝑢, 𝑛)=
(︀
𝑢𝑘𝑙, 2𝑟

𝑚
𝑘𝑙

)︀
,

(31)

где 𝑘, 𝑙,𝑚∈N, 𝑘 и 𝑙 — взаимно простые, при этом 𝑢𝑘𝑙 ∈ (−1/2, 0).
Согласно теореме 1 из [6] система (29) формально эквивалентна системе (17), если для

всякого 𝑛⩾2 коэффициенты КОМ 𝑌 [𝑛] удовлетворяют 𝑠𝑛 резонансным уравнениям. Напри-
мер, резонансные уравнения для младших степеней возмущения имеют вид

𝑛=2: (3𝑢−1)𝑌
[3,0]
1 +𝑌

[4,0]
2 = 𝑐, 𝑌

[1,2]
1 +6𝑌

[3,0]
1 +(1−2𝑢)𝑌

[0,4]
2 +2𝑌

[2,2]
2 = 𝑐;

𝑛=3: 𝑢2𝑌
[0,4]
1 −𝑌 [4,0]

1 +𝑢2𝑌
[1,4]
2 −𝑢𝑌 [3,2]

2 +𝑌
[5,0]
2 = 𝑐, 𝑌

[5,0]
2 = 𝑐 при 𝑢=1/4. (32)

Но система (29) получена из системы (4) при помощи квазиоднородной замены нулевой
степени (28). Поэтому, чтобы сформулировать теорему о формальной эквивалентности для
системы (4), нужно установить связь параметров 𝛼 и 𝛽 с параметром 𝑢. Для этого положим

𝑣=𝛽/𝛼2 (𝑣 ∈ [−1/8, 0)∪(0,+∞)), (33)

тогда 𝛾1,2=𝛼(1∓(1+8𝑣)1/2)/4, причём условие на 𝑣 в (33) равносильно условию (6).
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Параметры 𝑢 из (29) и 𝑣 из (33) связаны следующим образом:

𝑢=𝑢(𝑣)=
(1+8𝑣)1/2−4𝑣−1

8𝑣
⇔ 𝑣= 𝑣(𝑢)=−

𝑢

(2𝑢+1)2
(𝑢∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2]), (34)

причём 𝑣𝑘𝑙= 𝑣(𝑢𝑘𝑙)= 𝑘(𝑘+ 𝑙)𝑙−2/2, где 𝑢𝑘𝑙 из (31).
Очевидно, что 𝑢(0)= 0, 𝑢(𝑣) возрастает от −1/2 до 1/2, 𝑣(𝑢) убывает от +∞ до −1/8.
Используя композицию замен (28), (30) и теорему 1 [6], получаем следующее утверждение.
Теорема 4. Система (4) при условии (33), равносильном условию (6) для системы (29),

формально эквивалентна системе (17), если для всякого 𝑛⩾ 2 коэффициенты КОМ 𝑌 [𝑛]

удовлетворяют 𝑠𝑛 резонансным уравнениям (см. [6]). При этом в замене (30) не имеют огра-
ничений коэффициенты ℎ

[0,2]
1 при любом 𝑣 ̸=0, ℎ[3,0]1 при 𝑣=−1/9 (𝑢=1/4) и ℎ

[2(𝑘+𝑙)𝑚+2,2𝑘𝑚]
1

(𝑚∈N) при 𝑣= 𝑣𝑘𝑙 из (34) (𝑢=𝑢𝑘𝑙 из (31)).
Разберём подробнее три наиболее интересных случая, когда в (31) 𝑠𝑛=2, а значит, для

системы (29) возникает второе резонансное уравнение.
Пусть 𝑣 ∈ R∖{0}, 𝑛 = 2. Тогда система (4) всегда имеет два резонансных уравнения,

получаемых подстановкой в оба уравнения (321) 𝑢(𝑣)=𝑢(𝛽/𝛼2) из (34).
Если 𝑣 =−1/9, 𝑛= 3, то, наряду с первым резонансным уравнением, имеющимся при

любых 𝑢 и получаемым подстановкой в первое уравнение (322) 𝑢(−1/9)= 1/4, система (4)
при 𝛽=−𝛼2/9 имеет второе резонансное уравнение 𝑌

[5,0]
2 = 𝑐.

Пусть 𝑣=𝑣𝑘𝑙 (>0) из (34), 𝑛=2𝑟𝑚𝑘𝑙 (⩾6) из (31), а значит, в системе (29) 𝑢=𝑢𝑘𝑙=−𝑘/(2𝑙).
Тогда для любого 𝑚∈N два резонансных уравнения имеют вид

𝑟𝑚𝑘𝑙+1∑︁
𝑗=0

(︀
𝜉0𝑗𝑌

[2𝑗−1,2(𝑟−𝑗+1)]
1 +𝜁0𝑗 𝑌

[2𝑗,2(𝑟−𝑗+1)]
2

)︀
=̃︀𝑐, 𝑟𝑚𝑘𝑙+1∑︁

𝑗=𝑙𝑚+2

(︀
𝜉0𝑗𝑌

[2𝑗−1,2(𝑟−𝑗+1)]
1 +𝜁0𝑗 𝑌

[2𝑗,2(𝑟−𝑗+1)]
2

)︀
=̃︀𝑐,

где 𝜉00 =0, 𝜁0𝑙𝑚+2=0, а остальные 𝜉0𝑗 , 𝜁
0
𝑗 ̸=0, и все 𝜉0𝑗 , 𝜁

0
𝑗 ̸=0 (см. [6, лемма 5]).

Выпишем также при 𝑣= 𝑣𝑘𝑙 единственные резонансные уравнения для 𝑛 ̸= 2𝑟𝑚𝑘𝑙 (𝑛⩾ 3).
При 𝑛=2𝑟, где 𝑟⩾ 2, 𝑟 ̸=(𝑘+ 𝑙)𝑚+1, имеем (см. [6, лемма 4])

𝜁00𝑌
[0,2(𝑟+1)]
2 +

𝑟+1∑︁
𝑗=1

(︀
𝜉0𝑗𝑌

[2𝑗−1,2(𝑟−𝑗+1)]
1 +𝜁0𝑗 𝑌

[2𝑗,2(𝑟−𝑗+1)]
2

)︀
=̃︀𝑐, 𝜉0𝑗 , 𝜁

0
𝑗 ̸=0.

При 𝑛=2𝑟+1 резонансное уравнение в зависимости от 𝑟 имеет один из двух видов:
– при 𝑟=(𝑘+ 𝑙)𝑚 (см. [6, лемма 11])

𝑌
[2𝑙𝑚+1,2(𝑟−𝑙𝑚+1)]
2 +

𝑟+1∑︁
𝑗=𝑙𝑚+1

(︀
𝜉1𝑗𝑌

[2𝑗,2(𝑟−𝑗+1)]
1 +𝜁1𝑗 𝑌

[2𝑗+1,2(𝑟−𝑗+1)]
2

)︀
=̃︀𝑐, все 𝜉1𝑗 , 𝜁

1
𝑗 ̸=0,

– при 𝑟 ̸=(𝑘+ 𝑙)𝑚 (см. [6, лемма 9])

𝑟+1∑︁
𝑗=0

(︀
𝜉1𝑗𝑌

[2𝑗,2(𝑟−𝑗+1)]
1 +𝜁1𝑗 𝑌

[2𝑗+1,2(𝑟−𝑗+1)]
2

)︀
=̃︀𝑐, 𝜉10 , 𝜉

1
1 , 𝜁

1
0 , 𝜁

1
1 , 𝜁

1
2 ̸=0,

остальные 𝜉1𝑗 , 𝜁
1
𝑗 могут равняться нулю.

В следствии к теореме 1 из [6] для каждого 𝑛⩾ 2 приведены все резонансные наборы,
состоящие из 𝑠𝑛 коэффициентов КОМ 𝑌 [𝑛](𝑦1, 𝑦2), относительно которых можно разрешить
резонансные уравнения.
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Таким образом, если для любого 𝑛⩾2 в КОМ 𝑌 [𝑛] выбрать нулевыми все коэффициенты,
не входящие в произвольным образом зафиксированный резонансный набор, то система (17)
окажется ОНФ с заданной структурой, формально эквивалентной системе (29).

Но система (29) получена из исходной системы (4) при помощи квазиоднородной замены
нулевой степени (28). Тем самым все структуры ОНФ для системы (4) также найдены.
Поэтому для системы (4) верна теорема об ОНФ, аналогичная теореме 2 из [6].

Теорема 5. Пусть система (4) при выполнении условия (5) композицией замен (28)
и (30) сводится к системе (17) и для всякого 𝑛⩾2 зафиксированы обобщённые порядки тех 𝑠𝑛
членов КОМ 𝑌 [𝑛] системы (17), коэффициенты которых входят в один из резонансных
наборов (указанных в следствии 1 [6]), а также в замене (30) зафиксированы коэффициенты
ℎ
[0,2]
1 при любом 𝑣 ̸= 0, ℎ[3,0]1 при 𝑣 = −1/9 и ℎ

[2(𝑘+𝑙)𝑚+2,2𝑘𝑚]
1 (𝑚 ∈ N) при 𝑣 = 𝑣𝑘𝑙 из (34),

где 𝑣 = 𝛽/𝛼2. Тогда существует и единственна нормализующая замена, преобразующая
систему (4) к ОНФ (17) с выбранной структурой.

Другими словами, последовательно для каждого 𝑛⩾ 2 коэффициенты системы (17) из
выбранного резонансного набора однозначно находятся из тех резонансных уравнений, в
которые они входят, при условии, что остальные коэффициенты выбираются нулевыми.

Замечание 4. Вычисления показывают, что квазиоднородный многочлен второго поряд-
ка в ОНФ (5) должен содержать два отличных от нуля члена, а не один член 𝑎1𝑦

4
1, стоящий

во второй компоненте (он как раз может отсутствовать). Точнее, для младшего порядка
возмущения ОНФ (5) системы (4) все резонансные наборы задаются системой резонансных
уравнений 2𝛼𝑌

[3,0]
1 −3𝛽𝑌

[1,2]
1 −2𝑌

[4,0]
2 −𝛽𝑌 [0,4]

2 =̃︀𝑐1, 6𝑌
[3,0]
1 +𝛼𝑌

[1,2]
1 +2𝑌

[2,2]
2 +𝛼𝑌

[0,4]
2 =̃︀𝑐2.
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CLASSIFICATION OF THE QUASILINEAR SYSTEMS
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS AND ITS APPLICATION

FOR NORMALIZATION OF SYSTEMS IN CRITICAL CASE OF BOGDANOV–TAKENS

© 2024 / V. V. Basov

Saint Petersburg State University, Russia
e-mail: vlvlbasov@rambler.ru

Two-dimensional autonomous system with a quasihomogenous polynomial of a first degree and weight
(1, 2) in an unperturbed part is considered. The classification of an unperturbed parts is provided.
According to it, the set of polynomials is constructively divided into eight equivalence classes with
respect to quasihomogenuos zero degree substitutions. In each class the respresentatives, called the
canonical forms, are determined. All structures of the generalized normal forms for the so far unstudied
system with one of the canonical forms in its unperturbed part are obtained. Normalization in the
system with unperturbed part (𝑥2, 𝑎𝑥1𝑥2+𝑏𝑥3

1) is performed using method of the resonant equations
and sets. This significantly improves the already obtained results of the research in one of the critical
cases of Bogdanov–Takens classification.

Keywords: generalized normal form, quasihomogenous polynomial, resonant equation
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Исследована 𝑛-мерная система обыкновенных дифференциальных уравнений, содержа-
щая постоянную диагональную матрицу с вещественными собственными значениями,
двухпозиционную релейную нелинейность гистерезисного типа с параметром и непре-
рывную периодическую функцию возмущения с параметром. В случае специального
вида вектора обратной связи (один ненулевой элемент) получены условия на парамет-
ры системы, обеспечивающие существование единственного двухточечно-колебательного
периодического решения с периодом, кратным периоду функции возмущения. Уста-
новлена функциональная зависимость параметра нелинейности от параметра функции
возмущения. Изучено влияние значений параметра функции возмущения на существова-
ние решения. Предложен алгоритм нахождения параметров системы и момента первого
переключения реле для случая, когда период решения задан. Теоретические результа-
ты, в том числе разработанный алгоритм, проиллюстрированы на примере трёхмерной
системы.
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ВВЕДЕНИЕ

Автоматические системы с релейными элементами охватывают широкий класс систем
регулирования (см., например, [1–6]), различные типы релейных элементов представлены
в монографии [7, c. 52]. В некоторых задачах теории автоматического управления и регу-
лирования математические модели релейных систем описываются системами обыкновенных
дифференциальных уравнений (см., например, [2–4]). Системы с реле являются существен-
но нелинейными [7, c. 11], поэтому аналитическое исследование их моделей — непростая
задача [4]. В данной статье рассматривается неидеальное реле, операторное представление
которого дано в монографии [8, с. 181].

Релейные системы могут обладать больши́м быстродействием (быстрые переключения)
вследствие интенсивного управляющего воздействия, которое может стать причиной воз-
никновения незатухающих колебаний (автоколебаний). Во многих системах режим автоко-
лебаний нежелателен, поэтому для его устранения их подвергают внешнему периодическому
воздействию [7, c. 12]. При условии захватывания частоты в динамике системы возникает
требуемое гармоническое или субгармоническое вынужденное колебание с периодом, равным
или кратным периоду внешнего воздействия соответственно.
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В данной работе рассматривается многомерная система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка в канонической форме с постоянной диагональной матрицей
в линейной её части, релейным гистерезисом и непрерывной периодической функцией воз-
мущения в нелинейной части. Вектор обратной связи имеет специальный вид, а именно,
один ненулевой элемент. В этом случае поверхности разрыва располагаются ортогонально
одной из осей в пространстве состояний системы. Изучаются непрерывные двухточечно-
колебательные периодические решения с двумя точками переключения на поверхностях
разрыва в пространстве состояний системы и возвращением изображающей точки решения
в каждую из точек переключения за одно и то же время (период).

Настоящая статья продолжает аналитическое исследование, начатое в работе [9] и раз-
витое в [10–12], по вопросу существования в такой системе периодических решений с перио-
дом, равным или кратным периоду функции возмущения. В [9] впервые даны определения
двухточечно-колебательного решения, момента первой встречи с поверхностью переключения
(поверхностью разрыва) и в случае неустойчивой линейной части системы доказана теорема
существования решения с периодом, равным периоду функции возмущения. В [10] рассмот-
рена вещественная симметричная матрица системы с кратными собственными значениями
и получены условия существования решения. В статье [11] разработан алгоритм выбора
параметров нелинейности как управления, при которых система имеет единственное асимп-
тотически орбитально устойчивое периодическое решение с двумя точками переключения
за период, кратный периоду функции возмущения. В [12] доказан критерий существования
единственного периодического решения с заданным периодом.

Согласно [7, c. 12] для разработки релейных автоматических систем необходимо уметь
определять зависимость их режима работы от параметров отдельных элементов (в том чис-
ле релейных), а также вида и параметров внешнего воздействия. В связи с этим здесь
рассматривается система с двумя параметрами в нелинейной части, относительно которых
исследуется существование решения, при этом линейная часть системы может быть как
устойчивой, так и неустойчивой, поскольку допускается наличие у матрицы одного положи-
тельного собственного значения. Получена новая теорема и предложен алгоритм нахождения
значений параметров системы, которые отвечают существованию решения системы.

В последние годы для анализа нелинейных систем активно используется компьютерное
моделирование, которое позволяет за короткое время исследовать большое число вариантов
проектируемой системы и различных режимов её работы. Вычислительные эксперименты,
как разновидность такого моделирования, использованы в настоящей работе и частично
описаны в п. 5. Результаты данного исследования можно использовать при разработке
автоматических релейных систем с гистерезисом на первых этапах компьютерного модели-
рования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим модель релейной автоматической системы в виде приведённой (неособое
преобразование см., например, в [12]) 𝑛-мерной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений

𝑋̇ =𝐴0𝑋+𝐵0𝑢(𝜎)+𝐾0𝑓(𝑡), 𝜎=(Γ, 𝑋), (1)

где 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
Т — вектор состояний системы; 𝐴0 — диагональная матрица с просты-

ми, ненулевыми, вещественными собственными значениями 𝜆𝑖, 𝑖= 1, 𝑛; 𝐵0 = (𝑏01, . . . , 𝑏
0
𝑛)

Т и
𝐾0=(𝑘01, . . . , 𝑘

0
𝑛)

Т — постоянные, ненулевые, вещественные векторы; Γ=(𝛾1, . . . , 𝛾𝑛)
Т — посто-

янный, ненулевой, вещественный вектор, определяющий обратную связь в системе; (Γ, 𝑋) —
скалярное произведение векторов Γ и 𝑋.
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Рис. 1. Характеристика реле
с положительным гистерезисом

Разрывным оператором 𝑢(𝜎) задана характеристика двухпозиционного реле с веществен-
ными пороговыми нижним ℓ1 и верхним ℓ2 значениями, вещественными значениями выхо-
да 𝑚1, 𝑚2 (пусть 𝑚1 <𝑚2) и положительным гистерезисом (рис. 1). Согласно [8, c. 182]
неидеальное реле является детерминированным преобразова-
телем, определённым на всех непрерывных входах. Описание
реле далее приведём в соответствии с [13]. Непрерывная вход-
ная функция 𝜎(𝑡), 𝑡⩾ 𝑡0, преобразуется в выходную кусочно-
непрерывную функцию 𝑢(𝑡), определяемую по формуле

𝑢(𝑡)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑚1, если (𝜎(𝑡)⩽ ℓ1)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ1),

𝑚2, если (𝜎(𝑡)⩾ ℓ2)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ2),

𝑢0, если 𝜎(𝜏)∈ (ℓ1, ℓ2) для любого 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡),

где 𝜉(𝑡) = sup{𝜏 : 𝜏 ⩽ 𝑡, 𝜎(𝜏) = ℓ1∨𝜎(𝜏) = ℓ2} и 𝑢0 = 𝑢(𝑡0)∈ {𝑚1,𝑚2}. Допустимыми состоя-
ниями реле называют все пары (𝜎, 𝑢) ∈ R2, удовлетворяющие условию (𝑢 =𝑚1∧𝜎 < ℓ2)∨
∨(𝑢=𝑚2∧𝜎>ℓ1). В релейных автоматических системах функция 𝜎(𝑡) задаёт управляющий
сигнал, 𝑢(𝑡) — управляющее воздействие.

Функция возмущения 𝑓(𝑡) задаётся определённой на 𝑡⩾ 0 непрерывной, периодической
функцией вида

𝑓(𝑡)= 𝑓0+𝑓1 sin(𝜔𝑡+𝜙1)+𝑓2 sin(2𝜔𝑡+𝜙2),

где 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝜔, 𝜙1 и 𝜙2 — вещественные постоянные, причём 𝑓1 ̸=0, 𝜔>0. Период функции
𝑓(𝑡) равен 𝑇 =2𝜋/𝜔.

Ниже приведём общие сведения и определения из [9, 12] в обозначениях данной работы.
Определение 1. Точкой переключения называется состояние системы (1), при котором

входная функция 𝜎(𝑡) достигает одного из пороговых значений ℓ𝜇, 𝜇 = 1, 2, а выходная
функция 𝑢(𝑡) при этом меняет значение выхода 𝑚1 на 𝑚2 или наоборот.

Определение 2. Гиперплоскостью (поверхностью) переключения называется гиперплос-
кость

𝐿𝜇= {𝑋 ∈R𝑛 : (Γ, 𝑋)= ℓ𝜇}, 𝜇=1, 2.

Определение 3. Если в некоторый момент времени 𝑡′ изображающая точка принадле-
жит гиперплоскости 𝐿𝜇, 𝜇=1, 2, то наименьший момент времени 𝑡′′>𝑡′, в который изобра-
жающая точка принадлежит гиперплоскости 𝐿3−𝜇, называется моментом первой встречи
изображающей точки с 𝐿3−𝜇.

Определение 4. Решение 𝑋(·) системы (1) называется двухточечно-колебательным с
периодом возврата 𝑇𝑟 на поверхность переключения, если в пространстве состояний суще-
ствуют точки переключения 𝑋1 и 𝑋2, в каждую из которых изображающая точка решения
возвращается через время 𝑇𝑟, т.е. если 𝑋1=𝑋0 или 𝑋2=𝑋0, то для любого 𝜅∈N выполняется
равенство 𝑋0=𝑋(𝑡0+𝜅𝑇𝑟), где 𝑡0⩾ 0 — начальный момент времени, 𝑇𝑟 > 0.

Определение 5. Двухточечно-колебательное с периодом возврата 𝑇𝑟 решение 𝑋(·) систе-
мы (1) называется 𝑇𝑟-двухточечно-колебательным простейшего поведения, если существуют
вещественные положительные числа 𝜏1 и 𝜏2 такие, что 𝜏1+𝜏2=𝑇𝑟, и точки 𝑋1∈𝐿1 и 𝑋2∈𝐿2,
для которых выполняются следующие условия: 1) 𝑋(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝑋1 и 𝑋(𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟)=𝑋2,
𝜅∈N∪{0}; 2) для всех 𝜅∈N∪{0} на полуинтервале Δ1

𝜅=[𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟) имеет место
равенство 𝑢=𝑚1, а на полуинтервале Δ2

𝜅= [𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟) — равенство 𝑢=𝑚2.
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Заметим, что определение 5 выделяет из множества всевозможных двухточечно-колеба-
тельных решений такие, для которых на каждом временно́м промежутке [𝑡0+𝜅𝑇𝑟,𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)
изображающая точка только один раз попадает в 𝑋1 и 𝑋2. В общем случае таких попаданий
может быть больше.

В настоящей статье решение системы (1) рассматривается в соответствии с опреде-
лением 5 в классе определённых на полуоси 𝑡 ⩾ 𝑡0 непрерывных вектор-функций 𝑋(𝑡) с
начальным условием 𝑋(𝑡0) =𝑋1 таким, что 𝜎(𝑡0) = (Γ, 𝑋1) = ℓ1. Решение будем называть
Ψ-периодическим, Ψ> 0, если 𝑋(𝑡+Ψ)=𝑋(𝑡) для всех 𝑡⩾ 𝑡0. В точке 𝑋𝜇, 𝜇=1, 2, происхо-
дит “сшивание” траекторий, заданных разными правыми частями системы (1) с 𝑢(𝜎) =𝑚1

или 𝑢(𝜎) =𝑚2. Число 𝜏𝜇 называется временем перехода изображающей точки решения из
точки 𝑋𝜇 в точку 𝑋3−𝜇, а времена перехода и точки переключения — параметрами ре-
шения. Согласно определению 3 значение 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟 является моментом первой встречи с
гиперплоскостью 𝐿2, а значение 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟 — моментом первой встречи с 𝐿1.

Следуя методу сечений пространства параметров [14, с. 22], рассмотрим вектор Γ в спе-
циальном виде, а именно, с одним ненулевым элементом, что соответствует сечению первого
рода. Пусть 𝑠 — индекс ненулевого элемента. Тогда систему (1) перепишем в координатном
виде

𝑥̇𝑖=𝜆𝑖𝑥𝑖+𝑏
0
𝑖𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝑡), 𝜎= 𝛾𝑠𝑥𝑠, 𝑖=1, 𝑛. (2)

Здесь и далее 𝑏0𝑠, 𝑘0𝑠 , 𝛾𝑠 — ненулевые элементы.
При таком выборе вектора Γ поверхности переключения ориентированы ортогонально

оси 𝑥𝑠 в пространстве состояний системы (2) и утверждение 𝑋𝜇∈𝐿𝜇 равносильно выполнению
равенства 𝛾𝑠𝑥

𝜇
𝑠 = ℓ𝜇, 𝜇=1, 2.

Полагаем, что собственные значения матрицы 𝐴0, элементы векторов 𝐵0, 𝐾0, постоянные
𝛾𝑠, 𝑚1, 𝑚2, ℓ1 нелинейности и постоянные 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝜔, 𝜙2 функции возмущения заданы, а
постоянные 𝜙1 и ℓ2 являются параметрами системы (2). Отметим, что параметр 𝜙1 описывает
фазу основной (ненулевой) составляющей периодического возмущения, а параметр ℓ2 опре-
деляет ширину петли гистерезиса (зоны неоднозначности) и положение гиперплоскости 𝐿2

в пространстве состояний системы.
Ставится следующая задача: исследовать пространство параметров системы (2) и найти

области в этом пространстве, которые соответствуют существованию решения с начальным
условием 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥1𝑖 и периодом возврата 𝑇𝑟, кратным периоду 𝑇 функции возмущения, а
также установить функциональные зависимости параметров системы и параметров решения.

Для аналитического представления решения используем формулу Коши

𝑥𝑖(𝑡)= 𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)𝑥𝑖(𝜈)+

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)
(︀
𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝜏)

)︀
𝑑𝜏, 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

где 𝜈 — начальный момент времени.

2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ

Систему (2) представим в виде двухмерной подсистемы для 𝑖= 𝑠

𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝑏
0
𝑠𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡), 𝜎(𝑡)= 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡) (3)

и остальных уравнений для 𝑖= 𝑗

𝑥̇𝑗(𝑡)=𝜆𝑗𝑥𝑗(𝑡)+𝑏
0
𝑗𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑗 𝑓(𝑡), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. (4)
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Рассмотрим систему (3). Согласно определению 5 справедливы равенства

𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1, 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2. (5)

Далее выпишем решение задачи

𝜎̇(𝑡)=𝜆𝑠𝜎(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡)), 𝜎(𝑡0)= ℓ1.

Используя формулу Коши, имеем

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)𝜎(𝜈)+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)𝜎(𝜈)+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2

𝜅. (6)

После соответствующих подстановок в (6) согласно равенствам (5) и замены переменной в
интегралах получим

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉))𝑑𝜉,

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉))𝑑𝜉. (7)

По условию задачи период возврата кратен периоду функции возмущения, т.е. 𝑇𝑟= 𝑘𝑇 ,
𝑘∈N, поэтому функция возмущения и, значит, интегралы в (7) не зависят от 𝜅∈N∪{0}.

Введём обозначения

𝑄𝑖(𝜏,𝑚𝜇)= (𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘
0
𝑖 𝑓0)/𝜆𝑖+𝑘

0
𝑖𝐻𝑖(𝜏), 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

𝐻𝑖(𝜏)=
𝑓1 sin(𝜔𝜏+𝜙1+𝛿

1
𝑖 )√︁

𝜆2𝑖 +𝜔
2

+
𝑓2 sin(2𝜔𝜏+𝜙2+𝛿

2
𝑖 )√︁

𝜆2𝑖 +4𝜔2
, 𝜏 ∈R, (8)

где 𝛿𝛼𝑖 =arctg(𝛼𝜔/𝜆𝑖)+𝜋𝑞𝑖, 𝛼=1, 2, причём 𝑞𝑖=0 при 𝜆𝑖> 0 и 𝑞𝑖=1 при 𝜆𝑖< 0.
Система равенств (7) после интегрирования с учётом (8) при 𝑖= 𝑠 принимает вид

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠𝜏2 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2). (9)

Условия на параметры системы (9), при которых существуют 𝜏1 ∈ (0, 𝑇𝑟) и 𝜏2=𝑇𝑟−𝜏1 в
случае, когда 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N, устанавливает

Теорема. Пусть при некотором 𝑘∈N справедливы следующие условия:
1) значение параметра 𝜙1 удовлетворяет неравенствам

𝑚1<𝐿<𝑚2, (10)

𝛾𝑠
(︀
𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝜏1 −𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1)
)︀
>ℓ1

(︀
1−𝑒𝜆𝑠𝜏1

)︀
, (11)
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где
𝐿=− 1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

)︂
,

𝜏1= 𝑘𝑇 +𝜆−1
𝑠 lnΩ, Ω=

𝑚2−𝑚1

(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇
; (12)

2) значение параметра ℓ2 вычисляется по формуле

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1); (13)

3) выполняются неравенства

ℓ2−(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝑡0)+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+ 𝑡,𝑚1)> 0, 𝑡∈Δ1

0,

ℓ1−(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜏1−𝑡0)+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+ 𝑡,𝑚2)< 0, 𝑡∈Δ2

0.

Тогда существует единственное 𝑇𝑟-двухточечно-колебательное простейшего поведения ре-
шение системы (2) для 𝑖=1, 𝑛, 𝜅∈N∪{0}:

𝑥𝑖(𝑡)=

{︃
𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑖 +𝑄𝑖(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑖(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑖 +𝑄𝑖(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑖(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где
𝑥𝜇𝑠 = ℓ𝜇/𝛾𝑠, 𝜇=1, 2,

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

1−𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

(︂
𝑏0𝑗 (𝑚2−𝑚1)

𝜆𝑗𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)

)︂
−𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2),

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠, (14)

𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇) определяется по формуле (8), в которой 𝑖= 𝑗.
Доказательство. Рассмотрим систему равенств (9) с 𝜏2=𝑘𝑇−𝜏1 как систему уравнений

относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ) при некотором 𝑘∈N. После сложения двух уравнений
этой системы получим уравнение, из которого однозначно выражается значение 𝜏1. Если
имеют место неравенства (10), то 0<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 <Ω< 1 при 𝜆𝑠> 0 и 1<Ω<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 при 𝜆𝑠< 0.
Отсюда следует, что первое равенство из (12) имеет смысл и 𝜏1∈ (0, 𝑘𝑇 ). Полученное значе-
ние 𝜏1 является решением системы (9), если удовлетворяет первому уравнению системы (9),
что равносильно выполнению равенства (13). По предположению должно выполняться нера-
венство ℓ2 > ℓ1. Если в последнем неравенстве ℓ2 заменить выражением из (13), то после
преобразования получим соотношение (11).

Теперь докажем непосредственно теорему. Пусть имеют место условия 1), 2) теоремы
и 𝜏2= 𝑘𝑇 −𝜏1. Тогда значение 𝜏1, определяемое равенством (12), является решением систе-
мы (9) и принадлежит интервалу (0, 𝑘𝑇 ). При этом, как следует из неравенств (10) и (11),
выполнено предположение, что 𝑚2>𝑚1 и ℓ2>ℓ1.

Пусть выполняется условие 3) теоремы. Поскольку первое неравенство равносильно нера-
венству ℓ2−𝜎(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0+ 𝜏1), второе — неравенству ℓ1−𝜎(𝑡) < 0 для всех
𝑡∈ [𝑡0+𝜏1, 𝑡0+𝑘𝑇 ), то значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с 𝐿2, а значение
𝑡0+𝑘𝑇 — с 𝐿1, и справедливы равенства 𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)=𝜎(𝑡0+𝑘𝑇 )= ℓ1. Исходя
из построения системы (9) с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 и 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , приходим к равен-
ствам (5) для любого 𝜅∈N∪{0} и, значит, к равенствам 𝑥𝜇𝑠 = ℓ𝜇/𝛾𝑠, 𝜇=1, 2, и утверждению
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теоремы относительно решения системы (2) для 𝑖=𝑠. Единственность решения 𝑥𝑠(𝑡) следует
из того, что значение его параметра 𝜏1 определяется однозначно при некотором заданном
𝑘∈N.

Рассмотрим теперь уравнения (4). После их интегрирования с учётом (8) для 𝑖= 𝑗 при
известном значении 𝜏1 получим выражения для любого 𝜅∈N∪{0}:

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥𝑗(𝜈)+𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝑡∈Δ1
𝜅, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇,

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥𝑗(𝜈)+𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝑡∈Δ2
𝜅, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1. (15)

Согласно условию 1) определения 5 должны выполняться равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 )=𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑘𝑇 )=𝑥1𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1)=𝑥2𝑗 . (16)

После подстановок (16) в выражения (15) получим

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗+𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2). (17)

Из (17) при ненулевых 𝜆𝑗 значения 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 определяются однозначно. Таким образом,
получены формулы (15) для решения системы (2) при 𝑖= 𝑗 и начальных значений 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 ,
что совместно с формулами для 𝑥𝑠(𝑡) и 𝑥1𝑠, 𝑥2𝑠 отражено в утверждении теоремы. Теорема
доказана.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ПАРАМЕТРА ФУНКЦИИ ВОЗМУЩЕНИЯ

По условию задачи 𝜙1 является параметром функции возмущения. Рассмотрим 𝐿 как
функцию от этого параметра:

𝐿(𝜙1)=𝑃𝐿 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿
1
𝑠)+𝐶𝐿, (18)

где

𝑃𝐿=− 𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝑓1

𝑏0𝑠
√︀
𝜆2𝑠+𝜔

2
, 𝐶𝐿=− 1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+
𝜆𝑠𝑘

0
𝑠𝑓2 sin(𝜔𝑡0+𝜙2+𝛿

2
𝑠)√︀

𝜆2𝑠+4𝜔2

)︂
.

Далее воспользуемся равенством (12) и выпишем 𝜏1 как функцию от параметра 𝜙1:

𝜏1(𝜙1)=𝐶1
𝜏 −𝜆−1

𝑠 ln
(︀
𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)+𝐶

2
𝜏

)︀
, (19)

где 𝐶1
𝜏 = 𝑘𝑇 +𝜆−1

𝑠 ln(𝑚2−𝑚1), 𝑃𝜏 =(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝑃𝐿, 𝐶2
𝜏 =(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝐶𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 .
Отсюда получим

𝑒𝜆𝑠𝜏1(𝜙1)=
𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 (𝑚2−𝑚1)

𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿1𝑠)+𝐶
2
𝜏

.

Воспользуемся равенством (13) и выпишем функцию

ℓ2(𝜙1)=𝜆−1
𝑠 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠(𝑚1−𝐿(𝜙1))𝑒

𝜆𝑠𝜏1(𝜙1)−𝜆−1
𝑠 𝛾𝑠(𝑏

0
𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0)−𝛾𝑠𝑘0𝑠𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1(𝜙1))

или с учётом введённых выше обозначений

ℓ2(𝜙1)=
𝑃 1
ℓ2
sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)+𝐶

1
ℓ2

𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿1𝑠)+𝐶
2
𝜏

+𝐶2
ℓ2 +

+𝑃 2
ℓ2 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠+𝜔𝜏1(𝜙1))+𝑃

3
ℓ2 sin(2𝜔𝑡0+𝜙2+𝛿

2
𝑠+2𝜔𝜏1(𝜙1)), (20)
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где коэффициенты вычисляются по формулам

𝑃 1
ℓ2 =−𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑃𝐿(𝑚2−𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 , 𝐶1
ℓ2 =𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠(𝑚2−𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 (𝑚1−𝐶𝐿),

𝐶2
ℓ2 =−𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0), 𝑃 2

ℓ2 =− 𝛾𝑠𝑘
0
𝑠𝑓1√︀

𝜆2𝑠+𝜔
2
, 𝑃 3

ℓ2 =− 𝛾𝑠𝑘
0
𝑠𝑓2√︀

𝜆2𝑠+4𝜔2
.

Для определения допустимых значений параметра 𝜙1, удовлетворяющих условиям 1) и 2)
теоремы, предлагается использовать следующий порядок действий.

1. Вычисляем постоянные 𝑃𝐿, 𝐶𝐿 и строим функцию 𝐿(𝜙1) по формуле (18).
2. Находим 𝐿inf =min{𝑃𝐿+𝐶𝐿,−𝑃𝐿+𝐶𝐿}, 𝐿sup=max{𝑃𝐿+𝐶𝐿,−𝑃𝐿+𝐶𝐿}, и если неравен-

ства 𝐿inf >𝑚1, 𝐿sup<𝑚2 справедливы, то заключаем, что неравенства (10) выполняются для
любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋). В противном случае решаем неравенство (10) относительно 𝜙1. Имеем
𝑚1−𝐶𝐿<𝑃𝐿 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)<𝑚2−𝐶𝐿, откуда 𝜙1 ∈𝐷⊂ [0, 2𝜋), где

𝐷=

{︃
(arcsin(𝑀1), arcsin(𝑀2))∪(𝜋−arcsin(𝑀2), 𝜋−arcsin(𝑀1)), если 𝑃𝐿> 0,

(arcsin(𝑀2), arcsin(𝑀1))∪(𝜋−arcsin(𝑀1), 𝜋−arcsin(𝑀2)), если 𝑃𝐿< 0,

𝑀𝜇=(𝑚𝜇−𝐶𝐿)/𝑃𝐿−𝛿1𝑠−𝜔𝑡0, 𝜇=1, 2.
3. Задаём 𝑘∈N. Вычисляем постоянные 𝑃 1

𝜏 , 𝐶1
𝜏 , 𝐶2

𝜏 , строим функцию 𝜏1(𝜙1) по форму-
ле (19) и находим множество значений 𝐸(𝜏1)⊂ (0, 𝑘𝑇 ), отвечающих множеству допустимых
значений 𝜙1.

4. Строим непрерывную функцию ℓ2(𝜙1) по формуле (20). Находим для неё нижнюю
оценку

ℓ𝑛2 =
−|𝑃 1

ℓ2
|+𝐶1

ℓ2

|𝑃𝜏 |+𝐶2
𝜏

+𝐶2
ℓ2 −|𝑃 2

ℓ2 |−|𝑃 3
ℓ2 |,

и если ℓ𝑛2 >ℓ1, то имеет место неравенство (11) для любого допустимого 𝜙1. В случае если
ℓ𝑛2 ⩽ ℓ1, то находим её наименьшее значение на отрезке [0, 2𝜋] по формуле

ℓinf2 =min
{︀
ℓ2(0), ℓ2(2𝜋), ℓ

min
2

}︀
, (21)

где ℓmin
2 = ℓ2(𝜙

min
1 ) — глобальный (абсолютный) минимум функции ℓ2(𝜙1) в точке 𝜙min

1 , и
если ℓinf2 > ℓ1, то имеет место неравенство (11) для любого допустимого 𝜙1. В противном
случае решаем неравенство ℓ2(𝜙1)> ℓ1, которое равносильно неравенству (11), и находим
𝜙1 ∈𝐷1⊂ [0, 2𝜋).

5. Заключаем, что определены допустимые значения 𝜙1, при которых условия 1) и 2)
теоремы выполняются.

4. ВЫЧИСЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ И РЕШЕНИЯ

Неравенства в условии 3) теоремы (далее условия переключения) представим в следующем
виде:

ℓ2−𝜎(𝑡)> 0 для 𝑡∈Δ1
0, (22)

ℓ1−𝜎(𝑡)< 0 для 𝑡∈Δ2
0, (23)

где функция 𝜎(𝑡) задаётся равенствами (6).
Допустим, что справедливы условия 1), 2) теоремы и для параметра 𝜙1 определён ин-

тервал допустимых значений [𝜙0
1, 𝜙

*
1]. Значение 𝜏1, определяемое равенством (12), является

временем перехода с 𝐿1 на 𝐿2, а значение 𝑡0+𝜏1 — моментом переключения лишь тогда,
когда выполняются условия переключения.
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Ниже предлагается алгоритм, с помощью которого можно найти подходящее значение
параметра 𝜙1 из интервала допустимых значений, рассчитанных по формуле

𝜙𝑟1=𝜙0
1+(𝜙*

1−𝜙0
1)𝑟/𝑚, 𝑟=0,𝑚, 𝑚∈N, (24)

и соответствующие ему момент переключения 𝑡0+𝜏1(𝜙1) при заданном периоде 𝑘𝑇 и верхнее
пороговое значение ℓ2(𝜙1).

Алгоритм.
1. Задаём значения 𝑟=0 и 𝑚∈N.
2. Рассчитываем 𝜏1(𝜙

𝑟
1) и ℓ2(𝜙

𝑟
1) по формулам (19) и (20) соответственно.

3. Задаём точность 𝜀> 0 и шаг ℎ⩾ 𝜀.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6), разность ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈

∈ [𝑡0, 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 5.

4.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.1ℎ, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (𝑡0+𝜏

1, 𝑡0+𝜏
1+ℎ) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по

формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.
5. Находим значение 𝑡0+ 𝜏1 переменной 𝑡, которое удовлетворяет условиям ℓ2(𝜙

𝑟
1)−

−𝜎(𝑡0+𝜏1)> 0 и ℓ2(𝜙
𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1+ℎ)< 0. Если ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1)<𝜀, то переходим к п. 6, в

противном случае, когда ℓ2(𝜙
𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1)⩾ 𝜀, переходим к п. 4.1.

6. Вычисляем разность 𝜌1= 𝜏1(𝜙
𝑟
1)−𝜏1.

6.1. Если 𝜌1<𝜀, то заключаем, что 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1) является моментом первого переключения

с точностью до 𝜀 и переходим к п. 7.
6.2. Если 𝜀⩽ 𝜌1<ℎ, то возвращаемся к п. 4.1.
6.3. Если 𝜌1⩾ℎ, то приходим к выводу, что условие переключения (22) не выполняется,

значение 𝑡0+𝜏1(𝜙𝑟1) не является моментом первого переключения; задаём следующее значение
индекса 𝑟1= 𝑟+1 и переопределяем его по формуле 𝑟= 𝑟1. Если 𝑟⩽𝑚, то вычисляем 𝜙𝑟1 по
формуле (24) и возвращаемся к п. 2. Если 𝑟 >𝑚, то переходим к п. 11.

7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность ℓ1−𝜎(𝑡) для 𝑡 ∈
∈ [𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1), 𝑡0+𝑘𝑇 +ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 8.

7.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.1ℎ, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность ℓ1(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1)+𝜏

2, 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+𝜏

2+ℎ) с шагом ℎ1; далее пере-
определяем шаг по формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 9.

8. Находим значение 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+𝜏

2 переменной 𝑡, которое удовлетворяет неравенствам
ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙

𝑟
1)+ 𝜏2) < 0 и ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙

𝑟
1)+ 𝜏2+ℎ) > 0. Если выполняется неравенство

ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙𝑟1)+ 𝜏2)>−𝜀, то переходим к п. 9, иначе, когда ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙𝑟1)+ 𝜏2)⩽−𝜀,
переходим к п. 7.1.

9. Вычисляем разность 𝜌2= 𝑘𝑇 −𝜏1(𝜙𝑟1)−𝜏2.
9.1. Если 𝜌2<𝜀, то заключаем, что 𝑡0+𝑘𝑇 является моментом второго переключения с

точностью до 𝜀 и переходим к п. 10.
9.2. Если 𝜀⩽ 𝜌2<ℎ, то возвращаемся к п. 7.1.
9.3. Если 𝜌2⩾ℎ, то приходим к выводу, что условие переключения (23) не выполняется,

значение 𝑡0+𝑘𝑇 не является моментом переключения, а 𝑘𝑇 — периодом решения; задаём
следующее значение индекса 𝑟1= 𝑟+1 и переопределяем его по формуле 𝑟= 𝑟1. Если 𝑟⩽𝑚,
то вычисляем 𝜙𝑟1 по формуле (24) и возвращаемся к п. 2. Если 𝑟>𝑚, то переходим к п. 11.

10. Завершаем алгоритм выводом: для значения 𝜙𝑟1 параметра 𝜙1 и верхнего порогового
значения ℓ2(𝜙

𝑟
1) условия переключения выполняются, причём значения 𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1) и 𝑡0+𝑘𝑇

являются моментами переключения, а 𝑘𝑇 — периодом решения с точностью до 𝜀.
11. Завершаем алгоритм выводом: условия переключения не выполняются, 𝑡0+𝜏1(𝜙𝑟1) и

𝑡0+𝑘𝑇 не являются моментами переключения с заданной точностью для 𝑟=0,𝑚.
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5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

Рассмотрим систему

𝑥̇1=0.1𝑥1+𝑢(𝜎)−2𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+0.5𝑓(𝑡), 𝜎=−0.14𝑥1. (25)

Здесь 𝑢=−1.11 и 𝜎<ℓ2 или 𝑢=5.3 и 𝜎>0.75, 𝑓(𝑡)=1+2 sin(𝑡+𝜙1)+5 sin(2𝑡) с периодом 𝑇 =2𝜋.
Найдём значения параметров 𝜙1 и ℓ2, при которых существует решение (25) с начальным
моментом времени 𝑡0 и периодом возврата, равным или кратным периоду функции 𝑓(𝑡), т.е.
𝑇𝑟 =2𝜋𝑘, 𝑘∈N.

Сначала найдём допустимые значения параметра 𝜙1, удовлетворяющие условиям 1) и 2)
теоремы (условиям замкнутости траектории) согласно порядку действий, предложенных в
п. 3. Расчёты выполнены в формате двойной точности (16 цифр), а результаты представлены
с тремя десятичными знаками.

1. Пусть 𝑡0=0. По формуле (18) строим функцию 𝐿(𝜙1)= 0.398 sin(𝜙1+1.471)+3.034.
2. Находим 𝐿inf =2.636>−1.11 и 𝐿sup =3.432< 5.3. Неравенства (10) выполняются для

любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋).
3. Пусть 𝑘=1. По формуле (19) строим функцию

𝜏1(𝜙1)= 24.861−10 ln (0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

и eё график (рис. 2, а). Множеством значений 𝐸(𝜏1), отвечающих множеству допустимых
значений параметра 𝜙1, является отрезок [1.462, 2.153]∈ (0, 2𝜋).

Рис. 2. Графики функций 𝜏1(𝜙1) (а) и ℓ2(𝜙1) (б )

4. По формуле (20) cтроим функцию (рис. 2, б )

ℓ2(𝜙1)=
6.695 sin(𝜙1+1.471)+69.715

0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034
−4.354+

+0.699 sin
(︀
−51.244+20 ln(0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

)︀
+

+0.557 sin
(︀
−𝜙1−26.332+10 ln(0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

)︀
.

Имеем ℓ2(𝜙1) ⩾ ℓ𝑛2 = 0.460, а значит, ℓ𝑛2 < 0.75 = ℓ1. В этом случае находим наименьшее
значение функции ℓ2(𝜙1) на отрезке [0, 2𝜋] по формуле (21). Итак, ℓ2(0) = ℓ2(2𝜋) = 3.563 и
ℓmin
2 =ℓ2(3.584)=2.072. Тогда ℓinf2 =2.072>0.75=ℓ1, а значит, имеет место неравенство (11) для
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любого допустимого 𝜙1. Множеством значений 𝐸(ℓ2), отвечающих множеству допустимых
значений параметра 𝜙1, является отрезок [2.072, 3.999].

5. Заключаем, что условия 1) и 2) теоремы выполняются для любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋).
Далее представим результаты численной реализации предложенного в п. 4 статьи алго-

ритма по нахождению параметров системы и решения.
Рассмотрим пример 1 с выполнением условий переключения (22), (23).
1. Задаём 𝑟=0 (т.е. 𝜙𝑟1=𝜙0

1=0) и 𝑚=6.
2. По формулам (19) и (20) находим 𝜏1(0)= 1.462 и ℓ2(0)= 3.563 соответственно.
3. Задаём 𝜀=10−3 и ℎ=0.1.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 3.563−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [0, 1.562] с шагом ℎ и переходим к п. 5.
4.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.01, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)

и разность 3.563−𝜎(𝑡) для 𝑡 ∈ (1.4, 1.5) с шагом ℎ1 = 0.01; далее переопределяем шаг по
формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.1.

4.2. Задаём новый шаг ℎ1=0.001, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность 3.563−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (1.46, 1.47) с шагом ℎ1=0.001; далее переопределяем шаг по
формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.2.

5. Значение 𝑡0+𝜏1=1.4 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.4)=0.107>0, 3.563−𝜎(1.5)=
=−0.060<0, и поскольку 3.563−𝜎(1.4)=0.107> 10−3, то возвращаемся к п. 4.1.

5.1. Значение 𝑡0+𝜏1=1.46 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.46)=0.004> 0, 3.563−
−𝜎(1.47)=−0.012< 0, и так как 3.563−𝜎(1.46)=0.004> 10−3, то возвращаемся к п. 4.2.

5.2. Значение 𝑡0+𝜏1=1.462 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.462)=0.000>0, 3.563−
−𝜎(1.463)=−0.000< 0, и поскольку 3.563−𝜎(1.462)=0.000< 10−3, то переходим к п. 6.

6. Находим 𝜌1= 𝜏1(0)−𝜏1=1.462−1.462=0.000.
6.1. Имеем 𝜌1<10−3, а значит, 𝑡0+𝜏1(0)=1.462 является моментом первого переключения

с точностью до 10−3; переходим к п. 7.
7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 0.750−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [1.462, 2𝜋+ℎ] с шагом ℎ; переходим к п. 8.
7.1. Задаём новый шаг ℎ1=0.01, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и

разность 0.750−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (6.262, 6.362) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по формуле
ℎ=ℎ1 и переходим к п. 8.1.

7.2. Задаём новый шаг ℎ1=0.001, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и
разность 0.750−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (6.282, 6.292) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по формуле
ℎ=ℎ1 и переходим к п. 8.2.

8. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.262 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.262)=−0.008<0,
0.750−𝜎(6.362)=0.020> 0, а поскольку −0.008<−10−3=−𝜀, то переходим к п. 7.1.

8.1. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.282 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.282)=−0.000<0,
0.750−𝜎(6.292)=0.000> 0, и так как −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.

8.2. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.283 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.283)=−0.000<0,
0.750−𝜎(6.284)=0.000> 0, и поскольку −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.1.

9. Имеем разность 𝜌2=2𝜋−6.282=0.001, поскольку 𝜀⩽ 𝜌2<ℎ, то возвращаемся к п. 7.2.
9.1. Имеем 𝜌2 = 2𝜋− 6.283 = 0.000 < 10−3, а значит, 𝑡0+2𝜋 = 6.283 является моментом

второго переключения с точностью до 10−3 и переходим к п. 10.
10. Вывод: условия переключения выполняются; 𝑡0+𝜏1 = 𝑡0+𝜏

1 =1.462 и 𝑡0+2𝜋=6.283
являются моментами переключения с точностью до 𝜀=10−3 для 𝜙0

1=0 и ℓ2=3.563.
Рассмотрим теперь пример 2 с нарушением условия переключения (23).
1. Задаём 𝑟=1, т.е. 𝜙𝑟1=𝜙1

1=𝜋/3.
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2. Значения 𝜏1(𝜋/3)= 1.601 и ℓ2(𝜋/3)= 3.998 находим по формулам (19) и (20) соответ-
ственно.

3. Задаём 𝜀=10−3 и ℎ=0.001.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 3.998−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [0, 1.602] с шагом ℎ и переходим к п. 5.
5. Значение 𝑡0+𝜏1=1.601 удовлетворяет неравенствам 3.998−𝜎(1.601)=0.000>0, 3.998−

−𝜎(1.602)=−0.000< 0, и поскольку 0.000< 10−3, то переходим к п. 6.
6. Находим разность 𝜌1= 𝜏1(𝜋/3)−𝜏1=1.601−1.601=0.000.
6.1. Имеем 𝜌1< 10−3, а значит 𝑡0+𝜏1(𝜋/3)= 1.601 является моментом первого переклю-

чения с точностью до 10−3 и переходим к п. 7.
7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 0.750−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [1.601, 2𝜋+ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 8.
8. Значение 𝑡0+𝜏1(𝜋/3)+𝜏2=6.219 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.219)=−0.000<0,

0.750−𝜎(6.220)=0.000> 0, и так как −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.
9. Разность 𝜌2 = 2𝜋− 6.219 = 0.064 > 10−3 удовлетворяет неравенству 𝜌2 ⩾ ℎ, а значит

условие переключения (23) не выполняется; значение 𝑡0+2𝜋=6.283 не является моментом
второго переключения с точностью до 10−3; задаём следующее значение индекса 𝑟1=𝑟+1=2
и переопределяем его по формуле 𝑟=𝑟1. Поскольку 𝑟=2⩽6, то вычисляем 𝜙𝑟1 по формуле (24)
и возвращаемся к п. 2.

Результаты вычисления параметров системы и решения представлены в таблице. Коор-
динаты точек переключения рассчитаны по формулам (14) в случае, когда выполнены оба
условия переключения. Таким образом, среди значений параметра 𝜙1 из отрезка [0, 2𝜋] с
шагом, равным 𝜋/3, для 𝑚=6 найдены два значения 𝜙0

1=𝜙
6
1=0 и 𝜙5

1=5𝜋/3, при которых
выполняются все условия теоремы, а значит установлены значения параметров системы,
при которых существуют 2𝜋-периодические решения системы (25).

Таблица. Значения параметров системы и решения для 𝑚=6, 𝜀=10−3

Параметр
𝜙1

0 𝜋/3 2𝜋/3 𝜋/2 4𝜋/3 5𝜋/3

𝜏1 1.462 1.601 1.945 2.153 2.006 1.660

ℓ2 3.563 3.998 3.339 2.203 2.268 2.974

𝑥11 −5.357 — — — — −5.357

𝑥21 −25.451 — — — — −21.247

𝑥12 3.260 — — — — 2.882

𝑥22 4.419 — — — — 2.646

𝑥13 2.074 — — — — 1.828

𝑥23 0.987 — — — — 0.381

На рис. 3 представлена траектория 2𝜋-периодического двухточечно-колебательного реше-
ния системы (25) для значения 𝜙1=0 c точками переключения 𝑋1=(−5.357, 3.260, 2.074)T,
𝑋2=(−25.451, 4.419, 0.987)T. Гиперплоскости переключения 𝐿1 и 𝐿2 задаются уравнениями
−0.14𝑥1=0.750 и −0.14𝑥1=3.563 соответственно (ориентированы ортогонально оси 𝑥1). Изоб-
ражающая точка решения начинает своё движение в 𝑋1 ∈𝐿1 при 𝑡0=0, за время 𝜏1=1.462
попадает в 𝑋2∈𝐿2, затем за 𝜏2=4.821 возвращается в начальную точку 𝑋1. Далее движение
от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется по этой траектории.
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Рис. 3. Траектория 2𝜋-периодического решения
системы (25)

Рис. 4. Значения параметра 𝜙1

На рис. 4 приведены значения параметра 𝜙1 из отрезка [0, 2𝜋] с шагом, равным 0.01𝜋, для
𝑚=200 на окружности большего радиуса, когда выполняется условие переключения (22),
на окружности меньшего радиуса, когда выполняется условие переключения (23).
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The object of research is an 𝑛-dimensional system of ordinary differential equations that contains
a constant diagonal matrix with real eigenvalues, two-position relay nonlinearity of hysteresis type
with a parameter and a continuous periodic perturbation function with a parameter. In the case of
a special type of feedback vector (one non-zero element), we obtain conditions for system parameters
that ensure the existence of a unique two-point oscillatory periodic solution with a period multiple
of the perturbation function period. We establish a functional dependence of the nonlinearity para-
meter on the perturbation function parameter. Influence of perturbation function parameter values
on the existence of the solution is investigated. We offer an algorithm for seeking system parameters
and the instant of the first relay switching in the case when the solution period is given. Theoreti-
cal results, including the proposed algorithm, are illustrated by the example of a three-dimensional
system.
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Антиперроновский эффект [1–3] смены показателей (противоположный перроновскому
[4–7]) предполагает существование линейной системы

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡⩾ 𝑡0, (1)

с ограниченными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и положительными ха-
рактеристическими показателями 𝜆1(𝐴)⩽ . . .⩽𝜆𝑛(𝐴), а также возмущённой системы

𝑦̇=𝐴(𝑡)𝑦+𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦 ∈R𝑛, 𝑡⩾ 𝑡0, (2)

с бесконечно дифференцируемой вектор-функцией 𝑓(𝑡, 𝑦) : [𝑡0,+∞)×R𝑛→R𝑛 из класса малых
возмущений, имеющей нетривиальные решения с отрицательными показателями Ляпунова.

Для линейных возмущений 𝑓(𝑡, 𝑦)≡𝑄(𝑡)𝑦:
1) экспоненциально убывающих (𝜆[𝑄]≡ lim𝑡→∞ 𝑡−1 ln ‖𝑄(𝑡)‖< 0), эти решения составля-

ют [1] (𝑛−1)-мерное подпространство во всём множестве решений системы (2) (теперь уже
линейной);

2) исчезающих на бесконечности (𝑄(𝑡)→0 при 𝑡→+∞), все решения системы (2) имеют
[2] отрицательные показатели.

Более сложным является случай возмущений 𝑓(𝑡, 𝑦) высшего порядка малости 𝑚> 1
в окрестности начала координат 𝑦 = 0 — так называемых 𝑚-возмущений, определяемых
условием

‖𝑓(𝑡, 𝑦)‖⩽𝐶𝑓‖𝑦‖𝑚, 𝑚> 1, 𝐶𝑓 =const, 𝑦 ∈R𝑛, 𝑡⩾ 𝑡0, (3)

когда двумерный антиперроновский эффект реализован [3] на единственном построенном
решении 𝑌 (𝑡) системы (2) с показателем 𝜆[𝑌 ]< 0.
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Возникает вопрос о реализации рассматриваемого эффекта на большем числе экспоненци-
ально убывающих решений системы (2) с 𝑚-возмущением. Положительный ответ содержит
доказательство приведённой ниже теоремы, устанавливающей реализацию двумерного анти-
перроновского эффекта на четырёх нетривиальных решениях с различными отрицательными
показателями системы (2) с возмущением (3) высшего порядка малости в окрестности начала
координат 𝑦=0.

Для векторов 𝑦=(𝑦1, 𝑦2)∈R2 и временно́й полуоси 𝑇0=[𝑡0,+∞), 𝑡0⩾0, определим двумер-
ные 𝑆2

1 ={𝑦∈R2 : 𝑦⩾0}, 𝑆2
2 ={𝑦∈R2 : 𝑦2⩾0⩾𝑦1}, 𝑆2

3 ={𝑦∈R2 : 𝑦⩽0}, 𝑆2
4 ={𝑦∈R2 : 𝑦1⩾0⩾𝑦2}

и так называемые пространственно-временны́е R2
𝑖 =𝑆2

𝑖 ×𝑇0, 𝑖=1, 4, октанты.
Справедлива следующая (анонсированная в [8])
Теорема. Для любых параметров 𝜆> 0, 𝑚4⩾𝑚3⩾𝑚2⩾𝑚1> 1, 𝜃 > 1 существуют:
1) двумерная линейная система (1) с характеристическими показателями 𝜆1(𝐴) =

=𝜆2(𝐴)=𝜆> 0;
2) бесконечно дифференцируемое 𝑚1-возмущение 𝑓(𝑡, 𝑦) : [𝑡0,+∞)×R2→R2, удовлетворя-

ющее условию (3), одновременно являющееся 𝑚𝑖-возмущением в пространственно-временно́м
октанте R2

𝑖 при всяком 𝑖=1, 4,
такие, что возмущённая система (2) имеет решения 𝑌𝑖⊂R2

𝑖 , 𝑖=1, 4, с показателями

𝜆[𝑌𝑖] =−𝜆 𝜃+1

𝜃𝑚𝑖−1
< 0. (4)

Доказательство. 1. Построение системы линейного приближения. Введём следу-
ющие обозначения:

𝑡𝑘= 𝜃𝑘, 𝑘⩾ 1; 𝜀(𝑡)≡ exp{−𝑡2}, 𝑡⩾ 𝑡0⩾ 1; 𝛼=𝜆(𝜃+1)(𝜃−1)−1,

𝑒𝛽𝛾(𝜏, 𝜏1, 𝜏2)≡𝛽+(𝛾−𝛽) exp
{︀
−(𝜏−𝜏1)−2 exp{−(𝜏−𝜏2)−2}

}︀
, 𝜏 ∈ (𝜏1, 𝜏2),

— функция Гелбаума–Олмстеда [9, c. 54], принимающая на концах интервала (𝜏1, 𝜏2) зна-
чения 𝛽 и 𝛾 и нулевые значения своих односторонних производных любого порядка.

Коэффициенты необходимой системы

𝑥̇=diag[𝑎1(𝑡), 𝑎2(𝑡)]𝑥≡𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R2, 𝑡⩾ 𝑡0, (5)

линейного приближения определим равенствами [3]

𝑎2(𝑡)=

{︃
−𝛼, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡

′
2𝑘+1], 𝑡

′
𝑘≡ 𝑡𝑘−𝜀(𝑡𝑘),

𝑒−𝛼,𝛼(𝑡, 𝑡
′
2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1], 𝑘⩾ 0,

𝑎2(𝑡)=

{︃
𝛼, 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1, 𝑡

′
2𝑘+2], 𝑘⩾ 0,

𝑒𝛼,−𝛼(𝑡, 𝑡
′
2𝑘+2, 𝑡2𝑘+2), 𝑡∈ [𝑡′2𝑘+2, 𝑡2𝑘+2],

𝑎1(𝑡)=−𝑎2(𝑡), 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+2], 𝑘⩾ 0. (6)

Построенная таким образом на полуоси [𝑡0,+∞) система (5) линейного приближения
имеет характеристические показатели [3] 𝜆1(𝐴)=𝜆2(𝐴)=𝜆.

2. Построение возмущения высшего порядка. На отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] определим необ-
ходимое возмущение с начальным значением 𝑓(𝑡2𝑘, 𝑦)= 0 и первой компонентой

𝑓1(𝑡, 𝑦)≡ 0, 𝑦 ∈R2, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1].
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Вторую компоненту 𝑓2 будем строить с помощью вспомогательных бесконечно диффе-
ренцируемых функций

𝐸≡𝐸(𝜏, 𝜏1, 𝜏2, 𝜏3, 𝜏4)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒01(𝜏, 𝜏1, 𝜏2), 𝜏 ∈ [𝜏1, 𝜏2),

1, 𝜏 ∈ [𝜏2, 𝜏3],

𝑒10(𝜏, 𝜏3, 𝜏4), 𝜏 ∈ (𝜏3, 𝜏4]

(7)

и зависящих от одной пространственной переменной 𝑦1 ∈R функций

𝐹𝑖(𝑦1, 𝑘)= (−1)𝑖𝑦𝑚𝑖
1 ×

{︃
𝐸(𝑦1, 0, 𝜀, 1−𝜀, 1), 𝑦1 ∈ [0, 1], 𝜀= 𝜀(𝑡𝑘),

0, 𝑦1> 1, 𝑦 ∈𝑆𝑖, 𝑖=1, 4,
(8)

𝐹𝑖(𝑦1, 𝑘)= (−1)𝑖−1(−𝑦1)𝑚𝑖 ×

{︃
0, 𝑦1<−1, 𝑦 ∈𝑆𝑖, 𝑖=2, 3,

𝐸(𝑦1,−1, 𝜀−1,−𝜀, 0), 𝑦1 ∈ [−1, 0].
(9)

На рассматриваемом отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] компоненту 𝑓2(𝑡, 𝑦1) определим равенствами

𝑓2(𝑡, 𝑦1)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡

′′
2𝑘+1], 𝑡

′′
2𝑘+1≡ 𝑡2𝑘+1−1, 𝜀= 𝜀(𝑡2𝑘+1),

𝑑𝑖(2𝑘+1)𝐸(𝑡, 𝑡′′2𝑘+1, 𝑡
′′
2𝑘+1+𝜀, 𝑡2𝑘+1−𝜀, 𝑡2𝑘+1)𝐹𝑖(𝑦1, 2𝑘+1),

𝑡∈ [𝑡′′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1], 𝑦1 ∈R, 𝑖=1, 4,

в которых постоянные 𝑑𝑖(2𝑘+1)> 0 подлежат последующему определению при построении
решений возмущённой системы.

Бесконечная дифференцируемость функции 𝑓2(𝑡, 𝑦1) обеспечивается аналогичным свой-
ством функций Гелбаума–Олмстеда и нулевыми значениями их односторонних производных
любого порядка в концевых точках промежутков определения, а также значениями этих
функций в указанных точках.

Необходимо также отметить, что в соответствии с определением (8), (9) функций 𝐹𝑖(𝑦1, 𝑘)
вторая компонента 𝑓2(𝑡, 𝑦1) принимает отрицательные значения для 𝑡∈ (𝑡′′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1), 𝑦1 ̸=0,
𝑖 = 1, 2, и положительные для тех же 𝑡 и 𝑦1, но для 𝑖 = 3, 4, что позволяет уменьшить
абсолютные значения компонент решений и, следовательно, их показатели.

3. Построение решений возмущённой системы на отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1]. Введём ве-
личины

𝛽1(𝑚𝑖)= 𝜃𝛽2(𝑚𝑖)−(𝜃−1)𝛼, 𝛽2(𝑚𝑖)=−𝛼 𝜃−1

𝜃𝑚𝑖−1
, 𝑖=1, 4, (10)

и с их помощью определим начальные значения

𝑌𝑖(𝑡2𝑘)= ((−1)𝑖−1𝑒𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘 , 𝑐2𝑘𝑒
𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘)т, 𝑖=1, 2,

𝑌𝑖(𝑡2𝑘)= ((−1)𝑖𝑒𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘 ,−𝑐2𝑘𝑒𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘)т, 𝑖=3, 4,

четырёх необходимых решений на отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1]. Здесь множитель 𝑐2𝑘 обусловлен опре-
делением сглаживания коэффициента 𝑎2(𝑡) и имеет значение [3]

𝑐2𝑘= 𝑐2𝑘(𝑡2𝑘), 𝑐2𝑘(𝑡)= exp

{︂ 𝑡ˆ

𝑡′2𝑘

exp{−𝛼+𝑒𝛼,−𝛼(𝜏, 𝑡′2𝑘, 𝑡2𝑘)} 𝑑𝜏
}︂
,

удовлетворяющее оценкам

exp{−2𝛼𝜀(𝑡2𝑘)}⩽ 𝑐2𝑘(𝑡)⩽ 1, 𝑡∈ [𝑡′2𝑘, 𝑡2𝑘].

В соответствии с нулевым значением первой компоненты 𝑓1(𝑡, 𝑦) возмущения 𝑓(𝑡, 𝑦) на
всём отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] и начальными значениями

|𝑦1𝑖(𝑡2𝑘)|=exp{𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘}, 𝑖=1, 4,
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для первой компоненты решений 𝑌𝑖(𝑡) имеем представление

|𝑦1𝑖(𝑡)|= |𝑦1𝑖(𝑡2𝑘)| exp
{︂ 𝑡ˆ

𝑡2𝑘

𝑎1(𝜏) 𝑑𝜏

}︂
=

= 𝑒𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+𝛼(𝑡−𝑡2𝑘)×

{︃
1, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡

′
2𝑘+1], 𝑡

′
2𝑘+1≡ 𝑡2𝑘+1−𝜀(𝑡2𝑘+1),

𝑐2𝑘+1(𝑡), 𝑡∈ [𝑡′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1],
𝑖=1, 4, (11)

в котором функция 𝑐2𝑘+1(𝑡) и её значение 𝑐2𝑘+1= 𝑐2𝑘+1(𝑡2𝑘+1) удовлетворяют оценкам

exp{−2𝛼𝜀(𝑡2𝑘+1)}⩽ 𝑐2𝑘+1(𝑡)⩽ 1, 𝑡∈ [𝑡′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1]. (12)

При этом на всём отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] компоненты 𝑦11(𝑡) и 𝑦14(𝑡) принимают только положи-
тельные значения, а компоненты 𝑦12(𝑡) и 𝑦13(𝑡) — только отрицательные.

По определению (10) величин 𝛽1(𝑚𝑖) и 𝛽2(𝑚𝑖) выполнено соотношение

𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+𝛼(𝑡2𝑘+1− 𝑡𝑡2𝑘)=𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1, (13)

поэтому первая компонента 𝑦1𝑖(𝑡) принимает значения

𝑦1𝑖(𝑡2𝑘+1)= 𝑐2𝑘+1𝑒
𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1 ×

{︃
1, 𝑖=1, 4,

−1, 𝑖=2, 3.
(14)

Промежуточная оценка

|𝑦1𝑖(𝑡)|⩽ 𝑒𝛽2(𝑚𝑖)𝑡, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1],

также следует из определения (10) и неравенства

𝜒𝑖(𝑡)≡ 𝑡−1[𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+𝛼(𝑡− 𝑡2𝑘)]⩽𝜒𝑖(𝑡2𝑘+1)=𝛽2(𝑚𝑖), 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1], 𝑖=1, 4.

Из представления (11), соотношения (13) и левого неравенства в (12) имеем оценки

|𝑦1𝑖(𝑡)|⩾ exp{−𝛼[1+2𝜀(𝑡2𝑘+1)]+𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}>

> exp{−𝛼(2+ 𝑡2𝑘+1)}≡𝜓(𝑘), 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1], 𝑘⩾ 1.

Последнее неравенство справедливо в силу очевидных неравенств

𝛽2(𝑚𝑖)>−𝛼, 𝑖=1, 4; 𝜀(𝑡2𝑘+1)< 1/𝑒, 𝑡2𝑘+1⩾ 1.

В свою очередь, для величины 𝜓(𝑘) более сильное неравенство ln𝜓(𝑘)⩾−𝑡22𝑘, 𝑘 ⩾ 𝑘0,
следует из выбора номера 𝑘0 ⩾ 1, удовлетворяющего условию 𝑡𝑘0 ⩾ 2(1+𝛼). Доказанное
неравенство

|𝑦1𝑖(𝑡)|⩾ 𝜀(𝑡2𝑘), 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1], 𝑘⩾ 𝑘0,

позволяет для второй компоненты 𝑓2(𝑡, 𝑦1) по её определению и с учётом равенств (8), (9)
получить представление

𝑓2[𝑡, 𝑦1𝑖(𝑡)] = (−1)𝜙(𝑖)𝑑𝑖(2𝑘+1)|𝑦1𝑖(𝑡)|𝑚𝑖𝐸(𝑡, 𝑡′′2𝑘+1, 𝑡
′′
2𝑘+1+𝜀, 𝑡2𝑘+1−𝜀, 𝑡2𝑘+1),

𝜀= 𝜀(𝑡2𝑘+1), 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1], 𝑖=1, 4. (15)
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Здесь 𝜙(𝑖) = 1 при 𝑖=1, 2 и 𝜙(𝑖) = 2 при 𝑖=3, 4. Это позволяет на отрезке [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1]
уменьшить к моменту 𝑡= 𝑡2𝑘+1 абсолютные значения второй компоненты 𝑦2𝑖(𝑡) решений 𝑌𝑖(𝑡)
до необходимой величины exp{𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}, 𝑖=1, 4.

Как и в работе [3], из соотношений (11)–(14) легко следует существование такой посто-
янной 𝑟 > 0, для которой выполнены оценки

|𝑦1𝑖(𝑡)|𝑚𝑖𝑒−𝛼>𝑟 exp{𝑚𝑖𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}, 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1]. (16)

Вторые компоненты 𝑦2𝑖(𝑡) решений 𝑌𝑖(𝑡) являются решениями неоднородного уравнения

𝑦̇2= 𝑎2(𝑡)𝑦2+𝑓2[𝑡, 𝑦1𝑖(𝑡)], 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1], 𝑖=1, 4, (17)

в котором возмущение 𝑓2[𝑡, 𝑦1𝑖(𝑡)] принимает нулевые значения при 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1−1], 𝑖=1, 4,
и ненулевые, определяемые равенствами (15), на промежутке (𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1). Коэффициент
𝑎2(𝑡) линейного приближения (5) определён равенствами (6).

Из уравнения (17) для вторых компонент 𝑦2𝑖(𝑡) имеем представления

𝑦2𝑖(𝑡)=

{︃
𝑦2𝑖(𝑡2𝑘) exp{−𝛼(𝑡− 𝑡2𝑘)}≡ 𝑧𝑖(𝑡), 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1−1],

𝑧𝑖(𝑡)+(−1)𝜙(𝑖)𝑑𝑖(2𝑘+1)𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1, 𝑡), 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1],
(18)

где

𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1, 𝑡)≡
𝑡ˆ

𝑡2𝑘+1−1

𝐸 exp

{︂ 𝑡ˆ

𝜏

𝑎2(𝜉) 𝑑𝜉

}︂
|𝑦1𝑖(𝜏)|𝑚𝑖 𝑑𝜏, 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1],

𝑧𝑖(𝑡)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑧𝑖(𝑡), 𝑡∈ [𝑡2𝑘+1−1, 𝑡′2𝑘+1],

𝑧𝑖(𝑡)𝑐2𝑘+1(𝑡)≡ 𝑧𝑖(𝑡) exp

{︂ 𝑡ˆ

𝑡′2𝑘+1

[𝛼+𝑒−𝛼𝛼(𝜏, . . .)] 𝑑𝜏

}︂
, 𝑡∈ (𝑡′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1].

(19)

При этом для положительной функции 𝑐2𝑘+1(𝑡) и значения 𝑐2𝑘+1 = 𝑐2𝑘+1(𝑡2𝑘+1) выполнены
аналогичные (12) оценки

1⩽ 𝑐2𝑘+1(𝑡)⩽ 𝑒2𝛼𝜀(𝑡2𝑘+1), 𝑡∈ [𝑡′2𝑘+1, 𝑡2𝑘+1].

Для функции 𝑧𝑖(𝑡) в силу неравенства 𝛽2(𝑚𝑖)>−𝛼 справедлива оценка

|𝑧𝑖(𝑡)|⩽ exp{𝛽2(𝑚𝑖)𝑡}, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1],

а для 𝑧𝑖(𝑡2𝑘+1) — соотношения

|𝑧(𝑡2𝑘+1)|= 𝑐2𝑘𝑐2𝑘+1 exp{𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘−𝛼(𝑡2𝑘+1− 𝑡2𝑘)}
(10)
= 𝑐2𝑘𝑐2𝑘+1 exp{𝑚𝑖𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}, (20)

причём знаки слагаемых в равенстве (18) противоположны. Это позволяет выбором постоян-
ной 𝑑𝑖(2𝑘+1)> 0 получить необходимую оценку всей суммы. Указанный выбор осуществим
из равенства

𝑦2𝑖(𝑡2𝑘+1)≡ 𝑧𝑖(𝑡2𝑘+1)+(−1)𝜙(𝑖)𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1)𝑑𝑖(2𝑘+1)=sgn(𝑦2𝑖(𝑡2𝑘)) exp{𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}. (21)

По определению (7) функции 𝐸 для интеграла в (19) на основании оценки (16) спра-
ведливы неравенства

𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1)>𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1+𝜀, 𝑡2𝑘+1−𝜀)> exp{𝑚𝑖𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}, 𝑖=1, 4,
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с учётом которых и равенства (20) получим из уравнения (21) необходимые представление
для определения постоянной 𝑑𝑖(2𝑘+1) и оценку сверху

0<𝑑𝑖(2𝑘+1)=
|𝑧𝑖(𝑡2𝑘+1)|−exp{𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1}

𝐽𝑖(𝑡2𝑘+1−1, 𝑡2𝑘+1)
<

𝑐2𝑘𝑐2𝑘+1

𝑟[1−2𝜀(𝑡2𝑘+1)]
⩽ 𝑟0

с независящей от 𝑘 постоянной 𝑟0.
Таким образом, на отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] построены система (2) с необходимым 𝑚1-воз-

мущением 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑓(𝑡2𝑘+1, 𝑦) ≡ 0, 𝑦 ∈ R2, являющимся 𝑚𝑖-возмущением в октанте R2
𝑖 (𝑘) ≡

≡𝑆𝑖× [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1], 𝑖=1, 4, и её решения 𝑌𝑖(𝑡)⊂R2
𝑖 с компонентами 𝑦1𝑖(𝑡), 𝑦2𝑖(𝑡), удовлетворя-

ющими неравенствам

|𝑦1𝑖(𝑡)|, |𝑦2𝑖(𝑡)|⩽ exp{𝛽2(𝑚𝑖)𝑡}, 𝑡∈ [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1], 𝑖=1, 4.

Эти решения в момент времени 𝑡= 𝑡2𝑘+1 принимают значения

𝑌𝑖(𝑡2𝑘+1)= ((−1)𝑖−1𝑐2𝑘+1𝑒
𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1 , 𝑒𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1)т, 𝑖=1, 2,

𝑌𝑖(𝑡2𝑘+1)= ((−1)𝑖𝑐2𝑘+1𝑒
𝛽2(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1 ,−𝑒𝛽1(𝑚𝑖)𝑡2𝑘+1)т, 𝑖=3, 4,

являющиеся начальными значениями для построения возмущённой системы и её решений
𝑌𝑖(𝑡), 𝑖=1, 4, на отрезке [𝑡2𝑘+1, 𝑡2𝑘+2].

Начальные значения 𝑌𝑖(𝑡2𝑘+1) идентичны (с заменой 𝑦1 и 𝑦2 и наоборот) прежним значени-
ям 𝑌𝑖(𝑡2𝑘), поэтому необходимые построения на отрезке [𝑡2𝑘+1, 𝑡2𝑘+2] совершенно аналогичны
выполненным на предыдущем отрезке и фактически их повторяют (с заменой 𝑦1 на 𝑦2 и
наоборот).

С помощью метода математической индукции распространим построения необходимой
системы (2) и её решений 𝑌𝑖⊂R2

𝑖 на отрезке [𝑡2𝑘, 𝑡2𝑘+1] на всю полуось 𝑡⩾ 𝑡0= 𝜃2𝑘0 .
Построенная таким образом система (2) с необходимым возмущением 𝑓(𝑡, 𝑦) будет иметь

решения 𝑌𝑖(𝑡) с показателями 𝜆[𝑌𝑖] =𝛽2(𝑚𝑖), 𝑖=1, 4. Теорема доказана.
Замечание. Очевидным выбором параметров 𝑚𝑖> 1, 𝑖=1, 4, можно реализовать отри-

цательные и все различные показатели (4).
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Статья посвящена исследованию чувствительности решений уравнений Риккати к малым
изменениям матриц коэффициентов. Отметим, что анализ чувствительности характеристик
уравнений относительно колебаний параметров относится к числу важных вопросов, возника-
ющих при изучении динамических систем и систем управления. Рассмотрим алгебраическое
уравнение Риккати

𝐴′Π̄+Π̄𝐴−Π̄𝐵𝑅−1𝐵′Π̄+𝑄=𝑂, (1)

где (и далее) 𝐴, 𝐵, 𝑄⩾𝑂, 𝑅>𝑂 — постоянные матрицы, 𝑄 и 𝑅 — симметричные матрицы,
𝑂 — нулевая матрица; ′ — знак транспонирования; запись 𝑀 ⩾𝑀1 (𝑀 >𝑀1) для симмет-
ричных матриц 𝑀 и 𝑀1 означает, что разность 𝑀 −𝑀1 неотрицательно (положительно)
определена; при этом матрицы 𝐴, 𝑄 и 𝑂 имеют размерность 𝑛×𝑛, 𝐵 — 𝑛×𝑘, 𝑅 — 𝑘×𝑘;
Π̄ — неизвестная 𝑛×𝑛-матрица. Необходимо также подчеркнуть, что уравнение вида (1)
возникает при анализе задач оптимального управления на бесконечном интервале време-
ни для линейных систем с квадратичным целевым функционалом, когда закон управления
включает Π̄: 𝑈*=−𝑅−1𝐵′Π̄𝑋*, здесь 𝑈* — оптимальный инвариантный закон управления,
𝑋* — текущее состояние системы. Точнее, требуется нахождение решений (1), обладающих
свойством Π̄⩾𝑂 (см., например, [1, п. 3.4.2]). Хорошо известно [1, гл. 3; 2, гл. 4], что доста-
точные условия существования Π̄⩾𝑂 могут быть выражены в терминах стабилизируемости
и выявляемости пар матриц, входящих в (1). Сформулируем соответствующее утверждение.
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Предположение 1. Пара матриц (𝐴,𝐵) экспоненциально стабилизируема, пара мат-
риц (𝐴,𝐶) экспоненциально выявляема, где 𝐶 — некоторая матрица, для которой 𝐶𝐶 ′=𝑄.

В общем случае для непрерывных и ограниченных при 𝑡⩾ 0 матриц с зависящими от
времени 𝑡 элементами экспоненциальная стабилизируемость пары (𝐴𝑡, 𝐵𝑡) означает суще-
ствование ограниченной матрицы 𝐾𝑡 с непрерывными элементами, при которой матрица
𝐴𝑡+𝐵𝑡𝐾𝑡 является экспоненциально устойчивой, пара (𝐴𝑡, 𝐶𝑡) — экспоненциально выявля-
емой, если (𝐴′

𝑡, 𝐶
′
𝑡) экспоненциально стабилизируема (см. [2, п. 3.1]).

Определение 1 [1, гл. 1]. Матрица 𝒜𝑡 экспоненциально устойчива, если соответствующая
ей фундаментальная матрица Φ(𝑡, 𝑠) допускает при некоторых константах 𝜅0, 𝜅> 0 оценку
вида ‖Φ(𝑡, 𝑠)‖⩽ 𝜅0𝑒

−𝜅(𝑡−𝑠), 𝑠⩽ 𝑡. При этом константа 𝜅 называется темпом устойчивости
матрицы 𝒜𝑡.

Напомним, что фундаментальная матрица Φ(𝑡, 𝑠) определяется как решение задачи

𝜕Φ(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
=𝒜𝑡Φ(𝑡, 𝑠),

𝜕Φ(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
=−Φ(𝑡, 𝑠)𝒜𝑠, Φ(𝑡, 𝑡)=Φ(𝑠, 𝑠)= 𝐼,

где 𝐼 — единичная матрица.
Далее введём в рассмотрение дифференциальное уравнение Риккати, соответствующее

случаю возмущения коэффициентов (1) при помощи непрерывных и ограниченных матриц
Δ𝐴𝑡, Δ𝐵𝑡, Δ𝑄𝑡 и Δ𝑅𝑡:

Π̇𝑡+(𝐴+Δ𝐴𝑡)
′Π𝑡+Π𝑡(𝐴+Δ𝐴𝑡)−Π𝑡(𝐵+Δ𝐵𝑡)(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)
′Π𝑡+(𝑄+Δ𝑄𝑡)=𝑂, (2)

где точка обозначает производную функции по времени.
В книге [3, гл. 13] вопросы чувствительности решений алгебраических уравнений Рик-

кати обсуждались для случая постоянных возмущающих матриц, в [4] при зависимых от
времени коэффициентах анализ проводился на конечных временны́х интервалах и соответ-
ствующие верхние оценки разности решений выражались в терминах констант, ограничи-
вающих матрицы. В работе [5] рассматривался скалярный частный случай уравнения (2)
при возмущении коэффициента 𝐴 переменной функций для анализа систем управления,
включающих дисконтирование. Получена оценка разности решений дифференциального и
алгебраического уравнений Риккати при стремлении параметра времени к бесконечности,
имеющая вид функционала от темпа изменения дисконтирующей функции, называемого
ставкой дисконтирования.

В данной статье рассмотрена ситуация асимптотически малого (при 𝑡→∞) возмущения
коэффициентов. Здесь отметим связь уравнений Риккати и линейных систем управления и
наблюдения. В частности, указанная выше специфика матриц возмущений может возникать
в результате процедуры линеаризации для систем [6, 7], а также быть следствием различных
модельных предположений (см. [8, 9]).

Предположение 2. Матрицы Δ𝐴𝑡, Δ𝐵𝑡, Δ𝑅𝑡, Δ𝑄𝑡 являются ограниченными и непре-
рывными (𝑡⩾ 0), матрицы Δ𝑅𝑡, Δ𝑄𝑡 симметричные и 𝑅+Δ𝑅𝑡 > 𝜌𝐼, 𝑄+Δ𝑄𝑡 ⩾𝑂, 𝑡⩾ 0
(𝜌> 0 — некоторая константа, 𝐼 — единичная матрица). При этом выполняются условия

‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖→ 0, 𝑡→∞,

где ‖ · ‖ — матричная евклидова норма, и существует конечный момент времени 𝑡0 ⩾ 0
такой, что для любого 𝑡⩾ 𝑡0

∞̂

𝑡

(‖Δ𝐴𝑠‖+‖Δ𝐵𝑠‖+‖Δ𝑅𝑠‖+‖Δ𝑄𝑠‖) 𝑑𝑠> 0. (3)
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Стоит отметить, что согласно условию (3) из дальнейшего рассмотрения исключается
тривиальная ситуация ‖Δ𝐴𝑡‖ ≡ ‖Δ𝐵𝑡‖ ≡ ‖Δ𝑅𝑡‖ ≡ ‖Δ𝑄𝑡‖ ≡ 0, 𝑡⩾ 𝑡0. В связи с последующи-
ми приложениями к теории оптимального управления рассматриваются только решения
уравнений (1) и (2), обладающие стабилизирующими свойствами и являющиеся при этом
ограниченными неотрицательно определёнными матрицами. Точнее, сформулируем следую-
щее определение интересующих классов 𝒫 и 𝒫 решений (1), (2).

Определение 2. Матрица Π̄ ∈ 𝒫, если Π̄ является решением (1), Π̄⩾𝑂 и при этом
матрица 𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄ является экспоненциально устойчивой. Матрица Π𝑡 ∈ 𝒫, если Π𝑡
является непрерывным ограниченным решением (2), Π𝑡 ⩾ 𝑂, 𝑡 ⩾ 0, и при этом матрица
𝒜𝑡=𝐴+Δ𝐴𝑡−(𝐵+Δ𝐵𝑡)(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)
′Π𝑡 экспоненциально устойчива.

Существование решения Π𝑡⩾𝑂 уравнения (2) устанавливается в п. 2 с учётом условий
предположений 1 и 2, а также известной теоремы о существовании и единственности [2,
теорема 17]. Целью работы является получение верхней оценки для разности ‖Π𝑡−Π̄‖ при
𝑡→∞ как функции от ‖Δ𝐴𝑡‖, ‖Δ𝐵𝑡‖, ‖Δ𝑅𝑡‖, ‖Δ𝑄𝑡‖ и её последующем использовании
для оценки качества инвариантной стратегии управления 𝑈* для стохастического линейно-
квадратического регулятора.

Статья организована следующим образом. В п. 2 формулируется основной результат
о виде оценки ‖Π𝑡− Π̄‖, 𝑡→∞; в п. 3 анализируется задача стохастического линейно-
квадратического регулятора на бесконечном интервале времени, при этом в п. 3.1 содержится
ряд вспомогательных утверждений о поведении функционалов от решений линейных сто-
хастических дифференциальных уравнений (СДУ), а в п. 3.2 приводится доказательство
результата об оптимальном управлении и оценке качества инвариантной стратегии.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

При сделанных в п. 1 предположениях относительно коэффициентов существует матрица
Π𝑡 ∈𝒫, удовлетворяющая уравнению (2).

Теорема 1 [2, теорема 17]. Если пара непрерывных ограниченных матриц (𝐴𝑡, 𝐵𝑡) ста-
билизируема, пара (𝐴𝑡, 𝐶𝑡) выявляема, матрица 𝑅𝑡 ⩾ 𝜌𝐼 при некотором 𝜌 > 0, 𝑡 ⩾ 0, то
дифференциальное уравнение Риккати

Π̇𝑡+𝐴
′
𝑡Π𝑡+Π𝑡𝐴𝑡−Π𝑡𝐵𝑡𝑅

−1
𝑡 𝐵′

𝑡Π𝑡+𝐶𝑡𝐶
′
𝑡=𝑂

имеет единственное решение Π𝑡 со свойствами: Π𝑡⩾𝑂; Π𝑡 непрерывно и ограничено, 𝑡⩾ 0;
матрица 𝐴𝑡−𝐵𝑡𝑅−1

𝑡 𝐵′
𝑡Π𝑡 экспоненциально устойчива.

Аналогичная теорема о существовании и единственности Π̄∈𝒫 для алгебраического урав-
нения Риккати приведена в [1, теорема 3.7]. Таким образом, согласно теореме 1, достаточно
установить стабилизируемость пары (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐵+Δ𝐵𝑡) и выявляемость пары (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐶𝑡),
где 𝐶𝑡 — некоторая матрица, для которой 𝐶𝑡𝐶

′
𝑡=𝑄𝑡+Δ𝑄𝑡.

Утверждение следующей леммы касается сохранения базовых свойств матриц систем при
асимптотически малых возмущениях параметров.

Лемма 1. Пусть выполнены предположения 1 и 2. Тогда пара матриц (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐵+Δ𝐵𝑡)
экспоненциально стабилизируема, пара матриц (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐶𝑡) экспоненциально выявляема,
где 𝐶𝑡 — некоторая матрица, для которой 𝐶𝑡𝐶

′
𝑡=𝑄+Δ𝑄𝑡.

Доказательство. По определению стабилизируемости для пары (𝐴,𝐵) существует огра-
ниченная матрица 𝐾𝑡, при которой матрица 𝐴+𝐵𝐾𝑡 является экспоненциально устойчивой.
Используем матрицу 𝐾𝑡 для проверки свойства стабилизируемости пары (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐵+Δ𝐵𝑡).
Рассмотрим матрицу 𝒜𝑡=𝐴+Δ𝐴𝑡+(𝐵+Δ𝐵𝑡)𝐾𝑡=𝐴+𝐵𝐾𝑡+𝐷𝑡, где 𝐷𝑡=Δ𝐴𝑡+Δ𝐵𝑡𝐾𝑡 и по
условию ‖𝐷𝑡‖→0, 𝑡→∞. Тогда (см., например, [10, теорема 4.4.6]) матрица 𝒜𝑡 также обла-
дает свойством экспоненциальной устойчивости с темпом 𝜅−𝜖 при сколь угодно малом 𝜖>0,
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а для случая
´∞
0 (‖𝐴𝑡‖+‖𝐵𝑡‖) 𝑑𝑡<∞ можно положить 𝜖=0 (см. [11, гл. 5]). Следовательно,

пара матриц (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐵+Δ𝐵𝑡) будет являться экспоненциально стабилизируемой.
Перейдём к анализу свойства выявляемости, т.е. экспоненциальной стабилизируемости

пары (𝐴′
𝑡, 𝐶

′
𝑡) при 𝐶𝑡𝐶

′
𝑡 =𝑄+Δ𝑄𝑡, где 𝐴𝑡 =𝐴+Δ𝐴𝑡. По предположению (𝐴′, 𝐶 ′) стабили-

зируема, откуда следует, что алгебраическое уравнение Риккати 𝐴Π̂+Π̂𝐴′− Π̄𝐶 ′𝐶Π̂+𝐼 =𝑂
имеет решение Π̂>𝑂, при этом матрица 𝐴′−𝐶 ′𝐶Π̂ экспоненциально устойчива, 𝐶𝐶 ′=𝑄 (см.
[1, теорема 3.7]). Положим 𝐾𝑡=−𝐶𝑡Π̂, 𝒜′

𝑡=𝐴
′+Δ𝐴′

𝑡+𝐶
′
𝑡𝐾𝑡 и запишем 𝒜′

𝑡=𝐴
′+Δ𝐴′

𝑡−𝐶 ′
𝑡𝐶𝑡Π̂=

=𝐴′−𝐶 ′𝐶Π̂+Δ𝐴′
𝑡−Δ𝑄𝑡Π̄=𝐴′−𝐶 ′𝐶Π̂+𝐷̂′

𝑡, где 𝐷̂𝑡=Δ𝐴𝑡−Π̂Δ𝑄𝑡 и ‖𝐷̂𝑡‖→0, 𝑡→∞. Тогда 𝒜′
𝑡

будет экспоненциально устойчивой матрицей и пара (𝐴′
𝑡, 𝐶

′
𝑡) — экспоненциально стабилизи-

руемой, а значит, (𝐴+Δ𝐴𝑡, 𝐶𝑡) — выявляемой. Лемма доказана.
Основной результат о чувствительности решений уравнений Риккати к асимптотически

малым возмущениям параметров сформулирован в следующей теореме.
Теорема 2. Пусть выполнены предположения 1, 2 и матрицы Π̄∈𝒫, Π𝑡∈𝒫 удовлетво-

ряют уравнениям (1) и (2). Тогда справедливо соотношение

lim sup
𝑡→∞

{‖Π𝑡−Π̄‖/𝑝𝑡}<∞, 𝑝𝑡→ 0, 𝑡→∞,

и функция 𝑝𝑡 имеет вид

𝑝𝑡=

∞̂

𝑡

𝑒−2𝜅(1−𝜇)(𝑠−𝑡)(‖Δ𝐴𝑠‖+‖Δ𝐵𝑠‖+‖Δ𝑅𝑠‖+‖Δ𝑄𝑠‖) 𝑑𝑠, (4)

где 𝜅>0 — темп устойчивости матрицы 𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄, 𝜇>0 — сколь угодно малое число;
в случае

´∞
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖) 𝑑𝑡<∞ можно положить 𝜇=0.

Доказательство. Рассмотрим матрицу 𝐷𝑡=Π𝑡− Π̄ и найдём из (1), (2) уравнение ди-
намики

𝐷̇𝑡+𝒜′
𝑡𝐷𝑡+𝐷𝑡𝒜𝑡+ℬ𝑡+𝒬𝑡+ℛ𝑡=𝑂, (5)

где 𝒜𝑡 =𝐴𝑡−𝐵𝑅−1
𝑡 𝐵′Π̄, 𝒜𝑡 =𝐴𝑡−𝐵𝑅−1

𝑡 𝐵′Π𝑡, 𝒬𝑡 =Δ𝑄𝑡+Δ𝐴′
𝑡Π̄+Π̄Δ𝐴𝑡, 𝑅𝑡 =𝑅+Δ𝑅𝑡, ℬ𝑡 =

=Π𝑡𝐵𝑅
−1
𝑡 Δ𝐵′

𝑡Π𝑡+Π𝑡Δ𝐵𝑡𝑅
−1
𝑡 𝐵′Π𝑡+Π𝑡Δ𝐵𝑡𝑅

−1
𝑡 Δ𝐵′

𝑡Π𝑡, ℛ𝑡=Π̄𝐵(𝑅−1−(𝑅+Δ𝑅𝑡)
−1)𝐵′Π̄. Заме-

чаем, что ‖𝒬𝑡‖⩽ 𝑐(‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖), ‖ℛ𝑡‖⩽ 𝑐‖(𝑅+Δ𝑅𝑡)
−1‖ ‖Δ𝑅𝑡‖. Здесь и далее через 𝑐, 𝑐

обозначены некоторые положительные константы, конкретное значение которых несущест-
венно и может меняться от формулы к формуле. Из предположений 𝑅>𝑂, 𝑅+Δ𝑅𝑡>𝜌𝐼 и
Δ𝑅𝑡→ 0, 𝑡→∞, также следует ограниченность ‖(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1‖, 𝑡⩾ 0. Тогда

‖ℬ𝑡‖+‖𝒬𝑡‖+‖ℛ𝑡‖⩽ 𝑐(‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖). (6)

Уравнение (5) — линейное матричное дифференциальное уравнение Сильвестра. Для
существования его решения на бесконечном интервале времени требуется проверить устой-
чивость матриц 𝒜𝑡, 𝒜𝑡. Для них можно выписать представления 𝒜𝑡=𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄+Δ𝒜𝑡,
𝒜𝑡=𝐴𝑡−𝐵𝑡𝑅−1

𝑡 𝐵′
𝑡Π𝑡+Δ𝒜𝑡, где Δ𝒜𝑡=Δ𝐴𝑡+𝐵(𝑅−1−(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1)𝐵′Π̄, Δ𝒜𝑡=𝐵𝑅−1
𝑡 Δ𝐵′

𝑡Π𝑡+
+Δ𝐵𝑡𝑅

−1
𝑡 𝐵′Π𝑡+Δ𝐵𝑡𝑅

−1
𝑡 Δ𝐵′

𝑡Π𝑡. При этом 𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄ и 𝐴𝑡−𝐵𝑡𝑅−1
𝑡 𝐵′

𝑡Π𝑡 являются экспо-
ненциально устойчивыми матрицами с темпами 𝜅, 𝜅̃. Наряду с этим Δ𝒜𝑡 → 0, Δ𝒜𝑡 → 0,
𝑡→∞, вследствие выписанного выше представления и предположения 2. Тогда и 𝒜𝑡, и 𝒜𝑡

будут обладать свойством экспоненциальной устойчивости с темпами 𝜅−𝜖, 𝜅̃−𝜖, где 𝜖>0 —
сколь угодно малое число. Поэтому решение уравнения (5) записывается в виде

𝐷𝑡=𝐷
(0)
𝑡 =

∞̂

𝑡

Φ′(𝑠, 𝑡)[ℬ𝑠+𝒬𝑠+ℛ𝑠]Φ̃(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, (7)
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где Φ(𝑡, 𝑠) и Φ̃(𝑡, 𝑠) — фундаментальные матрицы для 𝒜𝑡 и 𝒜𝑡 соответственно. Покажем,
что 𝐷𝑡=𝐷

(0)
𝑡 вида (7) действительно удовлетворяет уравнению (5). Во-первых, отметим, что

несобственные интегралы в (7) существуют в силу экспоненциальной устойчивости 𝒜𝑡, 𝒜𝑡,
оценки (6) и предположения 2. Таким образом, (7) задаёт ограниченную матрицу. Перепи-
шем (7) как 𝐷

(0)
𝑡 =Φ′(0, 𝑡)𝜂∞Φ̃(0, 𝑡)−Φ′(0, 𝑡)𝜂𝑡Φ̃(0, 𝑡), где 𝜂𝑡=

´ 𝑡
0 Φ

′(𝑠, 0)[ℬ𝑠+𝒬𝑠+ℛ𝑠]Φ̃(𝑠, 0) 𝑑𝑠.
Дифференцируя и используя определение фундаментальной матрицы, получаем, что 𝐷̇

(0)
𝑡 =

=−𝒜′
𝑡Φ

′(0,𝑡)𝜂∞Φ̃(0,𝑡)−Φ′(0,𝑡)𝜂∞Φ̃(0,𝑡)𝒜𝑡−𝒜′
𝑡Φ

′(0,𝑡)𝜂𝑡Φ̃(0,𝑡)−[ℬ𝑡+𝒬𝑡+ℛ𝑡]−Φ′(0,𝑡)𝜂𝑡Φ̃(0,𝑡)𝒜𝑡=

=−𝒜′
𝑡𝐷

(0)
𝑡 −𝐷(0)

𝑡 𝒜𝑡− [ℬ𝑡+𝒬𝑡+ℛ𝑡], т.е. приходим к (5).
Осталось установить, что матрица 𝐷𝑡=Π𝑡−Π̄, удовлетворяющая (5), и решение 𝐷𝑡=𝐷

(0)
𝑡

вида (7) совпадают. Исходя из (5), дифференциальное уравнение для разности Δ𝐷𝑡 =

=(Π𝑡−Π̄)−𝐷(0)
𝑡 является при 𝑡⩾ 0 матричным дифференциальным линейным однородным

уравнением
Δ𝐷̇𝑡+𝒜′

𝑡Δ𝐷𝑡+Δ𝐷𝑡𝒜𝑡=𝑂,

имеющим единственное ограниченное решение при краевом условии Δ𝐷𝑇 =(Π𝑇 −Π̄)−𝐷(0)
𝑇 .

Точнее, Δ𝐷𝑡=Φ′(𝑇, 𝑡)[(Π𝑇−Π̄)−𝐷(0)
𝑇 ]Φ̃(𝑇, 𝑡), где Φ(𝑡, 𝑠), Φ̃(𝑡, 𝑠) — фундаментальные матрицы,

соответствующие экспоненциально устойчивым матрицам 𝒜𝑡, 𝒜𝑡, 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡. Тогда с учётом
этих свойств, а также ограниченности матриц Π𝑡−Π̄, 𝐷(0)

𝑡 , 𝑡⩾0, будем иметь оценку ‖Δ𝐷𝑡‖⩽
⩽ 𝑐𝑒−𝛼(𝑇−𝑡), где 𝑐, 𝛼>0 — некоторые константы, не зависящие от 𝑇 . Переходя к пределу при
𝑇 →∞, приходим к соотношению ‖Δ𝐷𝑡‖= 0, 𝑡⩾ 0. Следовательно, Π𝑡− Π̄ =𝐷

(0)
𝑡 является

единственным ограниченным решением 𝐷𝑡 уравнения (5). Далее (7) оценивается как

‖𝐷𝑡‖⩽ 𝑐

∞̂

𝑡

𝑒−(𝜅+𝜅̃)(1−𝜖)(𝑠−𝑡)(‖Δ𝐴𝑠‖+‖Δ𝐵𝑠‖+‖Δ𝑄𝑠‖+‖Δ𝑅𝑠‖) 𝑑𝑠. (8)

Правая часть неравенства (8) в силу предположения 2 и оценки (6) асимптотически стре-
мится к нулю. Следовательно, ‖𝐷𝑡‖→0, 𝑡→∞. Воспользуемся этим свойством для уточнения
темпа устойчивости матрицы 𝒜𝑡. Представление для 𝒜𝑡 принимает вид 𝒜𝑡=𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄+
+Δ1𝒜𝑡, где Δ1𝒜𝑡=Δ𝐴𝑡+𝐵𝑅

−1
𝑡 𝐵′𝐷𝑡+𝐵(𝑅−1−(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1)𝐵′Π𝑡, и также Δ1𝒜𝑡→ 0, 𝑡→∞.
Тогда темп устойчивости матрицы 𝒜𝑡 будет равен 𝜅−𝜖. С учётом этого, возвращаясь к оценке
для (7), приходим к (4). Как отмечалось ранее, полагаем 𝜖=0, если

´∞
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δ1𝒜𝑡‖) 𝑑𝑡<

<∞, что имеет место при выполнении условия
´∞
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖) 𝑑𝑡<∞.

Кроме того, замечаем, что условие (3) также позволяет сделать вывод, что 𝑝𝑡> 0, 𝑡⩾ 𝑡0, и
тогда получаем утверждение теоремы.

3. АНАЛИЗ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

Как отмечалось в п. 1, уравнения Риккати (1) и (2) возникают при рассмотрении задач
стохастического линейно-квадратического регулятора на бесконечном интервале времени.

Пусть все вводимые далее случайные процессы заданы на полном вероятностном про-
странстве {Ω,ℱ ,P}. Сначала описывается система управления с постоянными матрицами —
так называемая автономная система. Состояние системы определяет 𝑛-мерный управляе-
мый случайный процесс 𝑋𝑡, 𝑡⩾ 0, динамика которого удовлетворяет уравнению

𝑑𝑋𝑡=𝐴𝑋𝑡𝑑𝑡+𝐵𝑈𝑡𝑑𝑡+𝐺𝑑𝑊𝑡, 𝑋0=𝑥, (9)
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где 𝑥 — неслучайное начальное состояние (𝑛-мерный вектор); 𝑊𝑡, 𝑡⩾ 0, — 𝑑-мерный стан-
дартный винеровский процесс; 𝑈𝑡, 𝑡⩾0, — допустимое управление или 𝑘-мерный случайный
процесс, согласованный с фильтрацией {ℱ𝑡}𝑡⩾0, ℱ𝑡 = 𝜎{𝑊𝑠, 𝑠⩽ 𝑡}, 𝐸

´ 𝑡
0 ‖𝑈𝑠‖

2 𝑑𝑠 <∞, 𝑡⩾ 0
(𝜎(·) — знак 𝜎-алгебры, 𝐸(·) означает математическое ожидание); 𝐺 ̸=𝑂 — матрица диффу-
зии. Множество допустимых управлений обозначим через 𝒰 . Интегральный квадратичный
целевой функционал имеет вид

𝐽𝑇 (𝑈)=

𝑇̂

0

(𝑋 ′
𝑡𝑄𝑋𝑡+𝑈

′
𝑡𝑅𝑈𝑡) 𝑑𝑡, (10)

где 𝑈∈𝒰 — допустимое управление на [0, 𝑇 ]. Тогда, если выполнено предположение 1 (см.
[1, гл. 3]), существует закон управления

𝑈*
𝑡 =−𝑅−1𝐵′Π̄𝑋*

𝑡 , (11)

где Π̄ ∈ 𝒫 является решением алгебраического уравнения Риккати (1), процесс 𝑋*
𝑡 , 𝑡⩾ 0,

удовлетворяет линейному СДУ вида

𝑑𝑋*
𝑡 =(𝐴−𝐵𝑅−1𝐵′Π̄)𝑋*

𝑡 𝑑𝑡+𝐺𝑑𝑊𝑡, 𝑋*
0 =𝑥. (12)

Управление 𝑈*
𝑡 является инвариантным законом (так как в явном виде не зависит от пара-

метра времени 𝑡) и обладает свойством оптимальности на бесконечном интервале времени
(см., например, [12]). Точнее, 𝑈* является решением двух задач:

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈)

𝑇
→ inf

𝑈∈𝒰
и lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈)

𝑇
→ inf

𝑈∈𝒰
с вероятностью 1. (13)

Критерии оптимальности в (13) называются долговременными средними. Также стоит
отметить (см., например, [12]), что

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈
*)

𝑇
= lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈
*)

𝑇
=tr(𝐺′Π̄𝐺) с вероятностью 1,

где tr(·) — обозначение следа матрицы. Возникновение матричного дифференциального урав-
нения (2) связано с анализом системы управления, получаемой из (9), (10) путём возмущения
матриц коэффициентов:

𝑑𝑋̃𝑡=(𝐴+Δ𝐴𝑡)𝑋̃𝑡𝑑𝑡+(𝐵+Δ𝐵𝑡)𝑈̃𝑡𝑑𝑡+𝐺̃𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑋̃0= 𝑥̃, (14)

где 𝑥̃ — неслучайный вектор; матрица диффузии 𝐺̃𝑡=𝐺+Δ𝐺𝑡, Δ𝐺𝑡 — ограниченная матрица
с кусочно-непрерывными элементами; допустимое управление 𝑈̃𝑡 определяется по аналогии
с проделанным для (9). При этом целевой функционал имеет вид

𝐽𝑇 (𝑈̃)=

𝑇̂

0

[𝑋̃ ′
𝑡(𝑄+Δ𝑄𝑡)𝑋̃𝑡+ 𝑈̃

′
𝑡(𝑅+Δ𝑅𝑡)𝑈̃𝑡] 𝑑𝑡. (15)

Тогда из результатов леммы 1 и [12] следует, что существует закон управления

𝑈̃*
𝑡 =−(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)
′Π𝑡𝑋̃

*
𝑡 , (16)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



О ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ 1629

где Π𝑡∈𝒫 удовлетворяет уравнению Риккати (2), процесс 𝑋̃*
𝑡 , 𝑡⩾0, задаётся линейным СДУ

𝑑𝑋̃*
𝑡 =(𝐴+Δ𝐴𝑡−(𝐵+Δ𝐵𝑡)(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)
′Π𝑡)𝑋̃

*
𝑡 𝑑𝑡+𝐺̃𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑋̃*

0 = 𝑥̃. (17)

При этом, как показано в [12], управление 𝑈̃*
𝑡 оптимально в смысле решения задач

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃
*)

𝑇́

0

‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡
→ inf

𝑈̃∈𝒰
и lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̃
*)

𝑇́

0

‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡
→ inf

𝑈̃∈𝒰
с вероятностью 1, (18)

и значения соответствующих критериев при этом равны

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃)
𝑇́

0

‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡
= lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̃)
𝑇́

0

‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡
= lim sup

𝑇→∞

𝑇́

0

tr(𝐺̃′
𝑡Π𝑡𝐺̃𝑡) 𝑑𝑡

𝑇́

0

‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡
с вероятностью 1. (19)

Введём в рассмотрение инвариантный закон управления вида (11), соответствующий
системе управления (14), (15):

𝑈̄*
𝑡 =−𝑅−1𝐵′Π̄𝑋̄*

𝑡 , (20)

𝑑𝑋̄*
𝑡 =(𝐴+Δ𝐴𝑡−(𝐵+Δ𝐵𝑡)𝑅

−1𝐵′Π̄)𝑋̄*
𝑡 𝑑𝑡+𝐺̃𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑋̄*

0 = 𝑥̃. (21)

Очевидно, что реализация (20) проще, чем (16), так как включает нахождение решения
алгебраического уравнения Риккати вместо дифференциального. Ниже будет показано, что
при условии Δ𝐺𝑡→ 0, 𝑡→∞, и ранее введённых предположениях 1 и 2, управление 𝑈̄* даёт
такой же результат, как и 𝑈̃* при 𝑇 →∞. Для конечного 𝑇 будет найдена оценка каче-
ства управления 𝑈̄* по сравнению с применением 𝑈̃* с точки зрения ожидаемых значений
функционалов, а также в потраекторном смысле (с вероятностью 1). Следует отметить, что
при этом потребуется привлечение результатов п. 1 и доказательств ряда вспомогательных
утверждений, касающихся поведения разности интегральных квадратичных функционалов
от решений линейных СДУ. Ранее в [13] был рассмотрен случай (14), (15) в предположе-
нии

´∞
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖) 𝑑𝑡 <∞, Δ𝐺𝑡≡𝑂, и была показана оптимальность

управления вида (20) по критерию из (13), связанному с минимизацией ожидаемых значе-
ний. Очевидно, что указанное выше условие абсолютной интегрируемости на бесконечности
матриц возмущений является весьма ограничительным, хотя и распространённым для при-
кладных моделей (см. [7, 8]). Вместе с тем может иметь место гораздо более медленное
убывание отклонения Δ𝐴𝑡 матрицы при состоянии с ростом времени, например, для классов
систем с “почти постоянными матрицами” из [14] или при изучении систем, получаемых при
алгоритмической оптимизации [15]. Также важно учесть и возможные “погрешности” в по-
ведении матрицы диффузии (см. [16]) для непостоянной матрицы 𝐺̃𝑡, но имеющей предел 𝐺
при 𝑡→∞.

3.1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим 𝑛-мерные процессы 𝑍𝑡 и 𝑍𝑡, 𝑡⩾ 0, удовлетворяющие линейным СДУ с пере-
менными коэффициентами

𝑑𝑍𝑡=𝒜𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡+𝒢𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑍0= 𝑧, (22)

𝑑𝑍𝑡=𝒜𝑡𝑍𝑡𝑑𝑡+𝒢𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑍0= 𝑧, (23)
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где 𝑧, 𝑧 — 𝑛-мерные неслучайные векторы; 𝒜𝑡, 𝒜𝑡 — ограниченные экспоненциально устой-
чивые 𝑛×𝑛-матрицы; матрицы 𝒢𝑡, 𝒢𝑡 имеют размерность 𝑛×𝑑 и ограничены, 𝑡⩾ 0, как и
ранее 𝑊𝑡 — стандартный 𝑑-мерный винеровский процесс. Интегральные функционалы имеют
вид

𝒥𝑇 =

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑡ℳ𝑡𝑍𝑡 𝑑𝑡, 𝒥 𝑇 =

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑡ℳ̃𝑡𝑍𝑡 𝑑𝑡, (24)

где ℳ𝑡,ℳ̃𝑡 ⩾𝑂 — ограниченные симметричные матрицы порядка 𝑛×𝑛, 𝑡⩾ 0. Тогда (см.
[17]) для (24) справедливы представления

𝒥𝑇 = 𝑧′𝑃0𝑧−𝑍 ′
𝑇𝑃𝑇𝑍𝑇 +

𝑇̂

0

tr(𝒢′
𝑡𝑃𝑡𝒢𝑡) 𝑑𝑡+2

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑇𝑃𝑡𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡, (25)

𝒥 𝑇 = 𝑧′𝑃0𝑧−𝑍 ′
𝑇𝑃𝑇𝑍𝑇 +

𝑇̂

0

tr(𝒢′
𝑡𝑃𝑡𝒢𝑡) 𝑑𝑡+2

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑇𝑃𝑡𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡, (26)

где 𝑃𝑡, 𝑃𝑡⩾𝑂 — ограниченные симметричные 𝑛×𝑛-матрицы, являющиеся решениями урав-
нений Ляпунова

𝑃̇𝑡+𝒜′
𝑡𝑃𝑡+𝑃𝑡𝒜𝑡+ℳ𝑡=𝑂, (27)

˙̃𝑃𝑡+𝒜′
𝑡𝑃𝑡+𝑃𝑡𝒜𝑡+ℳ̃𝑡=𝑂. (28)

Далее нас интересует оценка разности между 𝒥𝑇 и 𝒥 𝑇 в терминах функционала от матриц
коэффициентов (22)–(24). Здесь также рассматривается нетривиальный случай разности
коэффициентов (27) и (28), т.е. предполагается, что

∞̂

𝑡

(‖𝒜𝑠−𝒜𝑠‖+‖ℳ𝑠−ℳ̃𝑠‖) 𝑑𝑠> 0 для любого 𝑡> 𝑡0. (29)

Лемма 2. Для матриц 𝑃𝑡, 𝑃𝑡 ⩾ 𝑂, удовлетворяющих (27) и (28) при условии (29),
справедливо соотношение

lim sup
𝑡→∞

{‖𝑃𝑡−𝑃𝑡‖/𝑝𝑡}<∞, (30)

а функция 𝑝𝑡 имеет вид

𝑝𝑡=

∞̂

𝑡

𝑒−(𝜅+𝜅̃)(𝑠−𝑡)(‖𝒜𝑠−𝒜𝑠‖+‖ℳ𝑠−ℳ̃𝑠‖) 𝑑𝑠, (31)

где 𝜅> 0 и 𝜅̃ > 0 — темпы устойчивости матриц 𝒜𝑡 и 𝒜𝑡 соответственно.
Доказательство. В силу наложенных условий на матрицы коэффициентов уравне-

ния (27) и (28) имеют ограниченные решения вида

𝑃𝑡=

∞̂

𝑡

Φ′(𝑠, 𝑡)ℳ𝑠Φ(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠 и 𝑃𝑡=

∞̂

𝑡

Φ̃′(𝑠, 𝑡)ℳ̃𝑠Φ̃(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

с фундаментальными матрицами Φ(𝑡, 𝑠) и Φ̃(𝑡, 𝑠), определёнными для матриц 𝒜𝑡 и 𝒜𝑡 со-
ответственно.
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Найдём уравнение динамики для 𝐷𝑡=𝑃𝑡−𝑃𝑡, которое является уравнением Сильвестра

𝐷̇𝑡+𝒜′
𝑡𝐷𝑡+𝐷𝑡𝒜𝑡+(ℳ𝑡−ℳ̃𝑡)+𝑃𝑡(𝒜𝑡−𝒜𝑡)+(𝒜′

𝑡−𝒜′
𝑡)𝑃𝑡=𝑂. (32)

Уравнение (32) имеет единственное ограниченное решение (см. пояснения для (7)), пред-
ставимое в виде

𝐷𝑡=

∞̂

𝑡

Φ′(𝑠, 𝑡)
[︀
(ℳ𝑠−ℳ̃𝑠)+𝑃𝑠(𝒜𝑠−𝒜𝑠)+(𝒜′

𝑠−𝒜′
𝑠)𝑃𝑠

]︀
Φ̃(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠

и оцениваемое как

‖𝐷𝑡‖⩽ 𝑐

∞̂

𝑡

𝑒−(𝜅+𝜅̃)(𝑠−𝑡)(‖𝒜𝑠−𝒜𝑠‖+‖ℳ𝑠−ℳ̃𝑠‖) 𝑑𝑠,

при некоторой константе 𝑐> 0, т.е. получаем, что справедливо соотношение (30) для функ-
ции 𝑝𝑡 из (31). Лемма доказана.

Теорема 3. Для функционалов (24) справедливы соотношения

lim sup
𝑇→∞

‖𝒥𝑇 −𝒥 𝑇 ‖
𝑇́

0

(‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡
< 𝑐<∞;

п.н. lim sup
𝑇→∞

‖𝐸𝒥𝑇 −𝐸𝒥 𝑇 ‖
𝑇́

0

(‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡
<∞, (33)

где Δ𝒜𝑡=𝒜𝑡−𝒜𝑡, Δℳ𝑡=ℳ𝑡−ℳ̃𝑡, Δ𝒢𝑡=𝒢𝑡−𝒢𝑡. При этом 𝑐> 0 — некоторая константа
при
´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡→∞, 𝑇→∞, и 𝑐>0 — п.н. конечная случайная величина,

если 0<
´∞
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡<∞.

Здесь и далее п.н. — почти наверное, т.е. с вероятностью 1.
Доказательство. Воспользовавшись (25) и (26), можно записать представление для

процесса разности Δ𝒥𝑇 =𝒥𝑇 −𝒥 𝑇 в виде

Δ𝒥𝑇 =𝑆(0)+𝑆
(1)
𝑇 +𝑆

(2)
𝑇 +𝑆

(3)
𝑇 , (34)

где

𝑆(0)=−𝑧′Δ𝑃0𝑧−2𝑧′𝑃0Δ𝑧−Δ𝑧𝑃0Δ𝑧,

𝑆
(1)
𝑇 =−

𝑇̂

0

[︀
tr(𝒢′

𝑡Δ𝑃𝑡𝒢𝑡)+2 tr(𝒢′
𝑡𝑃𝑡Δ𝒢𝑡)+tr(Δ𝒢′

𝑡𝑃𝑡Δ𝒢𝑡)
]︀
𝑑𝑡,

𝑆
(2)
𝑇 =2

𝑇̂

0

Δ𝑍 ′
𝑡𝑃𝑡𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡−2

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑡𝑃𝑡Δ𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡−2

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑡Δ𝑃𝑡𝒢𝑡𝑑𝑊𝑡,

𝑆
(3)
𝑇 =𝑍 ′

𝑇Δ𝑃𝑇𝑍𝑇 +2𝑍 ′
𝑇𝑃𝑇Δ𝑍𝑇 +Δ𝑍𝑇𝑃𝑇Δ𝑍𝑇

при Δ𝑃𝑡=𝑃𝑡−𝑃𝑡, Δ𝑧= 𝑧−𝑧, Δ𝑍𝑡=𝑍𝑡−𝑍𝑡.
Учитывая ограниченность матриц 𝑃𝑡, 𝑃𝑡, 𝒢𝑡 и 𝒢𝑡, а также свойство

´ 𝑇
0 ‖Δ𝑃𝑡‖ 𝑑𝑡 ⩽

⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+ ‖Δℳ𝑡‖) 𝑑𝑡 вследствие оценки (31), слагаемые 𝑆(0) и 𝑆

(1)
𝑇 мажорируются
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следующим образом: ‖𝑆(0)‖+‖𝑆(1)
𝑇 ‖⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡+𝑐‖𝑧‖2+𝑐‖Δ𝑧‖2. Далее

будет показано, что функция

Γ̂𝑇 =

𝑇̂

0

(‖Δ𝒜𝑡‖+‖Δℳ𝑡‖+‖Δ𝒢𝑡‖) 𝑑𝑡 (35)

также задаёт верхнюю оценку для стохастических слагаемых 𝑆
(2)
𝑇 и 𝑆

(3)
𝑇 в (34).

Слагаемое 𝑆
(2)
𝑇 представляет собой стохастический интеграл Ито и известно [12], что

п.н. 𝑆(2)
𝑇 /Γ𝑇 → 𝜉, 𝑇 →∞, если 𝐸(𝑆

(2)
𝑇 )2⩽ 𝑐Γ𝑇 , при этом случайная величина (с.в.) 𝜉=0 при

Γ𝑇 →∞, 𝑇 →∞, 𝜉 — некоторая п.н. конечная с.в. для Γ∞<∞. Здесь Γ𝑇 > 0 — некоторая
неубывающая детерминированная нормирующая функция.

Находим 𝐸(𝑆
(2)
𝑇 )2 ⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 (𝐸‖Δ𝑍𝑇 ‖2 𝑑𝑡+‖Δ𝑃𝑡‖2+‖Δ𝒢𝑡‖2) 𝑑𝑡. Из оценки (31) следует, что´ 𝑇

0 ‖Δ𝑃𝑡‖2 𝑑𝑡⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖2+‖Δℳ𝑡‖2) 𝑑𝑡. Для определения 𝐸‖Δ𝑍𝑇 ‖2 сначала выписывается

уравнение динамики Δ𝑍𝑡, 𝑡⩾ 0, вида

𝑑Δ𝑍𝑡=𝒜𝑡Δ𝑍𝑡 𝑑𝑡+(Δ𝒜𝑡)𝑍𝑡 𝑑𝑡+Δ𝒢𝑡𝑑𝑊𝑡, Δ𝑍0=Δ𝑧, (36)

где 𝑍𝑡, 𝑡⩾ 0, задаётся в (23). Уравнение (36) — линейное неоднородное СДУ и его решение
представимо в виде Δ𝑍𝑡=𝑍𝑡+𝑍𝑡, где процессы 𝑍𝑡 и 𝑍𝑡, 𝑡⩾ 0, удовлетворяют уравнениям

𝑑𝑍𝑡=𝒜𝑡𝑍𝑡 𝑑𝑡+Δ𝒢𝑡𝑑𝑊𝑡, 𝑍0=0, (37)

𝑑𝑍𝑡=𝒜𝑡𝑍𝑡 𝑑𝑡+(Δ𝒜𝑡)𝑍𝑡 𝑑𝑡, 𝑍0=Δ𝑧, (38)

т.е. отдельно выделены процесс 𝑍𝑡, уравнение которого содержит только аддитивный шум
(см. (37)), и процесс 𝑍𝑡 с неоднородным слагаемым в динамике (см. (38)). Тогда для (37) (см.,
например, утверждение леммы в [18]) справедлива оценка 𝐸‖𝑍𝑡‖2 ⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 𝑒−2𝜅(𝑡−𝑠)‖Δ𝒢𝑠‖2 𝑑𝑠,

где 𝜅> 0 — темп устойчивости матрицы 𝒜𝑡. Анализируя (38), запишем решение этого урав-
нения в виде 𝑍𝑡=Φ(𝑡, 0)Δ𝑧+

´ 𝑡
0 Φ(𝑡, 𝑠)(Δ𝒜𝑠)𝑍𝑠 𝑑𝑠, где Φ(𝑡, 𝑠) — фундаментальная матрица,

соответствующая 𝒜𝑡. Оценку для квадрата нормы решения получим с помощью неравенства
Коши–Буняковского: ‖𝑍𝑡‖2⩽ 𝑐𝜂𝑡, где

𝜂𝑡= 𝑒−2𝜅(1−𝜖)𝑡‖Δ𝑧‖2+
𝑡ˆ

0

𝑒−2𝜅(1−𝜖)(𝑡−𝑠)‖Δ𝒜𝑠‖2‖𝑍𝑠‖2 𝑑𝑠 , (39)

при этом 𝜖> 0 — сколь угодно малое число. Учитывая ограниченность 𝐸‖𝑍𝑡‖2, 𝑡⩾ 0, при
взятии математического ожидания от обеих частей (39) (также см. [18]), приходим к оценке

𝐸‖𝑍𝑡‖2⩽ 𝑐𝑒−2(1−𝜖)𝜅𝑡‖Δ𝑧‖2+𝑐
𝑡ˆ

0

𝑒−2𝜅(1−𝜖)(𝑡−𝑠)‖Δ𝒜𝑠‖2 𝑑𝑠.

Тогда 𝐸(𝑆
(2)
𝑇 )2 ⩽ 𝑐Γ𝑇 при Γ𝑇 =

´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖2+‖Δℳ𝑡‖2+‖Δ𝒢𝑡‖2) 𝑑𝑡 и Γ𝑇 ⩽ 𝑐Γ̂𝑇 , 𝑇 > 0, для Γ̂𝑇

из (35). При применении нормировки Γ̂𝑇 из (35) получается, что п.н. ‖𝑆(2)
𝑇 ‖/Γ̂𝑇 → 𝜉. Также

при этом 𝜉=0, если Γ̂𝑇 →∞, 𝑇 →∞, 𝜉 — некоторая п.н. конечная с.в., когда Γ̂∞<∞.
При анализе поведения 𝑆(3)

𝑇 из (34), 𝑇→∞, каждое из слагаемых, входящих в 𝑆(3)
𝑇 , рассмат-

ривается отдельно и используется (36). Запишем ‖𝑆(3)
𝑇 ‖⩽ 𝑐𝑝𝑇 ‖𝑍𝑇 ‖2+𝑐‖Δ𝑍𝑇 ‖2+𝑐

√︀
‖𝑍 ′

𝑇Δ𝑍𝑇 ‖2
и оценим

‖𝑆(3)
𝑇 ‖⩽ 𝑐𝑝

(0)
𝑇 ‖𝑍𝑇 ‖2+𝑐‖𝑍𝑇 ‖2+𝑐‖𝑍𝑇 ‖2+𝑐

√︀
‖𝑍𝑇 ‖2𝜂𝑇 +𝑐

√︁
‖𝑍 ′

𝑇𝑍𝑇 ‖2 , (40)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



О ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ 1633

где 𝑝(0)𝑡 — функция, определяемая (31) с заменой 𝜅+ 𝜅̃ на константу 2𝜅̄ такую, что выпол-
няется неравенство 2𝜅̄ <min{2𝜅, 𝜅+ 𝜅̃}, где 𝜅 и 𝜅̃ — темпы устойчивости матриц 𝒜𝑡 и 𝒜𝑡 в
уравнениях (22) и (23). При этом процессы 𝑍𝑡, 𝑍𝑡 и 𝜂𝑡, 𝑡⩾0, задаются при помощи (37), (38)
и (39) соответственно.

Сначала проанализируем 𝐷
(1)
𝑇 = 𝑝

(0)
𝑇 ‖𝑍𝑇 ‖2 из (40). С учётом (22), уравнения динамики

𝑑𝑝
(0)
𝑡 =2𝜅̄𝑝

(0)
𝑡 𝑑𝑡−(‖𝒜𝑡‖+‖ℳ𝑡‖)𝑑𝑡 и формулы Ито, интегральное представление для процесса

разности 𝐷
(1)
𝑇 −𝐸𝐷(1)

𝑇 примет вид

𝐷
(1)
𝑇 −𝐸𝐷(1)

𝑇 = ‖𝑧‖2𝑝(0)0 +𝐼
(1)
𝑇 +𝐼

(2)
𝑇 +𝑀

(3)
𝑇 , (41)

где

𝐼
(1)
𝑇 =

𝑇̂

0

𝑝
(0)
𝑡

[︀
𝑍 ′
𝑡(𝒜𝑡+𝒜′

𝑡+2𝜅̄𝐼)𝑍𝑡−𝐸[𝑍 ′
𝑡(𝒜𝑡+𝒜′

𝑡+2𝜅̄𝐼)𝑍𝑡]
]︀
𝑑𝑡,

𝐼
(2)
𝑇 =

𝑇̂

0

𝑝
(0)
𝑡 (‖𝒜𝑡‖+‖ℳ𝑡‖)[‖𝑍𝑡‖2−𝐸‖𝑍𝑡‖2] 𝑑𝑡

— интегралы типа Римана, а

𝑀
(3)
𝑇 =2

𝑇̂

0

𝑝
(0)
𝑡 𝑍 ′

𝑡𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡

— стохастический интеграл Ито.
Оценив 𝐸

(︀
𝐼
(1)
𝑇

)︀2, 𝐸(︀𝐼(2)𝑇

)︀2 и 𝐸
(︀
𝑀

(3)
𝑇

)︀2 при помощи монотонной функции Γ𝑇 > 0, далее
можно применить утверждения лемм 1–3 из [12] для получения сходимостей отношений
𝐼
(1)
𝑇 /Γ𝑇 , 𝐼(2)𝑇 /Γ𝑇 и 𝑀

(1)
𝑇 /Γ𝑇 к случайным величинам п.н. при 𝑇 →∞. В силу гауссовости

распределений процесса 𝑍𝑡, 𝑡⩾ 0, и определения функции 𝑝
(0)
𝑡 можно записать 𝐸

(︀
𝐼
(1)
𝑇

)︀2
⩽

⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 𝑝

(0)
𝑡 𝑑𝑡⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 (‖𝒜𝑡‖+‖ℳ𝑡‖) 𝑑𝑡=Γ𝑇 , 𝐸

(︀
𝐼
(2)
𝑇

)︀2
⩽ 𝑐Γ𝑇 , а для интеграла 𝑀

(3)
𝑇 имеет место

оценка 𝐸
(︀
𝑀

(3)
𝑇

)︀2
⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 (𝑝

(0)
𝑡 )2 𝑑𝑡⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 (‖𝒜𝑡‖2+‖ℳ𝑡‖2) 𝑑𝑡⩽ 𝑐Γ𝑇 при определённой выше функ-

ции Γ𝑇 . Тогда 𝐼(1)𝑇 /Γ𝑇 → 𝜉(1), 𝐼(2)𝑇 /Γ𝑇 → 𝜉(2), 𝑀 (3)
𝑇 /Γ𝑇 → 𝜉(3), где 𝜉(𝑖)=0, если Γ𝑇 →∞, 𝑇→∞,

или же 𝜉(𝑖) — п.н. конечная с.в. при Γ∞<∞, 𝑖=1, 3. Таким образом,
{︀
𝐷

(1)
𝑇 −𝐸𝐷(1)

𝑇

}︀
/Γ𝑇 →𝜉(0),

где 𝜉(0)=0 или 𝜉(0) — п.н. конечная с.в. Кроме того, функция 𝐸𝐷(1)
𝑇 ограничена, 𝑇 ⩾0. Точнее,

по построению 𝐸𝐷
(1)
𝑇 ⩽ 𝑐𝑒−2(𝜅−𝜅̄)𝑇 𝑝

(0)
0 ‖𝑧‖2+𝑐

´ 𝑇
0 𝑒−2(𝜅−𝜅̄)(𝑇−𝑠)(𝑝

(0)
𝑠 ‖𝒢𝑠‖2+‖Δ𝒜𝑠‖+‖Δℳ𝑠‖) 𝑑𝑠⩽

⩽ 𝑐𝑒−2(𝜅−𝜅̄)𝑇 ‖𝑧‖2+ 𝑐
´ 𝑇
0 𝑒−2(𝜅−𝜅̄)(𝑇−𝑠)(‖Δ𝒜𝑠‖+ ‖Δℳ𝑠‖) 𝑑𝑠 и при этом 𝜅− 𝜅̄ > 0. Также при

условии
´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑠‖+‖Δℳ𝑠‖) 𝑑𝑠<∞ (см. утверждение леммы в [18]) справедливо 𝐸𝐷(1)

𝑇 →0,
𝑇 →∞. Следовательно, 𝐷(1)

𝑇 /Γ𝑇 → 0 п.н. для Γ𝑇 →∞, 𝑇 →∞. В случае Γ∞<∞ будет на-
блюдаться сходимость 𝐷

(1)
𝑇 /Γ𝑇 → 𝜉(0) с вероятностью 1 к случайной величине 𝜉(0), а также

сходимость 𝐷(1)
𝑇 /Γ𝑇 → 0 в среднем порядка 1, и тогда (см. [19, гл. 3.5]) случайные величины

совпадают с вероятностью 1, т.е. п.н. 𝜉(0)=0. Объединяя оба результата и используя норми-
ровку Γ̂𝑇 , Γ𝑇 ⩽ 𝑐Γ̂𝑇 (см. (35)), заключаем, что 𝑝(0)𝑇 ‖𝑍𝑇 ‖2/Γ̂𝑇 →0 п.н. и 𝐸{𝑝(0)𝑇 ‖𝑍𝑇 ‖2/Γ̂𝑇 }→0,
𝑇 →∞.

Слагаемое 𝐷(2)
𝑇 =‖𝑍𝑇 ‖2 из (40), согласно (39), можно оценить в виде 𝐷(2)

𝑇 ⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖2+

+‖Δℳ𝑡‖2)‖𝑍𝑡‖2 𝑑𝑡 и, как и ранее (см. случай анализа 𝐼
(2)
𝑇 ), показать, что

´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖2+

+‖Δℳ𝑡‖2)[‖𝑍𝑡‖2−𝐸‖𝑍𝑡‖2] 𝑑𝑡/Γ̂𝑇 → 𝜉(4), где 𝜉(4)=0 или 𝜉(4) — п.н. конечная с.в. Поэтому с
учётом ограниченности 𝐸‖𝑍𝑡‖2, 𝑡⩾0, будем иметь соотношение lim𝑇→∞ sup{𝐷(2)

𝑇 /Γ̂𝑇 }⩽𝑐1, где
𝑐1=0 при условии Γ̂𝑇 →∞, 𝑇→∞, или же 𝑐1>0 — п.н. конечная с.в., если Γ̂𝑇 <∞. В данном
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случае также стоит уточнить, что в силу ранее полученной оценки для 𝐸𝐷
(2)
𝑇 = 𝐸‖𝑍𝑇 ‖2

величина 𝐸𝐷
(2)
𝑇 ограничена, 𝑇 > 0. Если Γ̂∞ <∞, то 𝐸𝐷

(2)
𝑇 → 0, поэтому по аналогии с

рассмотренным выше процессом 𝐷
(1)
𝑇 оказывается, что 𝐷

(2)
𝑇 → 0 п.н. при Γ̂∞<∞.

Для 𝐷
(3)
𝑇 = ‖𝑍𝑇 ‖2 из (40), удовлетворяющего линейному СДУ (37), известно (см. утвер-

ждение теоремы 1 в [17]), что 𝐷(3)
𝑇 /
´ 𝑇
0 ‖Δ𝒢𝑡‖2 𝑑𝑡→0 с вероятностью 1 и в среднем порядка 1,

𝑇→∞. Следовательно, 𝐷(3)
𝑇 /Γ̂𝑇 →0 п.н. и также при этом 𝐸𝐷

(3)
𝑇 /Γ̂𝑇 →0, 𝑇→∞, для случая

нормировки Γ̂𝑇 из (35).

Далее, для четвёртого слагаемого в (40) запишем
√︁
𝐷

(4)
𝑇 =

√︀
‖𝑍𝑇 ‖2𝜂𝑇 и с учётом (22), (39)

интегральное уравнение для 𝐷
(4)
𝑇 , 𝑇 ⩾ 0, будет иметь вид

𝐷
(4)
𝑇 = ‖Δ𝑧‖2‖𝑧‖2+𝐼(4)𝑇 +𝐼

(5)
𝑇 +𝐼

(6)
𝑇 +𝑀

(7)
𝑇 ,

где, как и ранее (см. (41)), рассматриваются интегралы двух типов:

𝐼
(4)
𝑇 =

𝑇̂

0

𝜂𝑡
[︀
𝑍 ′
𝑡(𝒜𝑡+𝒜′

𝑡)𝑍𝑡−2𝜅(1−𝜖)‖𝑍𝑡‖2
]︀
𝑑𝑡, 𝐼

(5)
𝑇 =

𝑇̂

0

‖Δ𝒜𝑡‖‖𝑍𝑡‖2‖𝑍𝑡‖2 𝑑𝑡,

𝐼
(6)
𝑇 =

𝑇̂

0

𝜂𝑡 tr(𝒢′
𝑡𝒢𝑡) 𝑑𝑡, 𝑀

(7)
𝑇 =2

𝑇̂

0

𝜂𝑡𝑍
′
𝑡𝒢𝑡 𝑑𝑊𝑡.

Как и при анализе (41), вид нормировки Γ̃𝑇 , достаточный для асимптотической сходимо-
сти нормированных процессов, определяется на основе оценки вторых моментов интегралов.
Точнее,

𝐸(𝐼
(4)
𝑇 )2⩽𝑐

(︂ 𝑇̂

0

√︁
𝐸(𝜂2𝑡 ‖𝑍𝑡‖4) 𝑑𝑡

)︂2
⩽𝑐

(︂ 𝑇̂

0

𝑒−2𝜅(1−𝜖)𝑡
𝑡ˆ

0

𝑒2𝜅(1−𝜖)𝑠‖Δ𝐴𝑠‖2 𝑑𝑠 𝑑𝑡
)︂2

⩽𝑐

(︂ 𝑇̂

0

‖Δ𝒜𝑡‖2 𝑑𝑡
)︂2
,

при этом были использованы свойства ограниченности 𝐸‖𝑍𝑡‖4 и 𝐸‖𝑍𝑡‖4, а также (39), 𝑡⩾0.
Поэтому полагаем Γ̃𝑇 =

(︀´ 𝑇
0 ‖Δ𝒜𝑡‖ 𝑑𝑡

)︀2.
Аналогично определяем границы 𝐸(𝐼

(5)
𝑇 )2 ⩽

(︀´ 𝑇
0 ‖Δ𝒜𝑡‖

√︁
𝐸‖𝑍𝑡‖4

√︀
𝐸‖𝑍𝑡‖4 𝑑𝑡

)︀2
⩽ 𝑐 Γ̃𝑇 и

𝐸(𝐼
(6)
𝑇 )2 ⩽ 𝑐

(︀´ 𝑇
0

√︀
𝐸𝜂2𝑡 𝑑𝑡

)︀2
⩽ 𝑐 Γ̃𝑇 . Наконец, 𝐸(𝑀

(7)
𝑇 )2 ⩽

´ 𝑇
0

√︀
𝐸(𝜂2𝑡 ‖𝑍𝑡‖4) 𝑑𝑡 ⩽ 𝑐 Γ̃𝑇 . Соответ-

ственно имеем, что п.н. 𝐷(4)
𝑇 /Γ̃𝑇 → 𝜉(4), 𝑇 →∞, где 𝜉(4) ⩾ 0 — п.н. конечная с.в. Кроме

того, 𝜉(4) =0, если Γ̃𝑇 →∞, 𝑇 →∞. Тогда с учётом неравенства
√︀
Γ̃𝑇 ⩽ Γ̂𝑇 при Γ̂𝑇 из (35)

приходим к соотношению
√︁
𝐷

(4)
𝑇 /Γ̂𝑇 →

√︁
𝜉(4) п.н., вид 𝜉(4) ⩾ 0 зависит от поведения Γ̂𝑇

при 𝑇 →∞. Так как 𝐸

√︁
𝐷

(4)
𝑇 ⩽

√︁
𝐸𝐷

(4)
𝑇 ⩽ 4

√︁
𝐸𝜂2𝑇

4
√︀
𝐸‖𝑍𝑇 ‖4 и при этом из (39) следует, что

𝐸𝜂2𝑇 ⩽ 𝑐𝑒−4𝜅(1−𝜖)𝑇 ‖Δ𝑧‖2+𝑐
´ 𝑇
0 𝑒−4𝜅(1−𝜖)(𝑇−𝑠)‖Δ𝒜𝑠‖4 𝑑𝑠, то получаем ограниченность 𝐸

√︁
𝐷

(4)
𝑇 ,

𝑇 ⩾ 0. Кроме того, имеет место свойство сходимости 𝐸

√︁
𝐷

(4)
𝑇 → 0, 𝑇 → ∞, для случая

´∞
0 ‖Δ𝒜𝑠‖4 𝑑𝑠 ⩽ 𝑐

´∞
0 ‖Δ𝒜𝑠‖ 𝑑𝑠 <∞ и, как следствие,

√︁
𝐷

(4)
𝑇 → 0 п.н. Таким образом, для

ожидаемых значений 𝐸

√︁
𝐷

(4)
𝑇 /Γ̂𝑇 → 0, 𝑇 →∞, при функции Γ̂𝑇 из (35).

В оценке (40) осталось рассмотреть поведение слагаемого
√︁
𝐷

(5)
𝑇 =

√︁
‖𝑍𝑇 ‖2‖𝑍𝑇 ‖2, 𝑇→∞.

Для этого также выписывается интегральное представление на основе (22) и (37) вида

𝐷
(5)
𝑇 = 𝐼

(8)
𝑇 +𝐼

(9)
𝑇 +𝐼

(10)
𝑇 +𝑀

(11)
𝑇 ,
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где

𝐼
(8)
𝑇 =

𝑇̂

0

[︀
𝑍 ′
𝑡(𝒜𝑡+𝒜′

𝑡)𝑍𝑡‖𝑍𝑡‖2+𝑍 ′
𝑡(𝒜𝑡+𝒜′

𝑡)𝑍𝑡‖𝑍𝑡‖2
]︀
𝑑𝑡⩽ 𝑐

𝑇̂

0

‖𝑍𝑡‖2‖𝑍𝑡‖2 𝑑𝑡,

𝐼
(9)
𝑇 =

𝑇̂

0

[︀
‖𝑍𝑡‖2 tr(𝒢′

𝑡𝒢𝑡)+‖𝑍𝑡‖2 tr(Δ𝒢′
𝑡Δ𝒢𝑡)

]︀
𝑑𝑡⩽ 𝑐

𝑇̂

0

(‖𝑍𝑡‖2‖Δ𝒢𝑡‖2+‖𝑍𝑡‖2‖𝒢𝑡‖2) 𝑑𝑡,

𝐼
(10)
𝑇 =4

𝑇̂

0

𝑍 ′
𝑡𝒢′
𝑡Δ𝒢𝑡𝑍𝑡 𝑑𝑡⩽ 𝑐

𝑇̂

0

(‖𝑍𝑡‖2‖Δ𝒢𝑡‖2+‖𝑍𝑡‖2‖𝒢𝑡‖2) 𝑑𝑡,

𝑀
(11)
𝑇 =2

𝑇̂

0

(‖𝑍𝑡‖2𝑍 ′
𝑡Δ𝒢𝑡+‖𝑍𝑡‖2𝑍 ′

𝑡𝒢𝑡) 𝑑𝑊𝑡.

Находим оценки для вторых моментов интегралов:

𝐸(𝐼
(8)
𝑇 )2⩽

(︂ 𝑇̂

0

√︁
𝐸(‖𝑍𝑡‖4‖𝑍𝑡‖4) 𝑑𝑡

)︂2
⩽ 𝑐

(︂ 𝑇̂

0

𝐸‖𝑍𝑡‖2 𝑑𝑡
)︂2

⩽ 𝑐

(︂ 𝑇̂

0

‖Δ𝒢𝑡‖2 𝑑𝑡
)︂2

= 𝑐Γ̄𝑇 ,

𝐸(𝐼
(9)
𝑇 )2⩽

(︂ 𝑇̂

0

(︁
‖Δ𝒢𝑡‖2

√︀
𝐸‖𝑍𝑡‖4+

√︁
𝐸‖𝑍𝑡‖4

)︁
𝑑𝑡

)︂2
⩽ 𝑐Γ̄𝑇 .

Здесь также были использованы соотношения 𝐸(‖𝑍𝑡‖𝑘‖𝑍𝑡‖𝑘)⩽
√︀
𝐸(‖𝑍𝑡‖2𝑘)

√︀
𝐸(‖𝑍𝑡‖2𝑘), свой-

ство моментов гауссовской с.в. 𝜒: 𝐸(𝜒)2𝑘⩽ 𝑐(𝐸𝜒2)𝑘 (см. [20, теорема 5.3.2]), а также ограни-
ченность 𝐸‖𝑍𝑡‖2 и приведённая ранее оценка для 𝐸‖𝑍𝑡‖2, 𝑡⩾0. По аналогии 𝐸

(︀
𝐼
(10)
𝑇

)︀2
⩽ 𝑐Γ̄𝑇 .

Для мартингала 𝑀
(11)
𝑇 справедлива оценка

𝐸(𝑀
(11)
𝑇 )2⩽𝑐

𝑇̂

0

(︁
‖Δ𝒢𝑡‖2

√︀
𝐸‖𝑍𝑡‖4

√︁
𝐸‖𝑍𝑡‖4+

√︀
𝐸‖𝑍𝑡‖4

√︁
𝐸‖𝑍𝑡‖8

)︁
𝑑𝑡⩽𝑐

𝑇̂

0

‖Δ𝒢𝑡‖2 𝑑𝑡⩽𝑐Γ̄𝑇 , 𝑐>0.

Тогда 𝐷
(5)
𝑇 / Γ̄𝑇 → 𝜉(5) ⩾ 0 п.н. при 𝑇 →∞. Учитывая, что Γ̄𝑇 ⩽ 𝑐(Γ̂𝑇 )

2, получаем сходимость√︁
𝐷

(5)
𝑇 / Γ̂𝑇 →

√︀
𝜉(5) п.н., где 𝜉(5)=0 при Γ̂𝑇 →∞, 𝑡→∞, в противном случае 𝜉(5)⩾ 0 — неко-

торая п.н. конечная с.в. Относительно динамики ожидаемых значений величина 𝐸

√︁
𝐷

(5)
𝑇 =

= 4
√︀
𝐸‖𝑍𝑇 ‖4 4

√︁
𝐸‖𝑍𝑇 ‖4, 𝑇 ⩾0, будет ограничена и 𝐸

√︁
𝐷

(5)
𝑇 →0, если Γ̂∞<∞, в силу имеющейся

оценки 𝐸‖𝑍𝑇 ‖4 ⩽ 𝑐
´ 𝑇
0 𝑒−4(1−𝜖)(𝑇−𝑡)‖Δ𝒢𝑡‖4 𝑑𝑡. Объединяя все полученные ранее результаты,

касающиеся поведения слагаемых в 𝑆
(3)
𝑇 , 𝑇 →∞ (см. (40)), получаем, что 𝐸𝑆

(3)
𝑇 / Γ̂𝑇 → 0,

lim𝑇→∞ sup{𝑆(3)
𝑇 / Γ̂𝑇 }⩽ 𝑠(3) п.н., 𝑇 →∞, где 𝑠(3)=0 при Γ̂𝑇 →∞, и 𝑠(3)⩾ 0 — п.н. конечная

с.в. для случая Γ̂∞<∞, что также можно уточнить до 𝑠(3)=0 (см. выше).
Таким образом, показано, что для всех составляющих разложения (34) функция Γ̂𝑇 ви-

да (35) будет являться верхней функцией в потраекторном смысле (т.е. мажорировать с
вероятностью 1), а также оценивать сверху и ожидаемые значения. Тем самым соотноше-
ния (33) установлены и теорема доказана.
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3.2. ОПТИМАЛЬНОСТЬ И ОЦЕНКА КАЧЕСТВА ИНВАРИАНТНОЙ СТРАТЕГИИ

В следующем утверждении устанавливается свойство оптимальности стратегий управле-
ния (16) и (20) на бесконечном интервале времени по критериям долговременных средних.
Кроме того, приводится оценка качества инвариантной стратегии (20) по сравнению с при-
менением управления (16).

Теорема 4. Пусть выполнены предположения 1, 2 и Δ𝐺𝑡→𝑂, 𝑡→∞. Тогда управле-
ния 𝑈̃*

𝑡 вида (16), (17) и 𝑈̄*
𝑡 вида (20), (21) являются решениями задач

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃)

𝑇
→ inf

𝑈̃∈𝒰
и lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̃)

𝑇
→ inf

𝑈̃∈𝒰
с вероятностью 1. (42)

При этом

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃
*)

𝑇
= lim sup

𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̄
*)

𝑇
=tr(𝐺′Π̄𝐺),

п.н. lim sup
𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̃
*)

𝑇
= lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̄
*)

𝑇
=tr(𝐺′Π̄𝐺),

где Π̄∈𝒫 — решение алгебраического уравнения Риккати (1).
Также при ℎ𝑇 =

´ 𝑇
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖) 𝑑𝑡 выполняются соотношения

lim sup
𝑇→∞

‖𝐽𝑇 (𝑈̄*)−𝐽𝑇 (𝑈̃*)‖
ℎ𝑇

<𝑐𝐽 <∞ с вероятностью 1, (43)

lim sup
𝑇→∞

‖𝐸𝐽𝑇 (𝑈̄*)−𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃*)‖
ℎ𝑇

<∞, (44)

где 𝑐𝐽 > 0 — неслучайная константа, если ℎ𝑇 →∞, 𝑇 →∞, и 𝑐𝐽 > 0 — конечная с.в., если
ℎ∞<∞.

Доказательство. Оптимальность 𝑈̃* по критериям долговременных средних (42) сле-
дует из (18), (19), условия Δ𝐺𝑡→0, 𝑡→∞, и предположения 2, влекущего за собой наличие
свойства ‖ΔΠ𝑡‖ = ‖Π𝑡− Π̄‖ → 0, 𝑡→ ∞ (см. теорему 2). Действительно, для нормировки
в (18) выполняется

´ 𝑇
0 ‖𝐺̃𝑡‖2 𝑑𝑡/𝑇 → 1, 𝑇 → ∞, а величина предела в (19) будет равной

lim𝑇→∞ sup
(︀´ 𝑇

0 [tr(𝐺̃′
𝑡Π̄𝐺̃𝑡)+tr(𝐺̃′

𝑡ΔΠ𝑡𝐺̃𝑡)] 𝑑𝑡/𝑇
)︀
=tr(𝐺′Π̄𝐺).

Для доказательства оптимальности стратегии 𝑈̄* достаточно показать, что при использо-
вании этого управления значения критериев долговременных средних в (42) также окажутся
равны tr(𝐺′Π̄𝐺). Во-первых, заметим, что уравнение (21) для процесса 𝑋̄𝑡 имеет вид (22)
при матрицах 𝒜𝑡=𝐴+Δ𝐴𝑡−(𝐵+Δ𝐵𝑡)𝑅

−1𝐵′Π̄, 𝒢𝑡= 𝐺̃𝑡, а функционал 𝐽𝑇 (𝑈̄*) совпадает с 𝒥𝑇
из (24), если положить ℳ𝑡=𝑄+Δ𝑄𝑡+Π̄𝐵𝑅−1(𝑅+Δ𝑅𝑡)𝑅

−1𝐵′Π̄. Также нетрудно заметить,
что при этом матрица 𝒜𝑡 является экспоненциально устойчивой. Оптимальный процесс 𝑋̃*

𝑡

из (17) задаётся (23) при 𝒜𝑡=𝐴+Δ𝐴𝑡− (𝐵+Δ𝐵𝑡)(𝑅+Δ𝑅𝑡)
−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)

′Π𝑡, 𝒢𝑡= 𝐺̃𝑡. Функ-
ционал 𝐽𝑇 имеет вид 𝒥 𝑇 при матрице ℳ̃𝑡=𝑄+Δ𝑄𝑡+Π𝑡(𝐵+Δ𝐵𝑡)(𝑅+Δ𝑅𝑡)

−1(𝐵+Δ𝐵𝑡)
′Π𝑡.

Тогда [17]

lim sup
𝑇→∞

𝐸𝐽𝑇 (𝑈̄
*)

𝑇
= lim sup

𝑇→∞

𝐽𝑇 (𝑈̄)

𝑇
= lim sup

𝑇→∞

𝑇́

0

tr(𝐺′𝑃𝑡𝐺) 𝑑𝑡

𝑇
(45)

с вероятностью 1, где 𝑃𝑡 удовлетворяет уравнению (27), а для матрицы Π𝑡 ∈ 𝒫 из (19)
имеет место равенство Π𝑡=𝑃𝑡, 𝑃𝑡⩾𝑂 является решением (28). При этом, согласно лемме 2,
‖𝑃𝑡−Π𝑡‖ → 0, 𝑡→ ∞, ввиду оценок ‖Δ𝒜𝑡‖+ ‖Δℳ𝑡‖ ⩽ 𝑐(‖Δ𝐴𝑡‖+ ‖Δ𝐵𝑡‖+ ‖Δ𝑅𝑡‖+ ‖ΔΠ𝑡‖),
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‖ΔΠ𝑡‖⩽𝑐𝑝𝑡 и утверждения теоремы 2. Получаем предельное значение (45) равным tr(𝐺′Π̄𝐺).
Здесь же отметим, что

´ 𝑇
0 (‖Δ𝒜𝑡‖+ ‖Δℳ𝑡‖) 𝑑𝑡 ⩽ 𝑐

´ 𝑇
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+ ‖Δ𝐵𝑡‖+ ‖Δ𝑅𝑡‖+ 𝑝𝑡) 𝑑𝑡 ⩽

⩽𝑐
´ 𝑇
0 (‖Δ𝐴𝑡‖+‖Δ𝐵𝑡‖+‖Δ𝑅𝑡‖+‖Δ𝑄𝑡‖) 𝑑𝑡=𝑐ℎ𝑇 . Тогда для оценки разности целевых функци-

оналов применяется теорема 3 и соотношение (33) в случае Δ𝒢𝑡≡𝑂. При этом мажорантой
знаменателя (33) выступает функция ℎ𝑇 . Таким образом, приходим к (43) и (44). Теорема
доказана.

Замечание. В оценках (43) и (44) отсутствует Δ𝐺𝑡, т.е. характеристика возмущений
матрицы диффузии 𝐺, в силу того что оптимальный инвариантный закон управления 𝑈̄*

подставляется в уравнение динамики (14). Если же стоит задача сравнить качества опти-
мальных законов управления 𝑈* и 𝑈̃* из невозмущённой, т.е. номинальной (см. (11), (12)),
и возмущённой, асимптотически автономной (см. (16), (17)), систем соответственно, то при
помощи теоремы 3 также показывается, что

lim sup
𝑇→∞

{‖𝐸𝐽𝑇 (𝑈*)−𝐸𝐽𝑇 (𝑈̃*)‖/ℎ*𝑇 }<∞, lim sup
𝑇→∞

{‖𝐽𝑇 (𝑈*)−𝐽𝑇 (𝑈̃*)‖/ℎ*𝑇 }<𝑐*𝐽 <∞

для ℎ*𝑇 =ℎ𝑇 +
´ 𝑇
0 ‖Δ𝐺𝑡‖ 𝑑𝑡, где 𝑐*𝐽 обладает свойствами, аналогичными 𝑐𝐽 из формулировки

теоремы 3, при использовании условия на ℎ*𝑇 вместо ℎ𝑇 , 𝑇 →∞.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведён анализ чувствительности решений уравнений Риккати к асимптотически ма-
лым изменениям матриц коэффициентов и найдены верхние оценки для разности решений
(теорема 2). Далее результат теоремы 2 был использован при оценке качества инвариант-
ной стратегии управления в задаче стохастического линейного квадратического регулятора
на бесконечном интервале времени для системы с возмущением параметров. Получен вид
верхней границы для разности квадратичных целевых функционалов, задаваемых на реше-
ниях линейных СДУ (теорема 3). Установлена оптимальность инвариантной стратегии, а
также определена чувствительность регулятора в терминах интегральной меры отклонения
возмущающих матриц от нулевых (теорема 4).

Исследование выполнено в рамках научно-исследовательской работы Центрального эко-
номико-математического института Российской академии наук.
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We investigate sensitivity of solutions of Riccati equations under asymptotically small perturbations of
their coefficients. Upper bound on the difference between solutions of algebraic and differential Riccati
equations is derived. The result is applied to study optimality in the stochastic linear-quadratic control
problem over an infinite time-horizon for an asymptotically autonomous system. We also treat an issue
related to performance of invariant control strategy.
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асимптотическая устойчивость сохраняется при действующих на систему возмущени-
ях. Отметим, что нестационарности, присутствующие как в самой системе, так и в
возмущениях, могут описываться неограниченными по времени функциями, а также
функциями, сколь угодно близко приближающимися к нулю. Предполагаем, что базовая
система является однородной по вектору состояния. Для нахождения требуемых резуль-
татов использован второй метод Ляпунова в сочетании с теорией дифференциальных
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ВВЕДЕНИЕ

Любая математическая модель лишь приближённо описывает реальные процессы в окру-
жающем мире. Поэтому актуальна проблема робастности модели, т.е. сохранения определён-
ных её свойств при каких-либо изменениях. В частности, многие работы в области теории
управления посвящены вопросу сохранения устойчивости заданного режима функционирова-
ния динамической системы при действующих возмущениях. Первые теоремы об устойчивости
по линейному приближению были сформулированы А.М. Ляпуновым. Системы нелинейно-
го приближения применялись в работах И.Г. Малкина, Н.Н. Красовского, В.И. Зубова и
других авторов (см., например, [1, гл. 6]). Исследование устойчивости значительно усложня-
ется, если как сама система, так и влияющие на неё возмущения нестационарны. Особенно
интересен случай, когда для описания нестационарностей, присутствующих в системе и в
возмущениях, используются неограниченные по времени или, наоборот, не отделимые от ну-
ля функции. Для анализа устойчивости нелинейных нестационарных возмущённых систем
обычно используют второй метод Ляпунова. С помощью подобранных функций Ляпунова,
как правило, получают результат, заключающийся в том, что устойчивость будет сохра-
няться, если вклад возмущений в динамику системы в каком-то смысле меньше вклада
слагаемых, входящих в невозмущённую (номинальную) систему.

В последние десятилетия наблюдается большой интерес к гибридным системам, сочета-
ющим в себе свойства как непрерывных, так и дискретных моделей. Например, во многих
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работах исследовалось влияние на устойчивость переключений и импульсных воздействий
[2, 3]. Переключения заключаются в том, что в определённые моменты времени система
резко меняет свою структуру, решения системы при этом остаются непрерывными. Им-
пульсы приводят к скачкообразному разрыву решений. Переключения и импульсы могут
вызываться резкими внешними воздействиями на систему. Они также могут быть частью
стратегии управления системой. Указанные эффекты часто существенно меняют динами-
ческие характеристики решений системы, такие как устойчивость, область притяжения,
скорость переходных процессов и т.д. Соответственно условия, наложенные на закон пере-
ключений/импульсов, будут оказывать влияние и на искомые ограничения, которым должны
удовлетворять возмущения для обеспечения асимптотической устойчивости. Нестационарным
гибридным системам посвящены работы [4–8].

В настоящей статье в качестве номинальной системы выбрана нестационарная однородная
система, подверженная переключениям и импульсным воздействиям. Такой выбор обуслов-
лен лишь тем, что для однородных систем хорошо развиты методы построения подходящих
функций Ляпунова, хорошо изучены свойства таких функций. Поэтому однородные системы
(дифференциальные, разностные, дифференциально-разностные) широко применяются в со-
временной теории управления [9–13]. Свойство однородности позволяет получать различные
глобальные результаты в фазовом пространстве системы. В то же время отметим, что для
многих неоднородных систем построенные функции Ляпунова удовлетворяют оценкам того
же вида, что и для однородных систем, только в локальной области фазового пространства.
Таким образом, результаты, установленные в данной работе, допускают распространение на
более широкие классы систем.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть задана система с переключениями

ẋ=F𝜎(𝑡,x), (1)

где x=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 — вектор состояния; 𝜎=𝜎(𝑡) : [0,+∞)→𝑄={1, . . . , 𝑁} — кусочно-посто-

янная функция, задающая закон переключения в системе; элементы векторов F𝑠(𝑡,x) непре-
рывны относительно 𝑡⩾0 и непрерывно дифференцируемы относительно x∈R𝑛, F𝑠(𝑡,0)≡0,
𝑠=1, 𝑁 .

Система (1) описывает переключения между подсистемами

ẋ=F𝑠(𝑡,x), 𝑠=1, 𝑁. (2)

Кроме того, предположим, что решения системы (1) подвержены импульсным воздей-
ствиям

x(𝜏+𝑖 )=g𝜏𝑖(x(𝜏
−
𝑖 )), 𝑖∈N. (3)

Здесь 0= 𝜏0<𝜏1<𝜏2<. . . — моменты импульсов; x(𝜏+𝑖 ) и x(𝜏−𝑖 ) — правостороннее и левосто-
роннее значения рассматриваемого решения системы (1) в точке 𝜏𝑖; непрерывная при x∈R𝑛
функция g𝜏𝑖(x) определяет величину скачка решения в момент времени 𝜏𝑖, g𝜏𝑖(0)=0, 𝑖∈N.
Далее под решением гибридной системы (1), (3) будем понимать правосторонне непрерывную
функцию (x(𝜏𝑖)=x(𝜏+𝑖 ), 𝑖∈N).

Не умаляя общности, будем считать, что моменты переключений в системе (1) совпадают
с моментами импульсов, т.е. они также задаются последовательностью {𝜏𝑖}𝑖∈N. В самом
деле, если в какой-то момент времени 𝜏𝑖 происходит только лишь переключение режима в
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системе (1), то можно считать, что в этот момент произошло и импульсное воздействие с
нулевой величиной скачка решения (x(𝜏+𝑖 )=x(𝜏−𝑖 )). И наоборот, если в момент 𝜏𝑖 происходит
только лишь импульсное воздействие, то можно считать, что произошло и переключение
некоторого режима в системе (1) на самого себя (𝜎(𝜏−𝑖 )=𝜎(𝜏+𝑖 )).

Следуя стандартным предположениям [2, гл. 1–3], полагаем, что общее количество эле-
ментов последовательности {𝜏𝑖}𝑖∈N на луче [0,+∞) бесконечно, в то время как на любом
конечном промежутке времени их число конечно; функцию 𝜎(𝑡) рассматриваем как право-
сторонне непрерывную при 𝑡⩾ 0.

Пусть нулевое решение системы (1), (3) асимптотически устойчиво, однако система (1)
подвергается некоторым возмущающим воздействиям

ẋ=F𝜎(𝑡,x)+G(𝑡,x). (4)

Здесь векторная функция G(𝑡,x) определена в области

𝑡⩾ 0, ‖x‖<𝐻 (𝐻 = const> 0), (5)

и G(𝑡,0)≡0. Полагаем, что на временны́х интервалах [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖=0, 1, . . ., выполнены усло-
вия, гарантирующие существование и единственность решений задачи Коши для системы (4),
а также их непрерывную зависимость от начальных данных. Под нормой ‖·‖ будем понимать
евклидову норму вектора.

Замечание 1. На каждом временно́м промежутке [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1) между последовательными
моментами переключений/импульсов работа рассматриваемой гибридной системы описыва-
ется обыкновенными дифференциальными уравнениями, 𝑖=0, 1, . . . Поэтому для обеспече-
ния существования, единственности решений и их непрерывной зависимости от начальных
данных на этих промежутках можно использовать стандартные теоремы из теории обык-
новенных дифференциальных уравнений с гладкими правыми частями. В моменты пере-
ключений/импульсов построенные куски решений (если они продолжимы до соответствую-
щих моментов) “склеиваются” непрерывным образом (при переключениях) или с некоторым
сдвигом, задаваемым условием (3) (при импульсах). Согласно предположениям, сделанным
относительно функций g𝜏𝑖(x), 𝑖∈N, нулевое решение системы (4), (3) будет обладать свой-
ством интегральной непрерывности на любом конечном промежутке времени. Заметим, что
возмущения в системе также могут иметь переменную структуру (переключаться с одного
режима на другой).

Возникает задача — определить ограничения на возмущения, при выполнении которых
нулевое решение системы (4), (3) сохраняет асимптотическую устойчивость. Эти ограничения
будут, вообще говоря, зависеть от условий, наложенных на закон переключений и импульсных
воздействий.

В настоящей статье будем предполагать, что имеется полная информация о законе пере-
ключений/импульсов. В то же время отметим, что применяемые в работе подходы можно
использовать и в случае отсутствия такой полной информации для установления ограниче-
ний на длины промежутков между последовательными переключениями/импульсами и на
величины импульсов, гарантирующих асимптотическую устойчивость.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РАССУЖДЕНИЯ

Предположим, что функции F1(𝑡,x), . . . , F𝑁 (𝑡,x) в системе (1) являются однородны-
ми относительно переменной x порядка 𝜇 > 1, где 𝜇 — рациональное число с нечётным
знаменателем.
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Функцию Ляпунова 𝑉𝑠(x) для 𝑠-й подсистемы из семейства (2) будем искать в виде
положительно определённой непрерывно дифференцируемой при x∈R𝑛 однородной функции
порядка 𝛾 > 1, 𝑠=1, 𝑁 . Тогда [1, с. 224–226] при 𝑡⩾ 0, x∈R𝑛 получим оценки

𝑎1𝑠‖x‖𝛾 ⩽𝑉𝑠(x)⩽ 𝑎2𝑠‖x‖𝛾 , (6)⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝑎3𝑠‖x‖𝛾−1, (7)

(︂
𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

)︂𝑇
F𝑠(𝑡,x)⩽ 𝑎4𝑠(𝑡)‖x‖𝛾−1+𝜇. (8)

Здесь 𝑎1𝑠, 𝑎2𝑠, 𝑎3𝑠 — некоторые положительные постоянные, 𝑎4𝑠(𝑡) — непрерывные при 𝑡⩾0
функции, 𝑠=1, 𝑁 .

Используя оценки (6)–(8), приходим к дифференциальным неравенствам(︂
𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

)︂𝑇
F𝑠(𝑡,x)⩽𝛼𝑠(𝑡)𝑉

1+𝜌
𝑠 (x), (9)

где 𝜌= (𝜇−1)/𝛾, 𝛼𝑠(𝑡) = 𝑎
−(1+𝜌)
2𝑠 𝑎4𝑠(𝑡), если 𝑎4𝑠(𝑡)< 0, и 𝛼𝑠(𝑡) = 𝑎

−(1+𝜌)
1𝑠 𝑎4𝑠(𝑡), если 𝑎4𝑠(𝑡)⩾ 0,

𝑠=1, 𝑁 .
Замечание 2. Проблема построения подходящих функций Ляпунова, удовлетворяющих

требованиям той или иной теоремы об устойчивости или неустойчивости, для однородных
систем, как стационарных, так и нестационарных, исследовалась во многих работах (см.,
например, [1, 14]). В то же время отметим, что дифференциальные неравенства вида (9)
могут быть получены в окрестности начала координат для широкого класса нелинейных
систем, не являющихся, вообще говоря, однородными. Поэтому сделанное предположение об
однородности подсистем (2) облегчает анализ системы, но не является принципиальным. Да-
лее для установления нужных результатов будут использоваться только оценки на функции
Ляпунова и их производные, а не их явный вид.

Найдём такое 𝜔⩾ 1, что при всех x∈R𝑛 будут иметь место неравенства

𝑉𝑠(x)⩽𝜔𝑉𝑗(x), 𝑠, 𝑗=1, 𝑁.

Предположим, что существуют такие постоянные 𝑐𝑖>0, что при x∈R𝑛 справедливы оценки

‖g𝜏𝑖(x)‖⩽ 𝑐𝑖‖x‖, 𝑖∈N.

Заметим, что если 𝑐𝑖 < 1, то импульсное воздействие в момент времени 𝜏𝑖 благотворно
влияет на свойство устойчивости нулевого решения системы (1), (3), т.е. этот импульс может
рассматриваться как элемент стабилизирующего управления. И, напротив, если 𝑐𝑖 > 1, то
соответствующий импульс будет оказывать негативное влияние на устойчивость.

При x∈R𝑛 получим
𝑉𝜎(𝜏+𝑖 )(g𝜏𝑖(x))⩽κ𝑖𝑉𝜎(𝜏−𝑖 )(x), 𝑖∈N. (10)

Здесь κ𝑖= 𝑎2𝑐
𝛾
𝑖 𝜔/𝑎1, 𝑎2=max𝑠∈𝑄 𝑎2𝑠, 𝑎1=min𝑠∈𝑄 𝑎1𝑠.

Обозначим для краткости записи 𝐽(𝑎, 𝑏)=−
´ 𝑏
𝑎 𝛼𝜎(𝜏)(𝜏) 𝑑𝜏 , где 𝑏⩾ 𝑎⩾ 0.

Для произвольных моментов времени 𝑡⩾ 𝑡0⩾0 можно найти такое целое неотрицательное
число 𝑘 и натуральное число 𝑚, что 𝑡0 ∈ [𝜏𝑚−1, 𝜏𝑚) и 𝑡 ∈ [𝜏𝑚+𝑘−1, 𝜏𝑚+𝑘). Таким образом,
величина 𝑚=𝑚(𝑡0) определяется выбором начального значения 𝑡0, а величина 𝑘= 𝑘(𝑡0, 𝑡)
равна числу моментов переключений/импульсов {𝜏𝑖} на промежутке [𝑡0, 𝑡].
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Построим вспомогательные функции 𝜙(𝑡0, 𝑡) и 𝜓(𝑡0, 𝑡) по следующему правилу:

𝜙(𝑡0, 𝑡)=𝐽(𝑡0, 𝑡) и 𝜓(𝑡0, 𝑡)= 1 при 𝑘=0,

𝜙(𝑡0, 𝑡)=κ−𝜌
𝑚 𝐽(𝑡0, 𝜏𝑚)+𝐽(𝜏𝑚, 𝑡) и 𝜓(𝑡0, 𝑡)=κ−𝜌

𝑚 при 𝑘=1,

𝜙(𝑡0, 𝑡)= (κ𝑚 . . .κ𝑚+𝑘−1)
−𝜌𝐽(𝑡0, 𝜏𝑚)+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(κ𝑚+𝑗 . . .κ𝑚+𝑘−1)
−𝜌𝐽(𝜏𝑚+𝑗−1, 𝜏𝑚+𝑗)+𝐽(𝜏𝑚+𝑘−1, 𝑡)

и 𝜓(𝑡0, 𝑡)= (κ𝑚 . . .κ𝑚+𝑘−1)
−𝜌 при 𝑘=2, 3, . . .

Рассмотрим решение x(𝑡) системы (1), (3), выходящее в момент времени 𝑡0 из точки
x0. Интегрируя дифференциальные неравенства (9) с учётом (10), нетрудно показать (см.,
например, [8]), что если решение x(𝑡) существует на промежутке [𝑡0, 𝑡] (не уходит на беско-
нечность), то на этом промежутке будет справедлива оценка

𝑉 −𝜌
𝜎(𝑡)(x(𝑡))⩾𝜓(𝑡0, 𝑡)𝑉

−𝜌
𝜎(𝑡0)

(x0)+𝜌𝜙(𝑡0, 𝑡). (11)

С учётом оценок (6), (11) имеет место следующая
Лемма. Пусть для гибридной системы (1), (3) построены функции Ляпунова, удо-

влетворяющие оценкам (6), (9), (10). Тогда если для любого 𝑡0 ⩾ 0 можно найти такую
константу 𝐴> 0, что

𝐴𝜓(𝑡0, 𝑡)+𝜙(𝑡0, 𝑡)→+∞ при 𝑡→+∞, (12)

то нулевое решение системы (1), (3) будет асимптотически устойчивым.
Для установления более простых условий асимптотической устойчивости сформулируем

следующую теорему.
Теорема 1. Пусть для гибридной системы (1), (3) построены функции Ляпунова, удо-

влетворяющие оценкам (6), (9), (10). Тогда для асимптотической устойчивости нулевого
решения данной системы достаточно выполнения одного из условий:

1) 𝜙(0, 𝑡)→+∞ при 𝑡→+∞;
2) 𝜓(0, 𝑡)→+∞ при 𝑡→+∞ и функция 𝜓−1(0, 𝑡)𝜙(0, 𝑡) ограничена снизу на промежутке

[0,+∞).
Для доказательства теоремы 1 достаточно заметить, что при всех 𝑡⩾ 𝑡0⩾ 0

𝜙(0, 𝑡)=𝜙(𝑡0, 𝑡)+𝜓(𝑡0, 𝑡)𝜙(0, 𝑡0), 𝜓(0, 𝑡)=𝜓(0, 𝑡0)𝜓(𝑡0, 𝑡), (13)

тогда

𝐴𝜓(𝑡0, 𝑡)+𝜙(𝑡0, 𝑡)=𝜙(0, 𝑡)+
𝐴−𝜙(0, 𝑡0)
𝜓(0, 𝑡0)

𝜓(0, 𝑡).

Следовательно, при выполнении какого-то из условий 1) или 2) теоремы 1 для любого 𝑡0⩾0
величину 𝐴> 0 можно выбрать так, чтобы выполнялось соотношение (12).

Таким образом, для нахождения ограничений на закон переключений/импульсов, га-
рантирующих асимптотическую устойчивость нулевого решения системы (1), (3), требуется
исследовать поведение функций 𝜙(𝑡0, 𝑡) и 𝜓(𝑡0, 𝑡). Причём, согласно теореме 1, это доста-
точно сделать только при 𝑡0=0, полагая 𝑚=𝑚(0)= 1, 𝑘= 𝑘(0, 𝑡) — количество переключе-
ний/импульсов на промежутке [0, 𝑡]. Функция 𝜓(0, 𝑡) — кусочно-постоянная положительная
на [0,+∞). Оценивая сверху коэффициенты 𝛼𝜎(𝑡)(𝑡) в неравенствах (9) константами на
интервалах [𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖), 𝑖 ∈ N, функцию 𝜙(0, 𝑡) можно огрубить более простой для анализа
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кусочно-линейной функцией. Моменты {𝜏𝑖}𝑖∈N являются точками разрыва функций 𝜙(0, 𝑡)
и 𝜓(0, 𝑡) (за исключением случаев, когда κ𝑖=1).

Выполнения условия 1) теоремы 1 можно добиться за счёт выбора закона переклю-
чений, если чаще и дольше активировать те подсистемы из семейства (2), для которых
нулевое решение асимптотически устойчиво и функция Ляпунова подобрана удачно, так
что соответствующие коэффициенты 𝛼𝑠(𝑡) в оценках (9) сохраняют отрицательное значение
достаточно длительное время. Если условие 1) не выполнено (например, если все подси-
стемы (2) неустойчивые или если не получилось построить “хорошие” функции Ляпунова),
то условие 2) теоремы 1 позволяет добиться асимптотической устойчивости за счёт выбора
импульсных воздействий.

Рассмотрим теперь возмущённую систему (4), (3). Предположим, что в области (5) спра-
ведливы неравенства

‖G(𝑡,x)‖⩽𝑀(𝑡)‖x‖𝜈 , (14)

где 𝜈= const> 0, 𝑀(𝑡) — неотрицательная кусочно-непрерывная при 𝑡⩾ 0 функция.
При 𝜈 >𝜇, учитывая (7), получаем, что для любого 𝜀> 0 найдётся такое ̃︀𝐻 ∈ (0, 𝐻), что

при 𝑡⩾ 0, ‖x‖< ̃︀𝐻 будут справедливы оценки(︂
𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

)︂𝑇
(F𝑠(𝑡,x)+G(𝑡,x))⩽ ̃︀𝛼𝑠(𝑡)𝑉 1+𝜌

𝑠 (x),

где ̃︀𝛼𝑠(𝑡)=𝛼𝑠(𝑡)+𝜀𝑀(𝑡), 𝑠=1, 𝑁 . Далее для системы (4), (3) можно применить теорему 1.
Однако проблема такого подхода заключается в том, что если какое-то из условий тео-
ремы 1 выполнено для невозмущённой системы (при прежних коэффициентах 𝛼𝑠(𝑡)), то
оно совершенно не обязательно будет выполнено для возмущённой системы (при новых
коэффициентах ̃︀𝛼𝑠(𝑡)) при том же самом законе переключений/импульсов, даже если под-
системы (2) и действующие возмущения стационарны, а величина 𝜀 выбрана сколь угодно
малой. Таким образом, указанный подход может привести к нахождению очень грубых усло-
вий асимптотической устойчивости, а в каких-то случаях оказаться и вовсе непригодным.
В п. 3 для исследования системы (4), (3) применим другой подход, предложенный в ра-
боте [15]. В [15, 16] рассматривались гладкие непрерывные однородные дифференциальные
системы с нестационарными возмущениями. Покажем, что соответствующий подход можно
распространить и на гибридные системы с переключениями и импульсными скачками.

3. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ВОЗМУЩЁННОЙ СИСТЕМЫ

Будем считать, что выполнены условия теоремы 1, обеспечивающие асимптотическую
устойчивость нулевого решения системы (1), (3). Установим ограничения на возмущения,
гарантирующие сохранение асимптотической устойчивости для нулевого решения систе-
мы (4), (3). Полагаем, что 𝜈⩾𝜇.

3.1. СЛУЧАЙ ВЫПОЛНЕНИЯ УСЛОВИЯ 1) ТЕОРЕМЫ 1

В этом случае найдётся такое 𝑇 ⩾ 0, что 𝜙(0, 𝑡)> 0 при 𝑡⩾ 𝑇 . Для заданного закона
переключений/импульсов вновь определим значения 𝑚=𝑚(𝑡0) и 𝑘 = 𝑘(𝑡0, 𝑡), как и в п. 2
статьи. При 𝑡⩾ 𝑡0⩾𝑇 построим функцию Φ(𝑡0, 𝑡) по следующему правилу:

Φ(𝑡0, 𝑡)=

𝑡ˆ

𝑡0

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏 при 𝑘=0,
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Φ(𝑡0, 𝑡)=κ−𝜌
𝑚

𝜏𝑚ˆ

𝑡0

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏+

𝑡ˆ

𝜏𝑚

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏 при 𝑘=1,

Φ(𝑡0, 𝑡)= (κ𝑚 . . .κ𝑚+𝑘−1)
−𝜌

𝜏𝑚ˆ

𝑡0

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏+

+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(κ𝑚+𝑗 . . .κ𝑚+𝑘−1)
−𝜌

𝜏𝑚+𝑗ˆ

𝜏𝑚+𝑗−1

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏+

+

𝑡ˆ

𝜏𝑚+𝑘−1

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏 при 𝑘=2, 3, . . . . (15)

Теорема 2. Пусть для гибридной системы (1), (3) построены функции Ляпунова, удовле-
творяющие оценкам (6), (9), (10), и выполнено условие 1) теоремы 1. Тогда если возмущения
удовлетворяют неравенствам (14), причём 𝜈⩾𝜇, то для асимптотической устойчивости
нулевого решения системы (4), (3) достаточно, чтобы имело место условие

𝜙−1(0, 𝑡)Φ(𝑇, 𝑡)→ 0 при 𝑡→+∞. (16)

Доказательство. Зададим произвольное 𝜀∈ (0, 𝐻). Выберем положительные постоянные
𝜉, Δ, 𝑙 и 𝑇 согласно условиям

𝜉⩽Δ, −𝑎
−𝜌
1

Δ
+𝜌−𝜌 𝑙 𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1 > 0, −𝑎

−𝜌
2

𝜉
+𝜌< 0,

𝜙(0, 𝑡)>
Δ

𝜀𝜇−1
при 𝑡⩾𝑇,

𝜙−1(0, 𝑡)Φ(𝑇, 𝑡)⩽ 𝑙 при 𝑡⩾𝑇 ⩾𝑇.

Здесь 𝑎1=min𝑠∈𝑄 𝑎1𝑠, 𝑎2=max𝑠∈𝑄 𝑎2𝑠, 𝑎4=max𝑠∈𝑄 𝑎3𝑠𝑎
−(1+𝜌)
1𝑠 .

Покажем, что если

𝑡0⩾𝑇, ‖x0‖𝜇−1<
𝜉

𝜙(0, 𝑡0)
, (17)

то
‖x(𝑡)‖𝜇−1<

Δ

𝜙(0, 𝑡)
при 𝑡⩾ 𝑡0. (18)

Здесь x(𝑡) — решение системы (4), (3), выходящее из точки x0 в момент времени 𝑡0.
В самом деле, пусть начальные данные решения системы (4), (3) удовлетворяют нера-

венствам (17). Предположим, что найдётся такое 𝑡1 > 𝑡0, что ‖x(𝑡1)‖𝜇−1 = Δ/𝜙(0, 𝑡1). На
промежутке [𝑡0, 𝑡1] имеем(︂

𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

)︂𝑇
(F𝑠(𝑡,x)+G(𝑡,x))⩽

(︀
𝛼𝑠(𝑡)+𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1𝑀(𝑡)𝜙

− 𝜈−𝜇
𝜇−1 (0, 𝑡)

)︀
𝑉 1+𝜌
𝑠 (x).

Интегрируя эти неравенства на промежутке [𝑡0, 𝑡1], находим, что

𝑉 −𝜌
𝜎(𝑡1)

(x(𝑡1))⩾𝜓(𝑡0, 𝑡1)𝑉
−𝜌
𝜎(𝑡0)

(x0)+𝜌𝜙(𝑡0, 𝑡1)−𝜌𝑎4Δ
𝜈−𝜇
𝜇−1Φ(𝑡0, 𝑡1).
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Учитывая соотношения (6), (13), отсюда получаем

𝜙(0, 𝑡1)

(︂
−𝑎

−𝜌
1

Δ
+𝜌−𝜌 𝑙 𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1

)︂
⩽𝜓(𝑡0, 𝑡1)𝜙(0, 𝑡0)

(︂
−𝑎

−𝜌
2

𝜉
+𝜌

)︂
. (19)

Левая часть неравенства (19) положительна, в то время как правая — отрицательна. Из
данного противоречия вытекает, что неравенство (18) должно выполняться при всех 𝑡⩾ 𝑡0.
Следовательно, для заданных значений 𝜀>0 и 𝑡0⩾𝑇 нашлось 𝛿=(𝜉 𝜙−1(0, 𝑡0))

1/(𝜇−1)>0 такое,
что если ‖x0‖<𝛿, то ‖x(𝑡)‖<𝜀 при всех 𝑡⩾ 𝑡0, и, кроме того, ‖x(𝑡)‖→0 при 𝑡→+∞. Учитывая
свойство интегральной непрерывности применительно к нулевому решению системы (4), (3)
на промежутке [0, 𝑇 ] (см. замечание 1), получаем требуемое. Теорема доказана.

Замечание 3. Предположим, что κ𝑖 ⩾ 1, 𝑖 ∈ N. Такая ситуация будет иметь место,
например, в отсутствие стабилизирующих импульсов. Тогда соотношение (16) в теореме 2
можно заменить более грубым, но более простым условием:

𝜙−1(0, 𝑡)

𝑡ˆ

𝑇

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏→ 0 при 𝑡→+∞.

Если же κ𝑖⩽ 1, 𝑖∈N, то соотношение (16) можно огрубить условием

𝜓(0, 𝑡)𝜙−1(0, 𝑡)

𝑡ˆ

𝑇

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏→ 0 при 𝑡→+∞.

Из полученных результатов видно, что использование стабилизирующих импульсов (κ𝑖<1,
𝑖∈N) позволяет получить более лучшие условия асимптотической устойчивости для базовой
системы (1), (3) (см. теорему 1). Однако теорема 2 будет задавать в этом случае достаточно
жёсткие ограничения на возмущения. Поэтому для анализа устойчивости возмущённой си-
стемы в данной ситуации лучше воспользоваться подходом, ориентированным на условие 2)
теоремы 1 (см. далее теорему 3).

Пример 1. Пусть закон переключений/импульсов выбран так, что 𝜙(0, 𝑡)⩾𝑝 𝑡𝑟 при 𝑡⩾ 𝑡,
где 𝑝 > 0, 𝑟 > 0, 𝑡⩾ 0. Тогда нулевое решение системы (1), (3) асимптотически устойчиво,
поскольку выполнено условие 1) теоремы 1. Предположим, что 𝑀(𝑡)⩽𝑀0(𝑡+1)𝜁 при 𝑡⩾ 0,
где 𝑀0= const> 0, 𝜁⩾ 0. Не умаляя общности считаем, что 𝑇 ⩾ 𝑡. Пусть κ𝑖⩾ 1, 𝑖∈N. Тогда
при выполнении неравенства

𝜈 >𝜇+max{(𝜇−1)(𝜁+1−𝑟)/𝑟, 0} (20)

имеем

0⩽𝜙−1(0, 𝑡)

𝑡ˆ

𝑇

𝑀(𝜏)𝜙
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 (0, 𝜏) 𝑑𝜏 ⩽ (𝑝𝑡𝑟)−1

𝑡ˆ

𝑇

𝑀0(𝑡+1)𝜁(𝑝𝑡𝑟)
− 𝜈−𝜇

𝜇−1 𝑑𝜏→ 0 при 𝑡→+∞,

и, следовательно (см. теорему 2 и замечание 3), в этом случае нулевое решение систе-
мы (4), (3) будет асимптотически устойчивым.

В качестве численного примера рассмотрим семейство (2), состоящее из двух (𝑄={1, 2})
стационарных подсистем

𝑥̇1=−𝑥31−𝑥1𝑥22, 𝑥̇2=−𝑥21𝑥2−𝑥32; (21)

𝑥̇1=𝑥31+𝑥1𝑥
2
2, 𝑥̇2=𝑥21𝑥2+𝑥

3
2. (22)
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Здесь 𝑛 = 2, 𝜇 = 3. Подсистема (21) асимптотически устойчива, а подсистема (22) — не-
устойчива.

Как и ранее, через 0 = 𝜏0 < 𝜏1 < 𝜏2 < . . . обозначим моменты переключений. Пусть 𝑇𝑖 =
= 𝜏𝑖−𝜏𝑖−1, 𝑖∈N. Полагаем, что на интервалах [𝜏2𝑗−2, 𝜏2𝑗−1) активна подсистема (21), а на ин-
тервалах [𝜏2𝑗−1, 𝜏2𝑗) — подсистема (22), 𝑗∈N. Для упрощения предположим, что импульсные
воздействия отсутствуют.

Построим для подсистем (21) и (22) единую функцию Ляпунова в виде

𝑉1(x)=𝑉2(x)=𝑉 (x)=𝑥21+𝑥
2
2.

Получим
𝑉̇
⃒⃒
(21)

=−2𝑉 2(x), 𝑉̇
⃒⃒
(22)

=2𝑉 2(x).

Таким образом, имеем 𝛾 = 2, 𝜌 = 1; 𝛼𝜎(𝑡)(𝑡) = −2 при 𝑡 ∈ [𝜏2𝑗−2, 𝜏2𝑗−1), 𝛼𝜎(𝑡)(𝑡) = 2 при
𝑡∈ [𝜏2𝑗−1, 𝜏2𝑗), 𝑗 ∈N; κ𝑖=1, 𝑖∈N; 𝜙(0, 𝑡)=−

´ 𝑡
0 𝛼𝜎(𝜏)(𝜏) 𝑑𝜏 .

Предположим, что 𝑇2𝑗−1 ⩾ 1 и 𝜙(0, 𝜏2𝑗) =
√
𝜏2𝑗 , 𝑗 ∈ N. Длины интервалов активности

подсистемы (21) задаём произвольно, а подсистему (22) оставляем активной, пока ломаная
𝜙(0, 𝑡) не “упадет” на кривую

√
𝑡. Тогда 𝜙(0, 𝑡) ⩾

√
𝑡 при 𝑡 ⩾ 1/4 (т.е. имеем 𝑟 = 1/2) и

нулевое решение соответствующей невозмущённой переключаемой системы асимптотически
устойчиво.

Рассмотрим теперь возмущённую систему, состоящую из подсистем

𝑥̇1=−𝑥31−𝑥1𝑥22+𝑥𝜈1 , 𝑥̇2=−𝑥21𝑥2−𝑥32+𝑥𝜈2 ; (23)

𝑥̇1=𝑥31+𝑥1𝑥
2
2+𝑥

𝜈
1 , 𝑥̇2=𝑥21𝑥2+𝑥

3
2+𝑥

𝜈
2 , (24)

где 𝜈 = const> 0. Возмущения здесь представлены стационарными функциями (𝜁 = 0). Из-
вестно [1, с. 230–231], что ограниченные относительно времени возмущения не нарушают
асимптотическую устойчивость нулевого решения однородной стационарной системы без пе-
реключений, если порядок этих возмущений больше порядка однородности системы. Однако
для однородных систем с переключениями это, вообще говоря, не так. Переключения мо-
гут приводить к существенному изменению динамики однородной системы, поэтому условия
𝜈 > 3 будет недостаточно для асимптотической устойчивости нулевого решения гибридной
системы, образованной из подсистем (23), (24), что подтверждается численными расчётами.
Согласно неравенству (20) для сохранения асимптотической устойчивости требуется более
жёсткое условие: 𝜈 > 5.

3.2. СЛУЧАЙ ВЫПОЛНЕНИЯ УСЛОВИЯ 2) ТЕОРЕМЫ 1

Исследуем теперь ситуацию, когда асимптотическая устойчивость нулевого решения си-
стемы (1), (3) гарантируется условием 2) теоремы 1. Снова определяем значения 𝑚=𝑚(𝑡0) и
𝑘=𝑘(𝑡0, 𝑡), как и ранее, при 𝑡⩾ 𝑡0⩾0 и строим функцию Ψ(𝑡0, 𝑡) по правилу (15), используя
только в подынтегральных выражениях функцию 𝜓(0, 𝑡) вместо функции 𝜙(0, 𝑡).

Теорема 3. Пусть для гибридной системы (1), (3) построены функции Ляпунова, удовле-
творяющие оценкам (6), (9), (10), и выполнено условие 2) теоремы 1. Тогда если возмущения
удовлетворяют неравенствам (14), причём 𝜈⩾𝜇, то для асимптотической устойчивости
нулевого решения системы (4), (3) достаточно, чтобы для любого 𝑙 > 0 нашлось такое
𝑇 ⩾ 0, что при всех 𝑡⩾𝑇 справедливо неравенство

𝜓−1(0, 𝑡)Ψ(𝑇, 𝑡)⩽ 𝑙. (25)
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Доказательство. Зададим произвольное 𝜀 ∈ (0, 𝐻). Выберем любую константу 𝑑 > 0.
Найдём некоторые постоянные Δ> 0 и 𝑙 > 0, удовлетворяющие неравенствам

𝑎−𝜌2

𝑑
⩽Δ,

𝑎−𝜌1

Δ
<𝑑−𝜌 𝑙 𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1 . (26)

Здесь снова 𝑎1=min𝑠∈𝑄 𝑎1𝑠, 𝑎2=max𝑠∈𝑄 𝑎2𝑠, 𝑎4=max𝑠∈𝑄 𝑎3𝑠𝑎
−(1+𝜌)
1𝑠 .

По найденному 𝑙 определим значение 𝑇 ⩾ 0 из условия (25). Возьмём 𝑇 ⩾𝑇 такое, что

𝜓(0, 𝑡)>
Δ

𝜀𝜇−1
при 𝑡⩾𝑇.

В соответствии с условием 2) теоремы 1 найдём константу 𝐿 такую, что 𝜓−1(0, 𝑡)𝜙(0, 𝑡)⩾𝐿
при всех 𝑡⩾ 0. Для произвольного 𝑡0 ⩾𝑇 будем определять положительную величину 𝜉(𝑡0)
согласно условиям

𝜉(𝑡0)⩽
𝑎−𝜌2

𝑑
,

𝑎−𝜌2

𝜉(𝑡0)
+𝜌

(︂
𝐿− 𝜙(0, 𝑡0)

𝜓(0, 𝑡0)

)︂
⩾ 𝑑. (27)

Покажем, что если

𝑡0⩾𝑇, ‖x0‖𝜇−1<
𝜉(𝑡0)

𝜓(0, 𝑡0)
, (28)

то
‖x(𝑡)‖𝜇−1<

Δ

𝜓(0, 𝑡)
при 𝑡⩾ 𝑡0. (29)

Здесь x(𝑡) — решение системы (4), (3), выходящее из точки x0 в момент времени 𝑡0.
Действительно, пусть начальные данные решения системы (4), (3) удовлетворяют нера-

венствам (28). Предположим, что найдётся такое 𝑡1 > 𝑡0, что ‖x(𝑡1)‖𝜇−1 = Δ/𝜓(0, 𝑡1). На
отрезке [𝑡0, 𝑡1] имеем(︂

𝜕𝑉𝑠(x)

𝜕x

)︂𝑇
(F𝑠(𝑡,x)+G(𝑡,x))⩽

(︀
𝛼𝑠(𝑡)+𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1𝑀(𝑡)𝜓

− 𝜈−𝜇
𝜇−1 (0, 𝑡)

)︀
𝑉 1+𝜌
𝑠 (x).

Интегрируя эти неравенства на промежутке [𝑡0, 𝑡1], находим, что

𝑉 −𝜌
𝜎(𝑡1)

(x(𝑡1))⩾𝜓(𝑡0, 𝑡1)𝑉
−𝜌
𝜎(𝑡0)

(x0)+𝜌𝜙(𝑡0, 𝑡1)−𝜌𝑎4Δ
𝜈−𝜇
𝜇−1Ψ(𝑡0, 𝑡1).

Учитывая соотношения (6), (13), отсюда получаем

𝑎−𝜌1

Δ
⩾
𝑎−𝜌2

𝜉(𝑡0)
+𝜌

(︂
𝐿− 𝜙(0, 𝑡0)

𝜓(0, 𝑡0)

)︂
−𝜌 𝑙 𝑎4Δ

𝜈−𝜇
𝜇−1 ,

что противоречит неравенствам (26), (27). Таким образом, неравенство (29) должно выпол-
няться при всех 𝑡⩾ 𝑡0 и тогда, как и при доказательстве теоремы 2, приходим к требуемому.
Теорема доказана.

Замечание 4. Перепишем условие асимптотической устойчивости, сформулированное в
теореме 3, в более простой форме. Не умаляя общности будем искать требуемое значение 𝑇
среди моментов переключений/импульсов: 𝑇 = 𝜏𝑚−1, где 𝑚 — некоторое натуральное число.
Для каждого 𝑡⩾𝑇 определим целое неотрицательное 𝑘 так, чтобы 𝑡∈ [𝜏𝑚+𝑘−1, 𝜏𝑚+𝑘). Учиты-
вая, что функция Ψ(𝑇, 𝑡) монотонно возрастает на интервалах [𝜏𝑚+𝑘−1, 𝜏𝑚+𝑘), 𝑘=0, 1, . . ., а
функция 𝜓(0, 𝑡) сохраняет постоянное значение на каждом из этих интервалов, условие (25)
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достаточно проверить только для левосторонних моментов 𝑡= 𝜏−𝑚+𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . Нетрудно
убедиться, что

𝜓−1(0, 𝜏−𝑚+𝑘)Ψ(𝜏𝑚−1, 𝜏
−
𝑚+𝑘)=

𝑚+𝑘−1∑︁
𝑖=𝑚−1

(κ1 . . .κ𝑖)
𝜌(𝜈−1)
𝜇−1

𝜏𝑖+1ˆ

𝜏𝑖

𝑀(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑘=0, 1, . . .

(здесь при 𝑚 = 1 считаем κ1 . . .κ0 = 1). Тогда для достижения требуемого условия (25)
необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд

+∞∑︁
𝑖=0

(κ1 . . .κ𝑖)
𝜌(𝜈−1)
𝜇−1

𝜏𝑖+1ˆ

𝜏𝑖

𝑀(𝜏) 𝑑𝜏. (30)

Действительно, в этом случае, согласно критерию сходимости, для любого 𝑙 > 0 найдётся
такое натуральное 𝑚, что 𝜓−1(0, 𝜏−𝑚+𝑘)Ψ(𝜏𝑚−1, 𝜏

−
𝑚+𝑘)⩽ 𝑙 при всех 𝑘=0, 1, . . .

Пример 2. Пусть κ𝑖=κ ∈ (0, 1), 𝑀(𝑡)⩽𝑀𝑖 при 𝑡∈ [𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖), 𝑇𝑖= 𝜏𝑖−𝜏𝑖−1, 𝑖∈N. Найдём
𝑃 = lim𝑖→∞

𝑖
√
𝑀𝑖+1𝑇𝑖+1. Тогда для сходимости ряда (30) достаточно выполнения неравен-

ства κ𝜌(𝜈−1)/(𝜇−1) < 1/𝑃 , откуда нетрудно получить ограничение на допустимый порядок
возмущений 𝜈.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проблема изучения влияния возмущений на устойчивость динамических систем акту-
альна для обеспечения работоспособности практических процессов, моделируемых этими
системами. За последние десятилетия было установлено множество критериев устойчивости
по линейному и нелинейному приближению, предложенных разными авторами. Наличие
в системе нестационарностей, а также воздействие импульсных эффектов и переключений
между возможными режимами функционирования системы значительно усложняют задачу.
Динамика решений системы в этом случае может принципиально меняться, что, в свою
очередь, может привести к изменению допустимых ограничений на возмущения. В настоя-
щей статье исследовалось влияние возмущений на гибридную систему с переключениями и
импульсами, состоящую из семейства однородных нестационарных подсистем. Отметим, что
рассматриваемые подходы могут быть применены для широкого класса других существенно
нелинейных систем. В частности, не представляет сложности распространить полученные
результаты на случай переключений между подсистемами с разными порядками однород-
ностей.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть H𝑛 — гиперболическое пространство размерности 𝑛⩾ 2. В настоящей работе до-
казывается единственность энтропийного решения задачи Дирихле для уравнения

−div(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢))+𝑏0(𝑥, 𝑢)+𝑏1(𝑥, 𝑢)𝜇= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(H𝑛),

где 𝜇 — неотрицательная мера Радона, 𝑑𝑢 — дифференциал функции 𝑢. Существование
энтропийных решений для этого уравнения было установлено в статье [1] (рассматривалась
функция 𝑎(𝑥, 𝑢, 𝑑𝑢)).

Понятие энтропийного решения задачи Дирихле было предложено в работе [2], в кото-
рой в области Ω⊂R𝑛 (необязательно ограниченной), 𝑛⩾ 2, рассматривалось эллиптическое
уравнение с 𝐿1-данными

−div(𝑎(𝑥,∇𝑢))= 𝑓(𝑥, 𝑢), sup
|𝑢|<𝑐

|𝑓(𝑥, 𝑢)| ∈𝐿1,loc(Ω), 𝑐> 0.

На функцию 𝑎 накладывались некоторые условия ограниченности, монотонности и коэрци-
тивности. Доказаны существование и единственность энтропийного решения задачи Дирихле.
После этой работы энтропийные решения стали объектом исследования многих математи-
ков. В работе [3] установлена эквивалентность энтропийных и ренормализованных решений
нелинейной эллиптической задачи в пространствах Музилака–Орлича.

В статье [4] в ограниченной области Ω была рассмотрена задача

−△𝑢+𝜇𝑔(𝑢)=𝜎, 𝑢|𝜕Ω=0,
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для которой установлены существование и единственность очень слабого решения при неко-
торых ограничениях на функцию 𝑔, меру Радона 𝜎 и неотрицательную меру 𝜇 из класса
Морри.

В [5] для уравнения c мерой Радона 𝜎

−div(𝑎(𝑥,∇𝑢))+𝑎0(𝑥, 𝑢)=𝜎

доказаны существование и единственность ренормализованного решения задачи Дирихле
для произвольной области Ω.

В статье [6] в неограниченной области исследована задача Дирихле

−div 𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢)+𝑀 ′(𝑥, 𝑢)+𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢)=𝜎, 𝑢|𝜕Ω=0,

где функции 𝑎, 𝑏 имеют рост, определяемый обобщённой 𝑁 -функцией 𝑀(𝑥, 𝑢), а ограни-
ченная мера Радона 𝜎 имеет специальный вид. Требовалось, чтобы сопряжённая функция
𝑀(𝑥, 𝑢) удовлетворяла Δ2-условию и 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢)𝑢⩾0. Доказано существование энтропийного
решения задачи Дирихле и обосновано, что оно является ренормализованным решением.

В настоящей работе предполагается, что функции 𝑀(𝑥, 𝑢) и 𝑀(𝑥, 𝑢) удовлетворя-
ют Δ2-условию. Известно, что пространство 𝐶∞

0 (R𝑛) можно пополнять как по норме
(
´
|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥)1/𝑝, так и по норме (

´
(|𝑢|𝑝+ |∇𝑢|𝑝) 𝑑𝑥)1/𝑝, причём во втором случае получается

более узкое пространство 𝑊 1
𝑝 (R𝑛)⊂ℋ1

𝑝(R𝑛). Как правило (см., например, [5, 6]), выбирает-
ся второй случай, что приводит к некоторым дополнительным ограничениям на функции,
входящие в уравнение. Ниже, как и в [1], используется пространство ℋ1

𝑀 (R𝑛) первого типа.
Кроме того, в отличие от [2] и других исследований, монотонность функций 𝑏𝑖, 𝑖=0, 1, по 𝑢
не предполагается.

Отметим ещё работу [7], в которой доказана корректность нелинейной задачи Дирихле

ℒ𝑢=−div(𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢)+𝐺(𝑢))+𝜇𝑢= 𝑓, 𝑥∈Ω, 𝑢|𝜕Ω=0,

где 𝐺(𝑢) обозначает векторное поле 𝐺(𝑢)𝑖=𝐹 𝑖(𝑥)𝑢𝑥𝑖 , 𝐹 𝑖 ∈𝐿1,loc(Ω). Рассмотрен также слу-
чай Ω=R𝑛. Класс операторов ℒ содержит оператор Шрёдингера −△+𝜇 с сингулярными
потенциалами 𝜇.

В [8] для уравнения вида

−div 𝑎(𝑥,∇𝑢)=𝜇, 𝑥∈Ω, (1)

при некоторых условиях регулярности на функцию Музилака–Орлича 𝑀(𝑥, 𝑧) показано,
что каждая ограниченная мера Радона 𝜇 в ограниченной области Ω ⊂ R𝑛 может быть
представлена в виде 𝜇=𝜇𝑀+𝜇𝑠, причём 𝜇𝑀 называется диффузной по 𝑀 -ёмкости Cap𝑀 и
𝜇𝑀 (𝐸)= 0 для любого 𝐸⊆Ω такого, что Cap𝑀 (𝐸,Ω)=0, а 𝜇𝑠 сосредоточена на множестве
нулевой 𝑀 -ёмкости и называется сингулярной. Доказано существование (а при 𝜇= 𝜇𝑀 и
единственность) ренормализованного решения задачи Дирихле.

В работе [9] для анизотропной 𝑁 -функции Φ∈Δ2
⋂︀
∇2 установлено аналогичное разло-

жение меры по анизотропной Φ-ёмкости и в случае диффузной меры 𝜇Φ доказана един-
ственность апроксимационного решения задачи Дирихле в ограниченной области для урав-
нения (1).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Рассмотрим гиперболическое пространство H𝑛, 𝑛⩾2, в виде модели Пуанкаре в единичном
шаре 𝐵1 с римановой метрикой

𝑔𝑖𝑗(𝑥)=
4

(1−|𝑥|2)2
𝛿𝑖𝑗 , 𝑥∈𝐵1, 𝑖, 𝑗=1, 𝑛,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



ЕДИНСТВЕННОСТЬ ЭНТРОПИЙНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 1655

кроме того, пусть 𝑔𝑖𝑗 — элементы обратной матрицы к (𝑔𝑖𝑗), 𝜕𝐵1≡𝜕∞H𝑛={∞}. Геодезическое
расстояние между произвольным 𝑥∈H𝑛 и точкой 0 находится как

𝜌(𝑥)=

|𝑥|ˆ

0

2

1−𝑠2
𝑑𝑠= ln

1+ |𝑥|
1−|𝑥|

, 𝑥∈𝐵1≡H𝑛; (2)

поэтому |𝑥|=th(𝜌(𝑥)/2).
В пространстве H𝑛 элемент объёма равен

𝑑𝜈=
√
𝑔𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛=

2𝑛

(1−|𝑥|2)𝑛
𝑑𝑥,

где 𝑑𝑥 — мера Лебега в R𝑛.
Для каждого 𝑥 ∈ H𝑛 через 𝑇𝑥H𝑛 обозначим касательное пространство в этой точке.

Очевидно, что (𝜕/𝜕𝑥1, 𝜕/𝜕𝑥2, . . . , 𝜕/𝜕𝑥𝑛) — базис в 𝑇𝑥H𝑛. Скалярное произведение векторов
и длину вектора будем обозначать соответственно как (𝛽, 𝜉)𝑔 ≡ (𝛽, 𝜉)𝑔,𝑥=

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑔𝑖𝑗(𝑥)𝛽

𝑖𝜉𝑗 и
|𝛽|𝑔 =

√︀
(𝛽, 𝛽)𝑔 для любых 𝛽, 𝜉 ∈ 𝑇𝑥H𝑛, 𝑥 ∈H𝑛, где 𝛽 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛽

𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑖, 𝜉 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜉
𝑖𝜕/𝜕𝑥𝑖 для

некоторых (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)∈R𝑛 и (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)∈R𝑛. Градиент определяется формулой

∇𝑔𝑢=
(︀
(∇𝑔𝑢)

1, . . . , (∇𝑔𝑢)
𝑛
)︀
, (∇𝑔𝑢)

𝑖=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑖=1, 𝑛.

Через 𝜒𝑘(H𝑛) обозначим множество векторных полей класса 𝐶𝑘, 𝑘 ⩾ 0, на многообра-
зии H𝑛.

Дифференциал 𝑑𝑓 функции 𝑓 имеет локальные координаты 𝜕𝑓/𝜕𝑥𝑖 и при этом |𝑑𝑓 |𝑔 =
= |∇𝑔𝑓 |𝑔. Производная Ли функции 𝑓 ∈𝐶1(H𝑛) вдоль векторного поля 𝑋∈𝜒0(H𝑛) в локальной
системе координат определяется формулой

(𝑑𝑓,𝑋)= (𝑋, 𝑑𝑓)= (∇𝑓,𝑋)𝑔 =𝑋𝑖 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
,

а дивергенция векторного поля 𝑋 как

div𝑔𝑋 =
1
√
𝑔

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(︀
𝑋𝑖√𝑔

)︀
.

Известно, что
div𝑔(𝑓𝑋)= 𝑓 div𝑔𝑋+(𝑋, 𝑑𝑓).

Далее через ℒ(𝑉 ;𝑊 ) обозначим множество линейных ограниченных операторов, опреде-
лённых в банаховом пространстве 𝑉 и принимающих значения в банаховом пространстве 𝑊 .

Через ⟨𝑙, 𝑣⟩ будем обозначать действие функционала 𝑙∈𝑉 * на вектор 𝑣 ∈𝑉 .
Приведём необходимые сведения из теории пространств Музилака–Орлича (см. [10]).
Определение 1. Пусть функция 𝑀(𝑥, 𝑧) : H𝑛×R→R+ удовлетворяет следующим усло-

виям:
1) 𝑀(𝑥, ·) — 𝑁 -функция по 𝑧∈R, т.е. она является выпуклой вниз, неубывающей, чётной,

непрерывной, 𝑀(𝑥, 0)=0 для п.в. 𝑥∈H𝑛 и inf𝑥∈H𝑛 𝑀(𝑥, 𝑧)> 0 для всех 𝑧 ̸=0,

lim
𝑧→0

sup
𝑥∈H𝑛

𝑀(𝑥, 𝑧)

𝑧
=0, lim

𝑧→∞
inf
𝑥∈H𝑛

𝑀(𝑥, 𝑧)

𝑧
=∞

(очевидно, что функция 𝑀(𝑥, 𝑧)/𝑧 не убывает);
2) 𝑀(·, 𝑧) — измеримая функция по 𝑥∈H𝑛 для любых 𝑧 ∈R.
Такая функция 𝑀(𝑥, 𝑧) называется функцией Музилака–Орлича.
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Сопряжённая функция 𝑀(𝑥, ·) к функции Музилака–Орлича 𝑀(𝑥, ·) для п.в. 𝑥∈H𝑛 и
любых 𝑧⩾ 0 определяется равенством

𝑀(𝑥, 𝑧)= sup
𝑦⩾0

(︀
𝑦𝑧−𝑀(𝑥, 𝑦)

)︀
.

Отсюда следует неравенство Юнга |𝑧𝑦|⩽𝑀(𝑥, 𝑧)+𝑀(𝑥, 𝑦), 𝑧, 𝑦 ∈R, 𝑥∈H𝑛.
Будем предполагать, что

𝑀(·, 𝑧),𝑀(·, 𝑧)∈𝐿1,loc(H𝑛), 𝑧 > 0. (3)

Говорят, что функция 𝑀(𝑥, 𝑧) удовлетворяет Δ2-условию, если существуют постоянная 𝐶
и функция 𝐺∈𝐿1(H𝑛) такие, что

𝑀(𝑥, 2𝑧)⩽𝐶𝑀(𝑥, 𝑧)+𝐺(𝑥) для любых 𝑧 ∈R и 𝑥∈H𝑛.

Будем предполагать, что 𝑀 и 𝑀 удовлетворяют Δ2-условию и подчиняются условию (3).
Определим пространство Лебега 𝐿𝑀 (H𝑛) как множество таких измеримых на H𝑛 функ-

ций 𝑢, для которых конечна норма Люксембурга

‖𝑢‖𝑀 = inf{𝑘 > 0: 𝜚(𝑘−1𝑢)⩽ 1}, 𝜚(𝑢)=
ˆ

H𝑛

𝑀(𝑥, 𝑢) 𝑑𝜈.

Пространство 𝐿𝑀 (H𝑛) сепарабельное и рефлексивное, (𝐿𝑀 (H𝑛))* = 𝐿𝑀 (H𝑛) [11, след-
ствие 3.6.7]. Сходимость ‖𝑢𝑗−𝑢‖𝑀 → 0 равносильна модулярной сходимости 𝜚(𝑢𝑗−𝑢)→ 0.

Для двух сопряжённых функций Музилака–Орлича 𝑀 и 𝑀, если 𝑢∈𝐿𝑀 (H𝑛) и 𝑣∈𝐿𝑀 (H𝑛),
выполняется неравенство Гёльдера

⃒⃒´
H𝑛 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝜈

⃒⃒
⩽ 2‖𝑢‖𝑀‖𝑣‖𝑀 .

Для любого 𝜎>0 определим шар в гиперболическом пространстве B𝜎={𝑥∈H𝑛 : 𝜌(𝑥)<𝜎}.
Следовательно, для любого 𝑟∈ (0, 1)

𝐵𝑟 =Bln 1+𝑟
1−𝑟

,

точнее, евклидов шар 𝐵𝑟 является картой для гиперболического шара. Всюду далее числа
𝑟, 𝜎 связаны равенством 𝜎 = ln

(︀
(1+𝑟)/(1−𝑟)

)︀
. Очевидно, в силу гладкости метрики (𝑔𝑖𝑗)

в шаре 𝐵𝑟, что геодезические расстояния 𝜌′ между парами точек шара B𝜎 оцениваются
через евклидовы расстояния соответствующих точек в шаре 𝐵𝑟: 𝐶−1𝑟′⩽𝜌′⩽𝐶𝑟′. Простран-
ства 𝑊 1

𝑝 (B𝜎) и 𝑊 1
𝑝 (𝐵𝑟) естественным образом отождествляются и соответствующие нормы

эквивалентны.
Пространство ℋ1

𝑀 (H𝑛) определим как пополнение пространства функций 𝒟(H𝑛) по норме

‖𝑢‖𝑀,1= ‖ |𝑑𝑢|𝑔 ‖𝑀 = ‖𝑢‖𝑉 .

Для краткости это пространство будем обозначать через 𝑉 . Сопряжённое к 𝑉 пространство
с индуцированной нормой обозначим через 𝑉 *. Для гиперболического пространства при
1⩽ 𝑝<𝑛 известна оценка [12, теорема 2.28]

‖𝑢‖𝑝*,H𝑛 ⩽𝐶‖∇𝑔𝑢‖𝑝,H𝑛 , 𝑢∈𝐶∞
0 (H𝑛), 𝑝*=𝑛𝑝/(𝑛−𝑝).

Отсюда следует, что
‖𝑢‖𝑊 1

𝑝 (B𝑟)⩽ℎ(𝑟)‖𝑢‖𝑉 , 𝑟 > 0, (4)

где ℎ(𝑟) — неотрицательная возрастающая функция.
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Поскольку функция 𝑢 с конечной нормой ‖∇𝑔𝑢‖𝑝,H𝑛 имеет также конечную норму
‖𝑢‖𝑝*,H𝑛 , т.е. в определённом смысле стремится к нулю на бесконечности, этот факт интер-
претируем как краевое условие Дирихле в рассматриваемой нами задаче. Из Δ2-условия на
функцию 𝑀 следует (см. [13, предложение 2.1]), что существуют числа 𝑝∈ (1, 𝑛), 𝛽 ∈ (0, 1),
𝑟0 такие, что при всех 𝜆>𝑟0 и при почти всех 𝑥∈H𝑛 выполнено неравенство

𝛽𝜆𝑝<𝑀(𝑥, 𝜆). (5)

Напомним, что из ограниченной последовательности элементов {𝑣𝑗} ∈ 𝐿𝑀 (H𝑛), 𝑗 ∈ N,
рассматриваемых как линейные функционалы на пространстве 𝐿𝑀 (H𝑛), можно выделить
*-слабо сходящуюся подпоследовательность 𝑣𝑗𝑘 [14, гл. 4, § 3, теорема 3].

Для 𝑣∈𝐿𝑀 (H𝑛) справедливы неравенства ‖𝑣‖𝑀 ⩽𝜚𝑀 (𝑣)+1; 𝜚𝑀 (𝑣)⩽‖𝑣‖𝑀 , если ‖𝑣‖𝑀 ⩽1;
‖𝑣‖𝑀 ⩽ 𝜚𝑀 (𝑣), если ‖𝑣‖𝑀 > 1.

Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N ∈𝐿𝑀 (H𝑛) называется модулярно сходящейся к 𝑣∈
∈𝐿𝑀 (H𝑛), если существует число 𝜆> 0 такое, что lim𝑗→∞ 𝜚𝑀 ((𝑣𝑗−𝑣)/𝜆) = 0. Если 𝑀 удо-
влетворяет Δ2-условию, то модулярная сходимость и сходимость по норме совпадают.

Будем рассматривать оператор вида

ℬ𝑢= 𝑏0(𝑥, 𝑢)+𝑏1(𝑥, 𝑢)𝜇,

где 𝜇 — неотрицательная мера Радона. Предполагается, что оператор ℬ : 𝒟(H)→𝒟′(H) при
𝑢, 𝑣 ∈𝒟(H𝑛) действует по правилу

⟨ℬ𝑢, 𝑣⟩=
ˆ

H𝑛

𝑏0(𝑥, 𝑢)𝑣 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑣 𝑑𝜇.

Левая часть последней формулы будет использоваться также для обозначения суммы двух
интегралов в правой части для более широкого класса функций, и тогда символ ℬ не следует
понимать как оператор. Меру Радона 𝜇 на H𝑛 можно рассматривать как меру на шаре 𝐵1.

Пусть 𝜇 — мера Радона с конечной полной вариацией и носителем, лежащим в ограни-
ченной области Ω⊂H𝑛. Будем считать, что мера продолжена нулем вне Ω. Напомним, что
𝜇 принадлежит классу Морри M𝑠(Ω), 𝑠⩾1, если для любого шара с центром в 𝑥 выполнено
неравенство

|𝐵𝑟(𝑥)|𝜇 :=
ˆ

𝐵𝑟(𝑥)

𝑑|𝜇|⩽ 𝑐𝑟𝑛(1−1/𝑠), 𝑟 > 0, 𝑥∈Ω.

Докажем единственность энтропийного решения уравнения

−div𝑔(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢))+ℬ𝑢= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(H𝑛). (6)

Будем предполагать, что существует число 𝑠>𝑛𝑝/(𝑛𝑝+𝑝−𝑛) (𝑝 из (5)) такое, что

𝜇∈M𝑠(𝐵𝑟) для любого 𝑟∈ (0, 1). (7)

Известно [4, предложение 2.5] компактное вложение при 𝑞 <𝜃𝑝/(𝑛−𝑝) для неотрицательной
меры 𝜇∈M𝑛/(𝑛−𝜃)(Ω):

𝑊 1
𝑝 (Ω) →˓𝐿𝑞,𝜇(Ω). (8)

В случае меры Лебега компактным является вложение 𝑊 1
𝑝 (Ω) →˓𝐿𝑞0(Ω) при 𝑞0<𝑛𝑝/(𝑛−𝑝).

Очевидно, что класс Морри M𝑠(B𝜎) мер на шаре B𝜎 многообразия H𝑛 можно рассмат-
ривать и как класс Морри M𝑠(𝐵𝑟) мер на шаре 𝐵𝑟 евклидова пространства.
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Каратеодориевое отображение 𝑎(𝑥, 𝑦) : 𝑇 *
𝑥H𝑛→𝑇𝑥H𝑛 в (6) удовлетворяет при 𝑥∈H𝑛 усло-

виям:
– ограниченности с функцией 𝐺∈𝐿1(H𝑛) и константой 𝐶 > 0:

𝑀(𝑥, |𝑎(𝑥, 𝑦)|𝑔)⩽𝐺(𝑥)+𝐶𝑀(𝑥, |𝑦|𝑔), 𝑦 ∈𝑇 *
𝑥H𝑛; (9)

– коэрцитивности
(𝑎(𝑥, 𝑦), 𝑦)⩾ 𝑐0𝑀(𝑥, |𝑦|𝑔)−𝐺(𝑥), 𝑐0> 0; (10)

– монотонности

(𝑎(𝑥, 𝑦)−𝑎(𝑥, 𝑧), 𝑦−𝑧)> 0, 𝑦 ̸= 𝑧, 𝑦, 𝑧 ∈𝑇 *
𝑥H𝑛, 𝑥∈H𝑛. (11)

Кроме того, пусть каратеодориевая функция 𝑏0 и 𝜇-каратеодориевая функция 𝑏1 удовле-
творяют неравенствам

|𝑏0(𝑥, 𝑠)|⩽ ̂︀𝐺0(𝑥), |𝑠|⩽ 1, 𝑥∈H𝑛, ̂︀𝐺0 ∈𝐿1(H𝑛), (12)

|𝑏1(𝑥, 𝑠)|⩽ ̂︀𝐺1(𝑥), |𝑠|⩽ 1, 𝑥∈H𝑛, ̂︀𝐺1 ∈𝐿1,𝜇(H𝑛), (13)

𝑏𝑖(𝑥, 𝑟)𝑟⩾ 0, 𝑖=0, 1, 𝑟∈R. (14)

Пусть существует возрастающая функция ̃︀𝑔(𝑟), 𝑟 > 0, lim𝑟→∞ ̃︀𝑔(𝑟)=∞, такая, что

|𝑏1(𝑥, 𝑠)|> ̃︀𝑔(𝑟), 𝑠⩾ 𝑟, 𝑥∈H𝑛. (15)

Определим функцию

𝑇𝑘(𝑟)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘 при 𝑟 >𝑘,

𝑟 при |𝑟|⩽ 𝑘,

−𝑘 при 𝑟 <−𝑘.

Через 𝒯 1
𝑀 (H𝑛) обозначим множество измеримых функций 𝑢 : H𝑛→R таких, что 𝑇𝑘(𝑢)∈𝑉

при любом 𝑘 > 0.
Определение 2. Энтропийным решением задачи Дирихле для уравнения (6) называется

функция 𝑢∈𝒯 1
𝑀 (H𝑛) такая, что при всех 𝑘 > 0, 𝜉 ∈𝒟(H𝑛) конечны интегралы

´
H𝑛 𝑏0(𝑥, 𝑢)×

×𝑇𝑘(𝑢−𝜉) 𝑑𝜈,
´
H𝑛 𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢−𝜉) 𝑑𝜇 и верно неравенство
ˆ

H𝑛

((𝑎(𝑥, 𝑑𝑢), 𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝜉))−𝑓𝑇𝑘(𝑢−𝜉)) 𝑑𝜈+⟨ℬ𝑢, 𝑇𝑘(𝑢−𝜉)⟩⩽ 0. (16)

Обычно при определении энтропийного решения требуется, чтобы 𝑏0(𝑥, 𝑢)∈𝐿1(H𝑛). В на-
стоящей работе этот факт устанавливается в лемме 1 как следствие условий (12)–(14).
Отметим, что здесь речь не идёт о расширении области определения оператора ℬ.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Пусть 𝑢 — энтропийное решение задачи Дирихле для уравнения (6) и вы-
полнены условия (7)–(11). Пусть функции 𝑏𝑖(𝑥, 𝑠), 𝑖= 0, 1, возрастают по 𝑠 и выполнены
неравенства (12)–(14). Тогда 𝑏0(𝑥, 𝑢)∈𝐿1(H𝑛), 𝑏1(𝑥, 𝑢)∈𝐿1,𝜇(H𝑛) и при всех 𝑘 >𝑘0 справед-
ливы неравенства ˆ

H𝑛

𝑀(𝑥, 𝑑𝑇𝑘(𝑢)) 𝑑𝜈⩽𝐶𝑘. (17)
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Доказательство. Запишем неравенство (16) при 𝜉=0:
ˆ

H𝑛

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢), 𝑑𝑇𝑘(𝑢)) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

(𝑏0(𝑥, 𝑢)−𝑓)𝑇𝑘(𝑢) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢) 𝑑𝜇⩽ 0.

Из условия (10) следует неравенство
ˆ

H𝑛

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢), 𝑑𝑇𝑘(𝑢)) 𝑑𝜈⩾
ˆ

H𝑛

(𝑐0𝑀(𝑥, |𝑑𝑇𝑘(𝑢)|𝑔)−𝐺(𝑥)) 𝑑𝜈.

Таким образом,
ˆ

H𝑛

(𝑐0𝑀(𝑥, |𝑑𝑇𝑘(𝑢)|𝑔)+𝑏0(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢)) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢) 𝑑𝜇⩽
ˆ

H𝑛

(𝐺+𝑓𝑇𝑘(𝑢)) 𝑑𝜈 <∞.

Следствием этого, ввиду (14), являются неравенства (17) и
ˆ

H𝑛

|𝑏0(𝑥, 𝑢)|𝜒{|𝑢|>1} 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

|𝑏1(𝑥, 𝑢)|𝜒{|𝑢|>1} 𝑑𝜇<∞. (18)

Из условий (12), (13) вытекает соотношение
ˆ

H𝑛

|𝑏0(𝑥, 𝑢)|𝜒{|𝑢|⩽1} 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

|𝑏1(𝑥, 𝑢)|𝜒{|𝑢|⩽1} 𝑑𝜇⩽
ˆ

H𝑛

( ̂︀𝐺0(𝑥)+ ̂︀𝐺1(𝑥)) 𝑑𝜈 <∞,

откуда с учётом (18) получаем 𝑏0(𝑥, 𝑢)∈𝐿1(H𝑛), 𝑏1(𝑥, 𝑢)∈𝐿1,𝜇(H𝑛). Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть 𝑢 — энтропийное решение задачи Дирихле для уравнения (6) и вы-

полнены условия (7)–(11). Пусть функции 𝑏𝑖(𝑥, 𝑠), 𝑖= 0, 1, возрастают по 𝑠 и выполнены
неравенства (12)–(14). Тогда условие (16) справедливо при 𝜉 ∈𝑉 ∩𝐿∞(H𝑛).

Доказательство. Пусть 𝜉∈𝑉 , ‖𝜉‖∞⩽𝐶0. Тогда найдётся последовательность 𝑣𝑖∈𝒟(H𝑛),
𝑖∈N, такая, что ‖𝑣𝑖‖∞⩽𝐶0, 𝑑𝑣𝑖→ 𝑑𝜉 в 𝐿𝑀 (H𝑛). При этом из (4) следует сходимость 𝑣𝑖→ 𝜉
в 𝑊𝑝,loc(H𝑛) и 𝜈-п.в. в H𝑛. В силу (8) имеем также сходимости 𝑣𝑖→ 𝜉 в 𝐿𝑞,𝜇,loc(H𝑛) и 𝜇-п.в.
в H𝑛. Тогда

𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖)→𝑇𝑘(𝑢−𝜉) 𝜈-п.в. и 𝜇-п.в.

Далее, |𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖)|⩽ |𝑑𝑇𝐾(𝑢)|+|𝑑𝑣𝑖(𝑥)|, где 𝐾=𝑘+𝐶0. Нетрудно установить, что 𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖)⇀
⇀𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝜉) *-слабо в 𝐿𝑀 (H𝑛). Пользуясь определением 2, запишем неравенство
ˆ

H𝑛

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢), 𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖)) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏0(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖) 𝑑𝜇⩽
ˆ

H𝑛

𝑓𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖) 𝑑𝜈.

Первый интеграл имеет вид
´
H𝑛(𝑎(𝑥, 𝑑𝑇𝐾(𝑢)), 𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝑣𝑖)) 𝑑𝜈, причём 𝑎(𝑥, 𝑑𝑇𝐾(𝑢))∈𝐿𝑀 (H𝑛)

(ввиду (9)). Поэтому возможен предельный переход при 𝑖→∞ в этом интеграле. Предельный
переход в оставшихся интегралах совершается по теореме Лебега с использованием леммы 1.
Лемма доказана.

Основным результатом работы является
Теорема. Пусть функции 𝑏𝑖(𝑥, 𝑠), 𝑖 = 0, 1, возрастают по 𝑠 и выполнены неравен-

ства (12)–(14). Пусть 𝑢1, 𝑢2 — энтропийные решения задачи Дирихле для уравнения (6).
Если выполнены условия (7)–(11), то 𝑢1=𝑢2.
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Доказательство. Пользуясь определением 2 и леммой 2, запишем для 𝑢1 неравенство
ˆ

H𝑛

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏0(𝑥, 𝑢1)𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2)) 𝑑𝜈+

+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢1)𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2)) 𝑑𝜇⩽
ˆ

H𝑛

𝑓𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2)) 𝑑𝜈. (19)

Очевидно, что в (19) можно в качестве 𝑢2 подставить 𝑢1. Опуская индексы, будем иметь
ˆ

H𝑛

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢), 𝑑𝑇𝑘(𝑢−𝑇ℎ(𝑢))) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛

𝑏0(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢−𝑇ℎ(𝑢)) 𝑑𝜈+

+
ˆ

H𝑛

𝑏1(𝑥, 𝑢)𝑇𝑘(𝑢−𝑇ℎ(𝑢)) 𝑑𝜇⩽
ˆ

H𝑛

𝑓𝑇𝑘(𝑢−𝑇ℎ(𝑢)) 𝑑𝜈.

Используя (10) и (14), нетрудно получить неравенство
ˆ

{H𝑛 : ℎ⩽|𝑢|<ℎ+𝑘}

𝑐0𝑀(𝑥, 𝑢) 𝑑𝜈⩽
ˆ

{H𝑛 : |𝑢|⩾ℎ}

(𝐺+ |𝑓 |𝑘) 𝑑𝜈= 𝜀(ℎ), (20)

где 𝜀(ℎ)→ 0 при ℎ→∞. Действительно, из соотношения

𝐼(ℎ)=
ˆ

{H𝑛 : |𝑢|⩾ℎ}

|𝐺| 𝑑𝜈⩽
ˆ

{H𝑛 : |𝑢|⩾ℎ, |𝑥|<𝑅}

|𝐺| 𝑑𝜈+
ˆ

{H𝑛 : |𝑢|⩾𝑅}

|𝐺| 𝑑𝜈

следует неравенство
lim sup
ℎ→∞

𝐼(ℎ)⩽
ˆ

{H𝑛 : |𝑢|⩾𝑅}

|𝐺| 𝑑𝜈,

поскольку 𝐺∈𝐿1(H𝑛) и meas{|𝑢|⩾ℎ, |𝑥|<𝑅}→ 0 при ℎ→∞. В силу произвольности 𝑅> 0
имеем lim supℎ→∞ 𝐼(ℎ)= 0.

Складывая неравенство (19) для 𝑢1 с аналогичным для 𝑢2, получаем

𝐼 ′1+𝐼
′′
1 +𝐼2+𝐼3 :=

ˆ

{H𝑛 : |𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2)|<𝑘}

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))) 𝑑𝜈+

+
ˆ

{H𝑛 : |𝑢2−𝑇ℎ(𝑢1)|<𝑘}

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢2), 𝑑𝑇𝑘(𝑢2−𝑇ℎ(𝑢1))) 𝑑𝜈+

+
ˆ

H𝑛

(𝑏0(𝑥, 𝑢1)𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))+𝑏0(𝑥, 𝑢2)𝑇𝑘(𝑢2−𝑇ℎ(𝑢1))) 𝑑𝜈+

+
ˆ

H𝑛

(𝑏1(𝑥, 𝑢1)𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))+𝑏1(𝑥, 𝑢2)𝑇𝑘(𝑢2−𝑇ℎ(𝑢1))) 𝑑𝜇⩽

⩽
ˆ

H𝑛

𝑓(𝑇𝑘(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))+𝑇𝑘(𝑢2−𝑇ℎ(𝑢1))) 𝑑𝜈=: 𝐼4. (21)

Чтобы совершить предельный переход ℎ→∞, будем разбивать каждый из интегралов на
несколько частей. Положим 𝐴0= {𝑥∈H𝑛 : |𝑢1−𝑢2|<𝑘, |𝑢1|<ℎ, |𝑢2|<ℎ}. Интегралы 𝐼 ′1+𝐼

′′
1

по этому множеству можно записать в виде

𝐼0=
ˆ

𝐴0

((𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1)−𝑎(𝑥, 𝑑𝑢2)), 𝑑(𝑢1−𝑢2)) 𝑑𝜈,
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по множеству 𝐴1= {𝑥∈H𝑛 : |𝑢1−𝑢2|<𝑘, |𝑢2|⩾ℎ} как
ˆ

𝐴1

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))) 𝑑𝜈=
ˆ

𝐴1

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑𝑢1) 𝑑𝜈⩾−
ˆ

{|𝑢2|⩾ℎ}

𝐺(𝑥)𝑑𝜈=−𝜀(ℎ).

Для оставшегося множества 𝐴2= {𝑥∈H𝑛 : |𝑢1−𝑢2|<𝑘, |𝑢1|⩾ℎ, |𝑢2|<ℎ} имеем неравенство
ˆ

𝐴2

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑(𝑢1−𝑇ℎ(𝑢2))) 𝑑𝜈⩾−
ˆ

𝐴2

(𝐺(𝑥)+(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑𝑢2)) 𝑑𝜈.

Очевидно, что⃒⃒⃒⃒ ˆ
𝐴2

(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1), 𝑑𝑢2) 𝑑𝜈

⃒⃒⃒⃒
⩽

ˆ

H𝑛 : ℎ⩽|𝑢1|<ℎ+𝑘

𝑀(𝑥, |𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1)|𝑔) 𝑑𝜈+
ˆ

H𝑛 : ℎ−𝑘⩽|𝑢2|<ℎ

𝑀(𝑥, |𝑑𝑢2|𝑔) 𝑑𝜈⩽

⩽
ˆ

H𝑛 : ℎ⩽|𝑢1|<ℎ+𝑘

(𝐺(𝑥)+𝐶𝑀(𝑥, ̂︀𝑑|𝑑𝑢1|𝑔) 𝑑𝜈+ ˆ

H𝑛 : ℎ−𝑘⩽|𝑢2|<ℎ

𝑀(𝑥, |𝑑𝑢2|𝑔)𝑑𝜈= 𝜀1(ℎ).

Последнее равенство вытекает из (9), (20) и Δ2-условия. Аналогичные неравенства спра-
ведливы и для второго интеграла в (21). Суммируя эти соотношения, получаем 𝐼 ′1+𝐼

′′
1 ⩾

⩾ 𝐼0−𝜀2(ℎ).
Интеграл 𝐼3 по множеству 𝐵0= {𝑥∈H𝑛 : |𝑢1|<ℎ, |𝑢2|<ℎ} даёт величину

𝐽0=
ˆ

𝐵0

(𝑏1(𝑥, 𝑢1)−𝑏1(𝑥, 𝑢2))𝑇𝑘(𝑢1−𝑢2) 𝑑𝜇⩾ 0,

а по множеству 𝐵1= {𝑥∈H𝑛 : |𝑢1|⩾ℎ} с исчезающей мерой при ℎ→∞ — величину, которая
оценивается как

|𝐽1|⩽ 2𝑘
ˆ

𝐵1

(|𝑏1(𝑥, 𝑢1)|+ |𝑏1(𝑥, 𝑢2)|) 𝑑𝜇⩽ 𝜀3(ℎ).

По оставшемуся множеству интеграл 𝐽2 имеет оценку |𝐽2| ⩽ 𝜀4(ℎ). В итоге 𝐼3 ⩾ −𝜀5(ℎ).
Аналогично 𝐼2⩾−𝜀6(ℎ), 𝐼4⩽ 𝜀7(ℎ).

Суммируя эти неравенства, находим, что 𝐼0⩽𝜀8(ℎ). Учитывая, что под интегралом стоит
неотрицательная функция, по теореме Беппо–Леви при ℎ→∞ получаем

ˆ

{H𝑛 : |𝑢1−𝑢2|<𝑘}

((𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1)−𝑎(𝑥, 𝑑𝑢2)), 𝑑(𝑢1−𝑢2)) 𝑑𝜈⩽ 0.

Переходя к пределу при 𝑘→∞, имеем
ˆ

H𝑛

(︀
(𝑎(𝑥, 𝑑𝑢1)−𝑎(𝑥, 𝑑𝑢2)), 𝑑(𝑢1−𝑢2)

)︀
𝑑𝜈⩽ 0.

Отсюда, используя (11), заключаем, что 𝑢1=𝑢2. Теорема доказана.
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UNIQUENESS OF THE ENTROPY SOLUTION TO THE DIRICHLET PROBLEM
FOR AN ELLIPTIC EQUATION WITH A MEASURE-VALUED POTENTIAL

IN A HYPERBOLIC SPACE
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We consider the Dirichlet problem in the hyperbolic space for a nonlinear equation of the second order
with measure-valued potential. The assumptions on the structure of the equation are stated in terms
of a generalized 𝑁 -function. The uniqueness of the entropy solution of the problem is proved.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝜔 — область на плоскости R2∋𝑦=(𝑦1, 𝑦2) с липшицевой границей 𝜕𝜔 и компактным
замыканием 𝜔=𝜔∪𝜕𝜔; 𝛾 — простой замкнутый гладкий класса 𝐶∞ (ср. с 1∘ в п. 7) контур
внутри 𝜔 и 𝒱𝑑 — его 𝑑-окрестность, где определена естественная система криволинейных
координат (𝑛, 𝑠), причём 𝑑 > 0 и 𝒱𝑑 ⊂ 𝜔, 𝑛 — ориентированное расстояние до 𝛾, 𝑛> 0 вне
области, ограниченной контуром, а 𝑠 — длина дуги на нём, измеренная против часовой
стрелки. Сведём масштабированием характерный размер фигуры 𝜔 к единице, т.е. сделаем
декартовы координаты 𝑥=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)∈R3 и все геометрические параметры безразмерными,
в частности, малый положительный параметр 𝜀.

В тонкой области (рис. 1, a)

Ω𝜀= {𝑥=(𝑦, 𝑧)∈R3 : 𝑦 ∈𝜔, 𝑧=𝑥3 ∈ (0, 𝜀ℎ(𝑦))} (1)

рассмотрим задачу Дирихле

−Δ𝑥𝑢
𝜀(𝑥)=𝜆𝜀𝑢𝜀(𝑥), 𝑥∈Ω𝜀, (2)

𝑢𝜀(𝑥)= 0, 𝑥∈ 𝜕Ω𝜀, (3)

и её вариационную постановку

(∇𝑥𝑢
𝜀,∇𝑥𝜓

𝜀)Ω𝜀 =𝜆𝜀(𝑢𝜀, 𝜓𝜀)Ω𝜀 при всех 𝜓 ∈𝐻1
0 (Ω

𝜀). (4)

Здесь ∇=grad, Δ𝑥 — оператор Лапласа, 𝜆𝜀 — спектральный параметр, (·, ·)Ω𝜀 — натуральное
скалярное произведение в пространстве Лебега 𝐿2(Π) и 𝐻1

0 (Ω
𝜀) — пространство Соболева
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Рис. 1. Частные примеры сечения областей вращения. Максимумы профильной
функции отмечены точками

функций, удовлетворяющих условию (3). Кроме того, ℎ — положительная профильная функ-
ция, непрерывная в 𝜔 и гладкая в 𝒱𝑑, на которую наложим следующие ограничения:

ℎ(𝑦)=ℎ0 на 𝛾, ℎ(𝑦)<ℎ0 при 𝑦 ∈𝜔∖𝛾,

ℎ(𝑦)=ℎ0−𝑎(𝑠)𝑛2+𝑂(|𝑛|3), 𝑦 ∈𝒱𝑑, 𝑎∈𝐶∞(𝛾), 𝑎> 0. (5)

Спектр задачи (4) (или (2), (3) в дифференциальной форме) является дискретным и
образует положительную монотонную последовательность нормальных собственных значений

0<𝜆𝜀1<𝜆
𝜀
2⩽𝜆𝜀3⩽ . . .⩽𝜆𝜀𝑞 ⩽ . . .→+∞, (6)

а соответствующие собственные функции 𝑢𝜀1, 𝑢
𝜀
2, 𝑢

𝜀
3, . . . , 𝑢

𝜀
𝑞, . . . ∈ 𝐻1

0 (Ω
𝜀) можно подчинить

условиям ортогональности и нормировки

(𝑢𝜀𝑝, 𝑢
𝜀
𝑞)Ω𝜀 = 𝛿𝑝,𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈N, (7)

где 𝛿𝑝,𝑞 — символ Кронекера. Первое собственное значение 𝜆𝜀1 простое, а собственную функ-
цию 𝑢𝜀1 фиксируем положительной в области Ω𝜀.

Аналогичным (2), (3) задачам Дирихле в различных постановках посвящено большое
количество публикаций (см. [1–6] и др.), которые, впрочем, относятся к случаю строгого
глобального максимума профильной функции ℎ в единственной точке 𝑦∙∈𝜔 (рис. 1, б ), т.е.

ℎ(𝑦)<ℎ∙ при 𝑦 ∈𝜔∖{𝑦∙}, ℎ(𝑦)=ℎ∙−𝑎∙(𝑦)+̃︀𝑎∙(𝑦), ̃︀𝑎∙(𝑦−𝑦∙)=𝑂(|𝑦−𝑦∙|3),

𝑎∙(𝑦∙+ 𝑡(𝑦−𝑦∙))= 𝑡2𝑎∙(𝑦), 𝑡 > 0, 𝑎∙(𝑦)⩾ 𝑐∙|𝑦−𝑦∙|2, 𝑐∙> 0. (8)

В этом случае асимптотика членов последовательности (6) принимает вид

𝜆𝜀𝑘=𝜋2ℎ−2
∙ 𝜀−2+𝜀−1𝜇𝑘+𝑂(𝜀−1/2),

где {𝜇𝑘}𝑘∈N — положительная неограниченная последовательность собственных значений
дифференциального уравнения в частных производных на плоскости

−Δ𝜉w(𝜉)+2𝜋2ℎ−3
∙ 𝑎∙(𝜉)w(𝜉)=𝜇w(𝜉), 𝜉=(𝜉1, 𝜉2)∈R2.

Соответствующие собственные функции w𝑘 затухают при |𝜉| = 𝜀−1/2|𝑦− 𝑦∙| → +∞ с экс-
поненциальной скоростью, и аналог этого свойства передаётся собственным функциям 𝑢𝜀𝑘
исходной задачи в тонкой области (1), которые тем самым приобретают качества внутреннего
пограничного слоя.

В противоположность указанным результатам далее изучается ситуация

𝑎(𝑠)= 𝑎0, (9)
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обеспечивающая локализацию собственных функций задачи (2), (3) около всей линии

𝛾𝜀= {𝑥 : 𝑦 ∈ 𝛾, 𝑧= 𝜀ℎ(𝑦)}⊂ 𝜕Ω𝜀. (10)

При переменном коэффициенте 𝑎 в формуле (5) опять наблюдается концентрация собствен-
ных функций 𝑢𝜀𝑘 около точки максимума 𝑠# функции 𝛾 ∋ 𝑠 ↦→ 𝑎(𝑠) (процедура построения
асимптотики собственных значений приведена в п. 7, 2∘).

Концентрация собственных функций около контура на границе наблюдалась (см. [7]) и в
смешанной краевой задаче в тонкой области при постановке условий Неймана на скошенной
боковой поверхности (рис. 1, в), однако только для окружности 𝜕𝜔 — в противном случае
локализация происходит около точки максимальной кривизны срединного сечения. Проис-
хождение эффекта иное, чем в данной работе: его порождает захваченная волна в задаче на
полуполосе с искривлённом торцом (см. [7, 8]), которая (задача) описывает явление погра-
ничного слоя. При этом эффект, разумеется, полностью исчезает, если область Ω𝜀 — прямой
цилиндр 𝜔×(0, 𝜀). Подчеркнём, что в рассматриваемой задаче (2), (3) при ограничениях (5)
и (9) локализация происходит вне зависимости от кривизны контура 𝛾 и младших членов
формулы Тейлора для профильной функции ℎ, которые влияют лишь на коэффициенты
предельного уравнения. Кроме того, распределение собственных функций вдоль всего кон-
тура сказывается не только на асимптотических конструкциях, но и на самой процедуре
обоснования асимптотики, особенно на вычислении в теореме 3 пределов

𝛽1𝑚= lim
𝜀→+0

(𝜆𝜀𝑚−𝜋2ℎ−2
0 𝜀−2−𝜇1𝜀−1), 𝑚∈N, (11)

— наиболее сложном результате, проверка которого потребовала разработки новых техни-
ческих приёмов.

Формальный асимптотический анализ представлен в п. 2, где найдено несколько серий
собственных значений с явной асимптотикой, а обоснование асимптотик — в пп. 3, 5, 6,
где выведены оценки асимптотических остатков в представлениях собственных значений
и функций, а также вычислен предел (11). В п. 4 установлено экспоненциальное затухание
собственных функций при удалении от линии (10). Наконец, в п. 7 сформулированы от-
крытые вопросы и обсуждены доступные обобщения, в частности, перечислены изменения
в асимптотической процедуре для ситуации 𝛾 = 𝜕𝜔, в которой контур 𝛾 — гладкое ребро,
например, плоско-вогнутой линзы Ω𝜀 (рис. 1, г).

2. ФОРМАЛЬНАЯ АСИМПТОТИКА

Собственные пары {значение; функция} задачи (2), (3) ищем в виде (см. комментарии в
п. 1 замечания 1)

𝜆𝜀= 𝜀−2𝜋2ℎ−2
0 +𝜀−1𝜇+𝛽+ . . . , (12)

𝑢𝜀(𝑥)= sin
(︀
𝜋𝜁ℎ(𝑦)−1

)︀(︀
𝑣(𝑠)𝑤(𝜂)+𝜀1/2𝑤′(𝜂, 𝑠)+𝜀𝑤′′(𝜂, 𝑠)

)︀
+ . . . (13)

Здесь многоточие заменяет младшие асимптотические члены, несущественные в предприни-
маемом формальном анализе, а числа 𝜇, 𝛽 и функции 𝑣 на контуре 𝛾 и 𝑤, 𝑤′, 𝑤′′ на оси R
подлежат определению. Кроме того, введены растянутые координаты

𝜁 = 𝜀−1𝑧, 𝜂= 𝜀−1/2𝑛, (14)

причём составляющие 𝑤, 𝑤′, 𝑤′′ экспоненциально затухают при 𝜂→±∞, т.е. истолковыва-
ются как внутренние пограничные слои. Сначала выведем дифференциальные уравнения,
из которых найдём собственные пары {𝜇;𝑤} и {𝛽; 𝑣} в анзацах (12) и (13).
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Оператор Лапласа в криволинейных координатах (𝑛, 𝑠, 𝑧) принимает вид

Δ=𝐽(𝑛, 𝑠)−1𝜕𝑛𝐽(𝑛, 𝑠)𝜕𝑛+𝐽(𝑛, 𝑠)
−1𝜕𝑠𝐽(𝑛, 𝑠)

−1𝜕𝑠+𝜕
2
𝑧 ,

где 𝐽(𝑛, 𝑠)=1+𝜅(𝑠)𝑛 — якобиан и 𝜅(𝑠) — кривизна в точке 𝑠∈𝛾, вообще говоря, знакоперемен-
ная, т.е. отрицательная на вогнутых участках. При переходе к растянутым координатам (14)
получаем расщепление

Δ= 𝜀−2𝜕2𝜁 +𝜀
−1𝜕2𝜂+𝜀

−1/2𝜅(𝑠)𝜕𝜂+𝜀
0(𝜕2𝑠 −𝜅(𝑠)2𝜂𝜕𝜂)+ . . . (15)

Формула Тейлора

ℎ(𝑛, 𝑠)=ℎ0−𝑎0𝑛2−𝑎′(𝑠)𝑛3−𝑎′′(𝑠)𝑛4+𝑂(|𝑛|5) (16)

с коэффициентами (9) и 𝑎′, 𝑎′′ ∈𝐶∞(𝛾) приводит к соотношению(︂
𝜕2

𝜕𝑧2
+

1

𝜀2
𝜋2

ℎ20

)︂
sin

(︂
𝜋𝑧

𝜀ℎ(𝑦)

)︂
=
𝜋2

𝜀2
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
ℎ(𝑦)2−ℎ20
ℎ(𝑦)2ℎ20

=

=−𝜋
2

𝜀2
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
2

ℎ30
𝑛2
(︂
𝑎0+𝑎

′(𝑠)𝑛+

(︂
𝑎′′(𝑠)+

3𝑎0
2ℎ0

)︂
𝑛2+𝑂(|𝑛|3)

)︂
=

=−𝜋
2

𝜀
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
2

ℎ30
𝜂2
(︂
𝑎0+𝜀

1/2𝑎′(𝑠)𝜂+𝜀

(︂
𝑎′′(𝑠)+

3𝑎0
2ℎ0

)︂
𝜂2+𝑂(𝜀3/2|𝜂|3)

)︂
. (17)

Подставим разложения (12), (13) и (15), (17) в уравнение (2) и соберём коэффициенты
при 𝜀−1 и 𝜀−1/2. В первую очередь получим уравнение гармонического осциллятора

−𝜕2𝜂𝑤(𝜂)+𝐵2𝜂2𝑤(𝜂)=𝜇𝑤(𝜂), 𝜂 ∈R, (18)

с параметром 𝐵=𝜋
√︁
2𝑎0ℎ

−3
0 . Собственные значения

𝜇𝑘=𝐵(2𝑘−1), 𝑘∈N, (19)

известны (см., например, монографию [9]), а соответствующие собственные функции 𝑤𝑘 ∈
∈ 𝐶∞(R), исчезающие на бесконечности со скоростью 𝑂(|𝜂|𝑘−1𝑒−𝐵𝜂

2/2), нормируем в про-
странстве Лебега 𝐿2(R), причём первую зафиксируем положительной. Они оказываются
чётными при 𝑘 = 2ℓ− 1 и нечётными при 𝑘 = 2ℓ; здесь ℓ ∈ N. Сложноустроенные явные
формулы для функции 𝑤𝑘 (см. [9]) востребованы не будут.

Зафиксируем индекс 𝑘 и припишем его членам анзацев (12) и (13). Очередное уравнение

−𝜕2𝜂𝑤′
𝑘(𝜂, 𝑠)−𝐵2𝜂2𝑤′

𝑘(𝜂, 𝑠)−𝜇𝑘𝑤′
𝑘(𝜂, 𝑠)= 𝑓 ′𝑘(𝜂, 𝑠) :=

:= 𝑣(𝑠)
(︀
𝜅(𝑠)𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)−2𝜋2ℎ−3

0 𝑎′(𝑠)𝜂3𝑤𝑘(𝜂)
)︀
, 𝜂 ∈R, (20)

имеет экспоненциально затухающее на бесконечности решение

𝑤′
𝑘(𝜂, 𝑠)= 𝑣(𝑠)w ′

𝑘(𝜂, 𝑠), (21)

так как в силу упомянутого свойства чётности/нечётности собственной функции выполнено
условие его разрешимости ˆ

R

𝑤𝑘(𝜂)𝑓
′
𝑘(𝜂, 𝑠) 𝑑𝜂=0. (22)
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Замечание 1. 1. Именно по причине безусловной разрешимости уравнения (20) в пред-
ставление (12) не включено слагаемое порядка 𝜀−1/2.

2. При составлении уравнений (18) и (20) удалось пренебречь слагаемыми, возникающими
при дифференцировании по переменным 𝑛 и 𝑠 множителя sin(·) в представлении (13):

𝜅(𝑠)𝑣(𝑠)𝑤𝑘(𝜂)
𝜕

𝜕𝑛

(︂
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂)︂
, 𝑤𝑘(𝜂)

(︂
𝑣(𝑠)

𝜕

𝜕𝑠
+2

𝜕𝑣

𝜕𝑠
(𝑠)

)︂
𝜕

𝜕𝑠

(︂
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂)︂
,

𝑣(𝑠)

(︂
𝑤𝑘(𝜂)

𝜕

𝜕𝑛
+2

𝜕𝑤𝑘
𝜕𝑛

(𝜂)

)︂
𝜕

𝜕𝑛

(︂
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂)︂
. (23)

Первое выражение −𝑣(𝑠)𝑤𝑘(𝜂)(𝜕𝑛ℎ(𝑦)/ℎ(𝑦))𝒵(𝑦,𝜁) с множителем 𝒵(𝑦,𝜁)=(𝜋𝜁/ℎ(𝑦))cos(𝜋𝜁/ℎ(𝑦))
мало́, так как 𝜕𝑛ℎ(𝑦)=2𝜀1/2𝑎𝜂+𝑂(𝜀|𝜂|2) в силу формул (14) и (16). С учётом соотношения
𝜕𝑠ℎ(𝑦)=𝑂(|𝑛|3)=𝑂(𝜀3/2|𝜂|3) второе выражение в (23) приобретает даже меньший порядок,
т.е. его и предыдущее можно не принимать во внимание и на следующем шаге итерационного
процесса: полиномиальный рост при |𝜂|→∞ гасится за счёт экспоненциального затухания
сомножителя 𝑤𝑘(𝜂). Вместе с тем третье выражение в (23) представимо в виде

−𝑣(𝑠)
(︀
𝑤𝑘(𝜂)𝜕

2
𝑛ℎ(𝑦)+2𝜕𝑛𝑤𝑘(𝜂)𝜕𝑛ℎ(𝑦)

)︀
ℎ(𝑦)−1𝒵(𝑦, 𝜁)+ . . .=

=−2𝑎0ℎ
−1
0 𝑣(𝑠)

(︀
𝑤𝑘(𝜂)+2𝜂𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)

)︀
𝒵(𝑦, 𝜁)+ . . . (24)

и его приходится учитывать при составлении уравнения для 𝑤′′
𝑘 . При этом для компенсации

главного члена невязки (24) введём в разложение (13) дополнительный член

𝒲𝑘(𝜂, 𝜁, 𝑠)=
𝑎0
ℎ0
𝑣(𝑠)

(︀
𝑤𝑘(𝜂)+2𝜂𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)

)︀𝜁2
2
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
, (25)

который после умножения на 𝜀2 порождает в главном невязку 𝑣(𝑠)ℱ𝑘(𝜂, 𝑠) sin(𝜋𝜁/ℎ(𝑦)) нуж-
ного вида, причём

ℱ𝑘(𝜂, 𝑠)=−𝑎0ℎ−1
0

(︀
𝑤𝑘(𝜂)+2𝜂𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)

)︀
. (26)

Условие разрешимости ещё одного уравнения

−𝜕2𝜂𝑤′′
𝑘(𝜂, 𝑠)−𝐵2𝜂2𝑤′′

𝑘(𝜂, 𝑠)−𝜇𝑘𝑤′′
𝑘(𝜂, 𝑠)= 𝑓 ′′𝑘 (𝜂, 𝑠) :=

:= (𝜕2𝑠𝑣(𝑠)+𝛽𝑣(𝑠))𝑤𝑘(𝜂)+𝑣(𝑠)f
′′
𝑘 (𝜂, 𝑠)+𝑣(𝑠)ℱ𝑘(𝜂, 𝑠), 𝜂 ∈R, (27)

возникшего на третьем шаге процедуры и составленного при учёте формул (13), (15) и (26),
принимает вид обыкновенного дифференциального уравнения на контуре

−𝜕2𝑠𝑣(𝑠)+𝑏𝑘(𝑠)𝑣(𝑠)=𝛽𝑣(𝑠), 𝑠∈ 𝛾, (28)

при этом коэффициент 𝑏𝑘 находится по формуле

𝑏𝑘(𝑠)=
ˆ

R

𝑤𝑘(𝜂)(f
′′
𝑘 (𝜂, 𝑠)+ℱ𝑘(𝜂, 𝑠)) 𝑑𝜂, (29)

где подынтегральное выражение включает функции (26) и

f ′′(𝜂, 𝑠)=𝜅(𝑠)2𝜂𝜕𝜂𝑤𝑘(𝜂)+
2𝜋2

ℎ30

(︂
𝑎′′(𝑠)+

3𝑎

2ℎ0

)︂
𝜂2𝑤𝑘(𝜂)−𝜅(𝑠)𝜕𝜂w ′

𝑘(𝜂, 𝑠)+
2𝜋2

ℎ30
𝑎′(𝑠)𝜂3w ′

𝑘(𝜂, 𝑠).
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Отметим, что множитель w ′
𝑘(𝜂, 𝑠) в решении (21) уравнения (20) определён с точностью до

слагаемого c′(𝑠)𝑤𝑘(𝜂), выбор которого не влияет на величину (29) по причине (22).
При выполнении соотношения (28) уравнение (27) становится разрешимым, вторая про-

изводная 𝜕2𝑠𝑣 исчезает из него, а само решение принимает аналогичный (21) вид

𝑤′′
𝑘(𝜂, 𝑠)= 𝑣(𝑠)w ′′

𝑘 (𝜂, 𝑠). (30)

Итак, определена ещё одна предельная задача (28). Следующее утверждение легко вы-
водится на основе стандартных сведений по обыкновенным дифференциальным уравнениям
(см., например, [10, 11]).

Лемма 1. Спектр предельного уравнения (28) является дискретным и образует моно-
тонную неограниченную последовательность собственных значений

𝛽𝑘1⩽𝛽𝑘2⩽𝛽𝑘3⩽ . . .⩽𝛽𝑘𝑚⩽ . . .→+∞, (31)

причём их кратности не превосходят двух. Соответствующие собственные функции мож-
но подчинить условиям ортогональности и нормировки

(𝑣𝑘𝑝, 𝑣𝑘𝑞)𝛾 = 𝛿𝑝,𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈N. (32)

3. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

В гильбертовом пространстве ℋ𝜀 :=𝐻1
0 (Ω

𝜀) введём скалярное произведение

⟨𝑢𝜀, 𝜓𝜀⟩𝜀=(∇𝑢𝜀,∇𝜓𝜀)Ω𝜀 (33)

и положительный, симметричный и непрерывный, а значит, самосопряжённый оператор 𝒯 𝜀:

⟨𝒯 𝜀𝑢𝜀, 𝜓𝜀⟩𝜀=(𝑢𝜀, 𝜓𝜀)Ω𝜀 при всех 𝑢𝜀, 𝜓𝜀 ∈ℋ𝜀. (34)

Нужные свойства билинейной формы (33) обеспечены неравенством Фридрихса, происходя-
щим от условий Дирихле (3). Оператор 𝒯 𝜀 компактный, т.е. согласно теоремам 10.1.5 и 10.2.2
из [12] его существенный спектр — одна точка 𝜏 = 0, а дискретный спектр образует мо-
нотонную положительную бесконечно малую последовательность нормальных собственных
значений

𝜏 𝜀1 ⩾ 𝜏 𝜀2 ⩾ 𝜏 𝜀3 ⩾ . . .⩾ 𝜏 𝜀𝑚⩾ . . .→+0.

Сравнив формулы (33), (34) и (4), видим, что вариационная постановка задачи (2)–(4)
эквивалентна абстрактному уравнению

𝒯 𝜀𝑢𝜀= 𝜏 𝜀𝑢𝜀 в пространстве ℋ𝜀

со спектральным параметром
𝜏 𝜀=(𝜆𝜀)−1. (35)

Следующее утверждение, известное как лемма о “почти собственных” значениях и век-
торах (см. [13]), обеспечено спектральным разложением резольвенты (см., например, моно-
графию [12, гл. 6]).
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Лемма 2. Пусть 𝑈 𝜀 ∈ℋ𝜀 и 𝑡𝜀 ∈R+ таковы, что

‖𝑈 𝜀;ℋ𝜀‖=1, ‖𝒯 𝜀𝑈 𝜀− 𝑡𝜀𝑈 𝜀;ℋ𝜖‖=: 𝛿𝜀 ∈ [0, 𝑡𝜀). (36)

Тогда у оператора 𝒯 𝜀 есть собственное значение 𝜏 𝜀𝑛(𝜀), подчинённое неравенству

|𝑡𝜀−𝜏 𝜀𝑛(𝜀)|⩽ 𝛿𝜀,

а для любого 𝛿𝜀* ∈ (𝛿𝜀, 𝑡𝜀) найдётся столбец коэффициентов 𝒞𝜀 = (𝒞𝜀𝒩 𝜀 , . . . , 𝒞𝜀𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1)∈R𝒳 𝜀,
при котором выполнены соотношения⃦⃦⃦⃦

𝑈 𝜀−
𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1∑︁
ℓ=𝒩 𝜀

𝒞𝜀ℓ 𝒰𝜀ℓ ;ℋ𝜀

⃦⃦⃦⃦
⩽ 2

𝛿𝜀

𝛿𝜀*
,

𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1∑︁
ℓ=𝒩 𝜀

|𝒞𝜀ℓ |2=1, (37)

где 𝜏 𝜀𝒩 𝜀 , . . . , 𝜏 𝜀𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1 — набор всех собственных значений оператора 𝒯 𝜀 из замкнутого
сегмента [𝑡𝜀− 𝛿𝜀*, 𝑡𝜀+ 𝛿𝜀*], а соответствующие собственные векторы 𝒰𝜀𝒩 𝜀, . . . , 𝒰𝜀𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1

подчинены условиям ортогональности и нормировки

⟨𝒰𝜀𝑝 ,𝒰𝜀𝑞 ⟩𝜀= 𝛿𝑝,𝑞. (38)

Согласно равенствам (12) и (35) в качестве компонент “почти собственной” спектральной
пары возьмём выражения

𝑡𝜀𝑘𝑚= 𝜀2(𝜋2ℎ−2
0 +𝜀𝜇𝑘+𝜀

2𝛽𝑘𝑚)
−1, (39)

𝑈 𝜀𝑘𝑚(𝑥)= ‖𝜒𝑉 𝜀
𝑘𝑚;ℋ𝜀‖−1𝜒(𝑦)𝑉 𝜀

𝑘𝑚(𝑥), (40)

где 𝑘,𝑚∈N, а 𝜇𝑘 и 𝛽𝑚 — собственные значения из последовательностей (19) и (31); при
этом можно считать, что срезающая функция 𝜒∈𝐶∞

𝑐 (𝒱𝑑), удовлетворяющая условиям

𝜒(𝑥)= 1 при 𝑥∈𝒱𝑑/2, 0⩽𝜒⩽ 1, (41)

зависит только от переменной 𝑛. Кроме того,

𝑉 𝜀
𝑘𝑚(𝑥)= sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
𝑣𝑚(𝑠)

(︀
𝑤𝑘(𝜂)+𝜀

1/2w ′
𝑘(𝜂, 𝑠)+𝜀w

′′
𝑘 (𝜂, 𝑠)

)︀
+𝜀2𝒲𝑘(𝜂, 𝜁, 𝑠). (42)

Составляющие формулы (42) найдены в п. 2 и заданы равенствами (21), (30) и (25), причём
в них фигурируют собственные функции 𝑤𝑘 и 𝑣𝑚 из уравнений (18) и (28) соответственно.
Наличие в (42), (25) и (40) sin(𝜋𝜁/ℎ(𝑦)) и срезки 𝜒(𝑦) обеспечивает выполнение условий
Дирихле (3), а значит, 𝑈 𝜀𝑘𝑚 ∈ℋ𝜀.

Оценим величину 𝛿𝜀𝑘𝑚 из формулы (36), найденную по паре (39), (40):

𝛿𝜀=sup |⟨𝒯 𝜀𝑈 𝜀𝑘𝑚− 𝑡𝜀𝑘𝑚𝑈 𝜀𝑘𝑚,Ψ𝜀⟩𝜀|=

= 𝑡𝜀𝑘𝑚‖𝑉 𝜀
𝑘𝑚;ℋ𝜀‖−1 sup

⃒⃒
(∇𝑥(𝜒𝑉

𝜀
𝑘𝑚),∇𝑥Ψ

𝜀)Ω𝜀 −(𝜋2ℎ−2
0 𝜀−2+𝜇𝑘𝜀

−1+𝛽𝑘𝑚)(𝜒𝑉
𝜀
𝑘𝑚,Ψ

𝜀)Ω𝜀

⃒⃒
=

= 𝑡𝜀‖𝑉 𝜀
𝑘𝑚;ℋ𝜀‖−1 sup

⃒⃒
(Δ𝑥𝑉

𝜀
𝑘𝑚+(𝜋2ℎ−2

0 𝜀−2+𝜇𝑘𝜀
−1+𝛽𝑘𝑚)𝑉

𝜀
𝑘𝑚, 𝜒Ψ

𝜀)Ω𝜀 +([Δ𝑥, 𝜒]𝑉
𝜀
𝑘𝑚,Ψ

𝜀)Ω𝜀

⃒⃒
. (43)

Здесь супремум вычисляется по единичному шару в пространстве ℋ𝜀, т.е. ‖Ψ𝜀;ℋ𝜀‖⩽ 1 и
согласно одномерному неравенству Фридрихса

‖Ψ𝜀;𝐿2(Ω𝜀)‖2⩽ 𝑐ℎ𝜀
2‖𝜕𝑧Ψ𝜀;𝐿2(Ω𝜀)‖2⩽ 𝑐ℎ𝜀

2. (44)
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Рассмотрим сумму 𝐼𝜀𝑘𝑚(Ψ
𝜀) скалярных произведений между последними знаками модуля

в формуле (43). Сразу же заметим, что коэффициенты коммутатора [Δ𝑥, 𝜒] отличны от
нуля только на множестве {𝑥∈Ω𝜀 : dist(𝑦, 𝛾)∈ [𝑑/2, 𝑑]}, где сумма (42) приобретает порядок
𝑒−𝜗/

√
𝜀 при некотором 𝜗> 0 ввиду экспоненциального затухания функций 𝑤𝑘, w ′

𝑘 , w
′′
𝑘 и 𝒲𝑘

при 𝜂→±∞. Включённые в определение (40), (42) функции были построены в п. 2 так,
чтобы выполнялась оценка⃒⃒

Δ𝑥𝑉
𝜀
𝑘𝑚(𝑥)+(𝜋2ℎ−2

0 𝜀−2+𝜇𝑘𝜀
−1+𝛽𝑚)𝑉

𝜀
𝑘𝑚(𝑥)

⃒⃒
⩽ 𝑐𝑘,𝑚(|𝑛|+

√
𝜀)(1+ |𝜂|)𝑁𝑒−𝐵𝜂2/2, 𝑦 ∈𝒱𝑑. (45)

При учёте неравенства (44) находим, что

|𝐼𝜀𝑘𝑚(Ψ𝜀)|⩽𝑐𝑘𝑚‖Ψ𝜀;𝐿2(Ω𝜀)‖
(︂√
𝜀𝜀−𝜃/𝜀+

(︂ 𝜀ˆ

0

𝑑ˆ

0

(|𝑛|+
√
𝜀)2
(︂
1+

|𝑛|√
𝜀

)︂2𝑁
𝑒−𝐵|𝑛|2/𝜀 𝑑|𝑛| 𝑑𝑧

)︂1/2)︂
⩽𝐶𝑘𝑚𝜀

9/4.

Кроме того, в лемме 3 будет проверено соотношение

‖𝜒𝑉 𝜀
𝑘𝑚;ℋ𝜀‖⩾ 𝑐𝑘𝑚𝜀

−1/4. (46)

В результате приходим к неравенству 𝛿𝜀𝑘𝑚⩽ 𝑐𝑘𝑚𝜀
9/2. Согласно лемме 2 существует соб-

ственное значение 𝜏 𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚) с каким-то номером 𝑁 𝜀(𝑘𝑚)∈N, для которого верна оценка

|𝜏 𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚)− 𝑡
𝜀
𝑘𝑚|⩽ 𝑐𝑘𝑚𝜀

9/2. (47)

Теперь в силу соотношений (39) и (35) имеем

|𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚)−𝜋
2ℎ−2

0 𝜀−2−𝜇𝑘𝜀−1−𝛽𝑘𝑚|⩽ 𝑐𝑘𝑚𝜀
5/2𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚)(𝜋

2ℎ−2
0 +𝜀𝜇𝑘+𝜀

2𝛽𝑘𝑚). (48)

Отсюда в силу импликации (|𝑎−𝑏|⩽ 𝑐 ⇒ 𝑎−𝑐⩽ 𝑏 ⇒ 𝑎⩽ 2𝑏 при 2𝑐⩽ 𝑎 для неотрицательных
𝑎, 𝑏 и 𝑐) и простых алгебраических преобразований вытекает, что

𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚)⩽ 2(𝜋2ℎ−2
0 𝜀−2+𝜇𝑘𝜀

−1+𝛽𝑘𝑚) при 2𝑐𝑘𝑚𝜀
5/2(𝜋2ℎ−2

0 +𝜀𝜇𝑘+𝜀
2𝛽𝑘𝑚)⩽ 1,⃒⃒

𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘𝑚)−𝜋
2ℎ−2

0 𝜀−2−𝜇𝑘𝜀−1−𝛽𝑘𝑚
⃒⃒
⩽ 2𝑐𝑘𝑚𝜀

1/2(𝜋2ℎ−2
0 +𝜀𝜇𝑘+𝜀

2𝛽𝑘𝑚)
2 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑘𝑚].

Величина 𝜀𝑘𝑚 > 0 подобрана исходя из условия, возникшего в верхней строке последнего
списка.

Нужная оценка получена. Убедимся теперь в том, что для кратного собственного зна-
чения 𝛽𝑘𝑚 = 𝛽𝑘𝑚+1 имеются два разных члена последовательности (6), удовлетворяющих
упомянутой оценке. Напомним, что собственное значение 𝜇𝑘 простое, собственная функ-
ция 𝑤𝑘 нормирована в пространстве 𝐿2(R), а собственные функции 𝑣𝑚 и 𝑣𝑚+1 подчинены
условиям ортогональности и нормировки (32).

Лемма 3. Для функций 𝑉 𝜀
𝑘𝑚 и 𝑉 𝜀

𝑘𝑚+1, отвечающих кратному собственному значению
𝛽𝑘𝑚=𝛽𝑘𝑚+1 уравнения (28), справедливо соотношение⃒⃒⃒⃒

⟨𝜒𝑉 𝜀
𝑘𝑝, 𝜒𝑉

𝜀
𝑘𝑞⟩𝜀−

𝜋2𝛿𝑝,𝑞
2ℎ20

√
𝜀

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐𝑘𝑚, 𝑝, 𝑞=𝑚,𝑚+1. (49)

Доказательство. Более простые выкладки, чем в замечании 1, показывают, что⃦⃦⃦⃦
𝜒𝜕𝑧𝑉

𝜀
𝑘𝑝−𝑤𝑘𝑣𝑝

𝜕

𝜕𝑧
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
;𝐿2(Ω𝜀)

⃦⃦⃦⃦2
+‖∇𝑦(𝜒𝑉

𝜀
𝑘𝑝);𝐿

2(Ω𝜀)‖2⩽ c𝑘𝑚.
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Осталось продифференцировать синус и проинтегрировать результат по (0, 𝜀ℎ(𝑦))∋ 𝑧, учи-
тывая экспоненциальное затухание функции 𝑤𝑘 и формулы (5), (32), а также

𝑑𝑥= 𝐽(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠 𝑑𝑧, ∇𝑥=(𝜕𝑛, 𝐽(𝑛, 𝑠)
−1𝜕𝑠, 𝜕𝑧). (50)

Лемма доказана.
Применим вторую часть леммы 2 и возьмём

𝛿𝜀= 𝛿𝜀𝑘𝑚⩽ 𝑐𝑘𝑚𝜀
9/2 и 𝛿𝜀* = 𝛿𝜀/𝜚,

но число 𝜚 ∈ (0, 1) выберем далее. При 𝑝 =𝑚,𝑚+1 обозначим через 𝒞𝜀𝑝 ∈ R𝒳 𝜀 и 𝒮𝜀𝑝 ∈ ℋ𝜀

столбцы коэффициентов и линейные комбинации собственных векторов 𝒰𝜀𝒩 𝜀 , . . . , 𝒰𝜀𝒩 𝜀+𝒳 𝜀−1

из формулы (37) в лемме 2. При учёте соотношений (38) получим, что

|𝒞𝜀𝑞 ·𝒞𝜀𝑞−𝛿𝑝,𝑞|= |⟨𝒮𝜀𝑝 ,𝒮𝜀𝑞 ⟩𝜀−𝛿𝑝,𝑞|⩽

⩽ |⟨𝒮𝜀𝑝 ,𝒮𝜀𝑞 −𝑈 𝜀𝑞 ⟩𝜀|+ |⟨𝒮𝜀𝑝−𝑈 𝜀𝑝 , 𝑈 𝜀𝑞 ⟩𝜀|+ |⟨𝑈 𝜀𝑝 , 𝑈 𝜀𝑞 ⟩𝜀−𝛿𝑝,𝑞|⩽ 2𝜚+2𝜚+C𝑘𝑚𝜀
1/4. (51)

Мажоранта для последнего слагаемого в средней части формулы (51) находится при помо-
щи оценки (49) в лемме 3, которую (оценку) применяем дважды: сначала при 𝑝= 𝑞 для
вычисления нормы ‖𝑉 𝜀

𝑝 ;ℋ𝜀‖, а затем и при разных 𝑝 и 𝑞. Отметим, что неравенство (49)
также обеспечивает использованное ранее соотношение (46).

Итак, при достаточно малых 𝜚> 0 и 𝜀> 0 столбцы 𝒞𝜀𝑚 и 𝒞𝜀𝑚+1 “почти ортонормированы”
в пространстве R𝒳 𝜀 , что возможно лишь в случае 𝒳 𝜀⩾ 2, т.е. по крайней мере два разных
собственных значения 𝜏 𝜀𝑁𝜀(𝑘,𝑚) и 𝜏 𝜀𝑁𝜀(𝑘,𝑚+1) удовлетворяют неравенству (47) с новой мажо-
рантой 𝑐𝑘𝑚𝜚

−1𝜀9/2. Зафиксировав подходящую величину 𝜚> 0 и повторив выкладку (48) в
слегка изменённых условиях, приходим к искомому утверждению.

Теорема 1. Для любых 𝑘,𝑚∈N найдутся такие положительные величины 𝜀𝑘𝑚, 𝐶𝑘𝑚 и
собственное значение 𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘,𝑚) задачи (2), (3), что при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑘𝑚] выполнено неравенство

|𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘,𝑚)−𝜋
2ℎ−2

0 𝜀−2−𝜇𝑘𝜀−1−𝛽𝑘𝑚|⩽𝐶𝑘𝑚𝜀
1/2. (52)

Здесь 𝜇𝑘 и 𝛽𝑘𝑚 — собственные значения (19) и (31) обыкновенных дифференциальных урав-
нений (18) и (28) соответственно.

Неравенство (52) показывает, что найденная в п. 2 конструкция (12) в самом деле
представляет собой асимптотику некоторого собственного значения 𝜆𝜀𝑁𝜀(𝑘,𝑚) задачи (2), (3),
однако теорема 1 не указывает его номер 𝑁 𝜀(𝑘,𝑚) в последовательности (6). Разумеется, в
случае 𝑘>1 такой номер не может оказаться общим для всех малых значений параметра 𝜀,
так как зависит от параметра 𝜀 и стремится к бесконечности: по той же теореме коли-
чество собственных значений на интервале (0, 𝜋2ℎ−2

0 𝜀−2+𝜇𝑘𝜀
−1) неограниченно возрастает

при 𝜀→+0. Ниже будет проверено, что 𝑁 𝜀(1,𝑚) =𝑚 при 𝜀 ∈ (0, 𝜀1𝑚], т.е. члены последо-
вательности (31) с 𝑘=1 дают пределы (11). Кроме того, будут получены асимптотические
формулы для функций 𝑢𝜀𝑚.

4. ЛОКАЛИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть 𝜆𝜀𝑚 — собственное значение задачи (2), (3), удовлетворяющее неравенству

𝜆𝜀𝑚⩽𝜋2𝜀−2ℎ−2
0 +Λ𝑚𝜀

−1 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑚] (53)
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с некоторыми положительными постоянными 𝜀𝑚 и Λ𝑚. Для подбираемых далее величин
𝜃 > 0 и 𝑟 > 0 введём непрерывную кусочно-гладкую весовую функцию

ℛ𝜃
𝜀(𝑦)= 𝑒𝜃𝑛

2/𝜀, 𝑥∈Ω𝜀𝑑 ∖Ω𝜀𝑟√𝜀, ℛ𝜃
𝜀(𝑦)=

{︃
𝑒𝜃𝑟

2
, 𝑥∈Ω𝜀

𝑟
√
𝜀
,

𝑒𝜃𝑑
2/𝜀, 𝑥∈Ω𝜀 ∖Ω𝜀𝑑.

(54)

Здесь и далее Ω𝜀𝑡 ={𝑥∈Ω𝜀∩𝒱𝑑 : |𝑛|<𝑡} при 𝑡∈ (0, 𝑑]. Подставим в интегральное тождество (4)
пробную функцию 𝜓𝜀=ℛ𝜃

𝜀𝒴𝜀𝑘 ∈𝐻1
0 (Ω

𝜀), где 𝒴𝜀𝑚=ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑚. После несложных преобразований,

включающих коммутирование оператор-градиента и весовой функции, выводим равенство

‖∇𝑥𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀)‖2−‖𝒴𝜀𝑚(ℛ𝜃
𝜀)

−1∇𝑦ℛ𝜃
𝜀;𝐿

2(Ω𝜀)‖2=𝜆𝜀𝑚‖𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀)‖2. (55)

Заметим, что ∇𝑥ℛ𝜃
𝜀(𝑥)= 0 при 𝑥∈Ω𝜀

𝑟
√
𝜀
∪(Ω𝜀 ∖Ω𝜀𝑑) и

ℛ𝜃
𝜀(𝑦)

−1
⃒⃒
∇𝑦ℛ𝜃

𝜀(𝑦)
⃒⃒
⩽ 2𝜃𝜌(𝑦)𝜀−1 при 𝑥∈Ω𝜀𝑑 ∖Ω𝜀𝑟√𝜀, (56)

где 𝜌(𝑦)=dist(𝑦, 𝛾). Продолжим преобразования при учёте формул (7) и (53):

1

𝜀
Λ𝑚𝑒

2𝜃𝑟2 ⩾
1

𝜀
Λ𝑚𝑒

2𝜃𝑟2‖𝑢𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀𝑟
√
𝜀)‖

2⩾

(︂
𝜆𝜀𝑚− 𝜋2

𝜀2ℎ20

)︂
‖𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀𝑟

√
𝜀)‖

2=

=‖∇𝑥𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀)‖2−‖𝒴𝜀𝑚(ℛ𝜃
𝜀)

−1∇𝑦ℛ𝜃
𝜀;𝐿

2(Ω𝜀)‖2−𝜆𝜀𝑚‖𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀∖Ω𝜀𝑟√𝜀)‖
2− 𝜋2

𝜀2ℎ20
‖𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀𝑟

√
𝜀)‖

2⩾

⩾
1

𝜀2
‖𝒲𝜃

𝜀𝒴𝜀𝑚;𝐿2(Ω𝜀 ∖Ω𝜀𝑟√𝜀)‖
2.

Согласно формулам (53), (56) и неравенству Фридрихса на отрезке (0, 𝜀ℎ(𝑦)) находим, что
весовой множитель в последней норме удовлетворяет оценкам

𝒲𝜃
𝜀 (𝑦)=

𝜋2

ℎ(𝑦)2
− 𝜋2

ℎ20
⩾ 𝑐ℎ𝜔𝜌(𝑦)

2 при 𝑥∈Ω𝜀𝑟
√
𝜀,

𝒲𝜃
𝜀 (𝑦)=

𝜋2

ℎ(𝑦)2
−4𝜃2𝜌(𝑦)2− 𝜋2

ℎ20
−Λ𝑚𝜀⩾

𝑐ℎ𝜔
2
𝜌(𝑦)2 при 𝑥∈Ω𝜀 ∖Ω𝜀𝑟√𝜀

с малым 𝜃>0 и больши́м 𝑟>0. При этом использованы соотношения 𝜌(𝑦)>𝑟
√
𝜀 на множестве

Ω𝜀 ∖Ω𝜀
𝑟
√
𝜀

и
1

ℎ(𝑦)2
− 1

ℎ20
⩾𝐶ℎ𝜔𝜌(𝑦)

2 при 𝑦 ∈𝜔, 𝐶ℎ𝜔 > 0,

которые обеспечены определением множества Ω𝜀
𝑟
√
𝜀

и условиями (5). Зафиксировав подхо-
дящие положительные 𝜃 и 𝑟, получаем, что

‖𝜌ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀)‖2⩽ 2(𝑐ℎ𝜔)
−1Λ𝑚𝑒

2𝜃𝑟2𝜀=𝐶𝑚𝜀 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑚], 𝜃∈ (0, 𝜃𝑚].

Благодаря нормировке собственных функций в 𝐿2(Ω𝜀) множитель 𝜌 в этой оценке можно
заменить множителем 𝜌𝜀:

𝜌𝜀(𝑦)= 𝜌(𝑦), 𝑥∈Ω𝜀𝑑 ∖Ω𝜀𝑟√𝜀, 𝜌𝜀(𝑦)=

{︃
𝑟
√
𝜀, 𝑥∈Ω𝜀

𝑟
√
𝜀
,

𝑑, 𝑥∈Ω𝜀 ∖Ω𝜀𝑑.
(57)
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Теперь подставим в интегральное тождество (4) произведение 𝜓𝜀=𝜌2𝜀ℛ2𝜃
𝜀 𝑢

𝜀
𝑘. Аналогично

формуле (55) выводим, что

‖∇𝑥(𝜌𝜀ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑚);𝐿

2(Ω𝜀)‖2=𝜆𝜀𝑚‖𝜌𝜀ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑘;𝐿

2(Ω𝜀)‖2+‖𝑢𝜀𝑚∇𝑦(𝜌𝜀ℛ𝜃
𝜀);𝐿

2(Ω𝜀)‖2. (58)

Левая часть (58) оценивается снизу разностью

1

2
‖𝜌𝜀ℛ𝜃

𝜀∇𝑥𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀)‖2−‖𝑢𝜀𝑚∇𝑦(𝜌𝜀ℛ𝜃
𝜀);𝐿

2(Ω𝜀)‖2. (59)

По доказанному и в силу предположения (53) первое слагаемое в правой части (58) не превос-
ходит 𝑐1𝑚𝜀−1. Поскольку |∇𝑦𝜌𝜀(𝑥)|⩽1, второе слагаемое в (58) и вычитаемое в разности (59)
меньше суммы

2‖ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀𝑑 ∖Ω𝜀√𝜀)‖
2+2‖𝜌𝜀𝑢𝜀𝑚∇𝑦ℛ𝜃

𝜀;𝐿
2(Ω𝜀𝑑 ∖Ω𝜀√𝜀)‖

2⩽

⩽
2

𝑟2𝜀
‖𝜌𝜀ℛ𝜃

𝜀𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2+
2𝜃2

𝜀2
‖𝜌2𝜀ℛ𝜃

𝜀𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2⩽ 2𝐶𝑚

(︂
1

𝑟2
+𝑑2𝜃2

)︂
1

𝜀
⩽
𝑐2𝑚
𝜀
.

Заметив, что приведённые выкладки остаются верными при 𝜃=0, сформулируем полу-
ченный результат.

Теорема 2. Для собственной функции 𝑢𝜀𝑚 задачи (2), (3), отвечающей собственному
значению (53), найдутся такие положительные величины 𝜃𝑚, 𝐶𝑚 и 𝜀𝑚, что справедливо
неравенство

𝜀2‖𝜌𝜀ℛ𝜃
𝜀∇𝑥𝑢

𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀)‖2+‖𝜌ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀
𝑚;𝐿

2(Ω𝜀)‖2⩽𝐶𝑚𝜀 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑚], 𝜃∈ [0, 𝜃𝑚], (60)

причём ℛ𝜃
𝜀 и 𝜌𝜀 — весовые функции (54) и (57).

5. СХОДИМОСТЬ СОБСТВЕННЫХ ПАР

Зафиксируем номер 𝑝 ∈N собственного значения в последовательности (6). Поскольку
теорема 1 ставит в соответствие каждому собственному значению 𝛽1𝑚 при 𝑚 = 1, 𝑝 своё
собственное значение задачи (2), (3), то существуют такие положительные 𝜀𝑝 и 𝑐𝑝, что

𝜆𝜀𝑝−𝜀−2𝜋2ℎ−2
0 −𝜀−1𝜇1⩽𝜆𝜀𝑁𝜀(1,𝑝)−𝜀

−2𝜋2ℎ−2
0 −𝜀−1𝜇1⩽ 𝑐𝑝. (61)

Здесь 𝜇1 — первый элемент последовательности (19), а собственное значение 𝜆𝜀𝑁𝜀(1,𝑝) из
теоремы 1. Следовательно, вдоль некоторой положительной монотонной бесконечно малой
последовательности {𝜀(𝑗)}𝑗∈N (индекс 𝑗 в дальнейших формулах для краткости опускаем)
имеет место сходимость

𝜆𝜀𝑝−𝜀−2𝜋2ℎ−2
0 −𝜀−1𝜇1→ ̂︀𝛽𝑝. (62)

Положим u𝜀𝑝 = 𝜒𝑢𝜀𝑝 и подставим в интегральное тождество (4) пробную функцию 𝜓𝜀 =
=𝜒𝜑𝜀, где 𝜑𝜀∈𝐻1

0 (Ω
𝜀
𝑑), 𝜒∈𝐶∞

𝑐 (𝒱𝑑) — срезающая функция (41), а Ω𝜀𝑑={𝑥∈Ω𝜀 : 𝑦∈𝒱𝑑}. После
несложных преобразований получим

(∇𝑥u
𝜀
𝑝,∇𝑥𝜑

𝜀)Ω𝜀
𝑑
−𝜆𝜀𝑝(u𝜀𝑝, 𝜑𝜀)Ω𝜀

𝑑
=

=−(u𝜀𝑝Δ𝑥𝜒, 𝜑
𝜀)Ω𝜀

𝑑
−2(∇𝑥u

𝜀
𝑝, 𝜑

𝜀∇𝑥𝜒)Ω𝜀
𝑑
=𝑂

(︀
𝑒−𝜗/

√
𝜀‖𝜑𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖

)︀
, 𝜗> 0. (63)

Соотношение 𝛼=𝑂(𝛿), как обычно, означает, что найдутся такие положительные величины 𝑐𝛼
и 𝛿𝛼, что |𝛼|⩽ 𝑐𝛼𝛿 при 𝛿 ∈ (0, 𝛿𝛼].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



ЛОКАЛИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 1675

Далее по возможности индекс 𝑝 не указываем, а для функций, переведённых в локальные
координаты 𝑛 и 𝑠, сохраняем обозначения. Положим

w𝜀(𝑦)=

√︂
2

𝜀ℎ(𝑦)

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

sin

(︂
𝜋𝑧

𝜀ℎ(𝑦)

)︂
u𝜀(𝑥) 𝑑𝑧=:

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

S𝜀(𝑦, 𝑧)u𝜀(𝑥) 𝑑𝑧, (64)

w𝜀
⊥(𝑥)=u𝜀(𝑥)−S𝜀(𝑦, 𝑧)w𝜀(𝑦). (65)

Отметим, что ‖S𝜀(𝑦, ·);𝐿2(0, 𝜀ℎ(𝑦))‖= 1 при 𝑦 ∈ 𝒱𝑑 для определённого формулой (64) “нор-
мированного синуса”. Кроме того, введём функции

v𝜀(𝑠)=
1

𝜀1/4

ˆ

R

𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂
w𝜀(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑠, (66)

v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)=w𝜀(𝑛, 𝑠)−𝜀−1/4𝑤1(𝜀
−1/2𝑛)v𝜀(𝑠). (67)

Поскольку 𝑢𝜀 ∈𝐶∞(Ω𝜀𝑑), то все возникшие функции гладкие, но для них, при необходи-
мости продолженных нулём, выполнены включения w𝜀 ∈𝐻1

0 (𝒱𝑑), w𝜀
⊥ ∈𝐻1

0 (Ω
𝜀
𝑑) и v𝜀 ∈𝐻1(Γ),

v𝜀⊥ ∈𝐻1(R×Γ). Наконец, вытекающие из определений (64)–(67) условия ортогональности
𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

S𝜀(𝑦, 𝑧)w𝜀
⊥(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧=0 при всех 𝑦 ∈𝒱𝑑, (68)

ˆ

R

𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂
v𝜀⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛=0 при всех 𝑠∈Γ (69)

обеспечивают неравенства Пуанкаре
𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

|𝜕𝑧w𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)|2 𝑑𝑧⩾

4𝜋2

𝜀2ℎ(𝑦)2

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

|w𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)|2 𝑑𝑧 при всех 𝑦 ∈𝒱𝑑, (70)

ˆ

R

⃒⃒⃒⃒
𝜕v𝜀⊥
𝜕𝑛

(𝑛, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑛+

𝐵2

𝜀2

ˆ

R

|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|2𝑛2 𝑑𝑛⩾
𝜇2
𝜀

ˆ

R

|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|2 𝑑𝑛 при всех 𝑠∈Γ. (71)

Формулы (7), (60), (65), (67) и условие ортогональности (68) показывают, что

1+𝑂(𝑒−𝜗/
√
𝜀)= ‖u𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2= ‖v𝜀⊥+S𝜀(𝜀−1/4v𝜀𝑤1+w𝜀

⊥);𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2=

=
ˆ

Ω𝜀
𝑑

|w𝜀
⊥(𝑥)|2 𝑑𝑥+

ˆ

Γ

𝑑ˆ

−𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

|S𝜀(𝑦, 𝑧)|2 𝑑𝑧 (1+𝑛𝜅(𝑠))
(︂
𝜀−1/4𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂
v𝜀(𝑠)+v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)

)︂2
𝑑𝑛 𝑑𝑠.

Преобразуем последний интеграл I𝜀:

I𝜀=
ˆ

Γ

|v𝜀(𝑠)|2
ˆ

R

(1+
√
𝜀𝜂)|𝑤1(𝜂)|2 𝑑𝜂+2𝜀−1/4

ˆ

Γ

𝑑ˆ

−𝑑

(1+𝑛𝜅(𝑠))v𝜀(𝑠)𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂
v𝜀⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠+

+‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2+𝑂(𝑒−𝜗/
√
𝜀)= ‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2+2I𝜀v+‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2+𝑂(𝑒−𝜗/

√
𝜀),

I𝜀v = 𝜀−1/4
ˆ

Γ

ˆ

R

𝑛𝜅(𝑠)v𝜀(𝑠)𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂
v𝜀⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠, max

𝑛∈R

(︂
|𝑛|𝑤1

(︂
𝑛√
𝜀

)︂1/2)︂
⩽ 𝑐𝑤𝜀

1/2,

|I𝜀v|⩽ 𝑐𝜅𝜀
1/4
(︀
𝑐𝑤‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2+‖v𝜀⊥;𝐿2(R×Γ)‖2

)︀
.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



1676 НАЗАРОВ

Здесь учтены чётность и экспоненциальное затухание первой (положительной) собственной
функции 𝑤1 уравнения (18), а также условие ортогональности (69).

Перечисленные формулы поочерёдно приводят к соотношениям

‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2+‖v𝜀⊥;𝐿2(R×Γ)‖2+‖w𝜀
⊥;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2⩽ 𝑐1,⃒⃒
1−‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2−‖v𝜀⊥;𝐿2(R×Γ)‖2−‖w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2

⃒⃒
⩽ 𝑐2𝜀

1/4. (72)

Для оценки второго и третьего вычитаемых, в частности, понадобятся следующие весовые
оценки.

Лемма 4. Существуют такие положительные 𝜃𝑚, 𝜀𝑚 и c𝑚, что справедливо неравен-
ство

‖𝜌ℛ𝜃𝑚
𝜀 w𝜀

𝑚;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2+‖𝜌ℛ𝜃𝑚

𝜀 v𝜀𝑚⊥;𝐿
2(𝒱𝑑)‖2⩽ c𝑚𝜀 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑚]. (73)

Доказательство. В силу определения (64) имеем

‖𝜌ℛ𝜃
𝜀w

𝜀;𝐿2(𝒱𝑑)‖2⩽
ˆ

𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

S𝜀(𝑦, 𝑧)
2 𝑑𝑧

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

𝜌(𝑦)2ℛ𝜃
𝜀(𝑦)

2𝜒(𝑛)2|𝑢𝜀(𝑥)|2 𝑑𝑧⩽ ‖𝜌ℛ𝜃
𝜀𝑢
𝜀;𝐿2(Ω𝜀)‖2⩽𝐶𝜀.

Осталось воспользоваться соотношениями (65) и (67), а также упоминавшимся свойством
затухания собственной функции 𝑤1 уравнения (18). Лемма доказана.

Теперь рассмотрим равенство (63) при 𝜑𝜀=u𝜀 и перепишем его в виде

𝑂(𝑒−𝜗/
√
𝜀)= ‖𝜕𝑧u𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2+‖𝜕𝑛u𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2+‖𝐽−1𝜕𝑠u

𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2−𝜆𝜀‖u𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2, (74)

где 𝜗> 0. Положив 𝐶𝜀(𝑦, 𝑧)= cos(𝜋ℎ(𝑦)−1𝜁), получим

‖𝜕𝑧u𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2= ‖𝜕𝑧w𝜀
⊥;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2+

+
ˆ

𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

2𝜋2

𝜀3ℎ(𝑦)3
𝐶𝜀(𝑦, 𝑧)2 𝑑𝑧 |w𝜀(𝑦)|2 𝑑𝑦+2

ˆ

𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

√︃
2𝜋2

𝜀3ℎ(𝑦)3
𝐶𝜀(𝑦, 𝑧)w𝜀(𝑦)𝜕𝑧w

𝜀
⊥(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝑑𝑦⩾

⩾
𝜋2

𝜀2
(︀
‖𝜕𝑧w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2+‖ℎ−1w𝜀;𝐿2(𝒱𝑑)‖2

)︀
. (75)

При этом были выполнены дифференцирование и интегрирование по переменной 𝑧, а по-
следний интеграл обращён в нуль при помощи формулы интегрирования по частям (“пере-
кинули” производную 𝜕𝑧) и первого условия ортогональности (68). Важно то, что в силу
ограничений (61) и (5) при малом 𝜀> 0 справедливо вытекающее из (70) неравенство

𝜋2

𝜀2
‖𝜕𝑧w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2⩾

4𝜋2

𝜀2
‖ℎ−1w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2⩾

(︂
𝜆𝜀+

2𝜋2

𝜀2ℎ20

)︂
‖w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖2. (76)

Ввиду условий (5) и (9) выполнены соотношения

|𝜕𝑠S𝜀(𝑦, 𝑧)|⩽ 𝑐𝜀−1/2|𝑛|3 и |𝜕𝑛S𝜀(𝑦, 𝑧)|⩽ 𝑐𝜀−1/2|𝑛| при 𝑥∈Ω𝜀𝑑. (77)

Пренебрегая дополнительным множителем 𝑛2 в оценке производной по 𝑠, продифференци-
руем условие ортогональности (68) и получим

⃒⃒⃒⃒ 𝜀ℎ(𝑦)ˆ
0

S𝜀(𝑦, 𝑧)∇𝑦w
𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒ 𝜀ℎ(𝑦)ˆ
0

w𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)∇𝑦S

𝜀(𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐

|𝑛|√
𝜀
|w𝜀

⊥(𝑦, 𝑧)|. (78)
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Преобразуем пару слагаемых из суммы (74) следующим образом:

‖du𝜀;𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2= ‖d(w𝜀
⊥+S𝜀(𝜀−1/4v𝜀𝑤1+v𝜀⊥));𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2=

= ‖dw𝜀
⊥;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2+2
ˆ

Ω𝜀
𝑑

dw𝜀
⊥dS

𝜀(𝜀−1/4v𝜀𝑤1+v𝜀⊥) 𝑑𝑥+𝜀
−1/2‖d(S𝜀v𝜀𝑤1);𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2+

+‖d(S𝜀v𝜀⊥);𝐿2(Ω𝜀𝑑)‖2+2𝜀−1/4
ˆ

Ω𝜀
𝑑

d(S𝜀v𝜀𝑤1)d(S
𝜀v𝜀⊥) 𝑑𝑥=: 𝐼𝜀w+2𝐼𝜀wv+𝐼

𝜀
v+𝐼

𝜀
⊥+2𝐼𝜀⊥v. (79)

Согласно второй формуле в (50) под d понимаем 𝐽−1𝜕𝑠 или 𝜕𝑛 и соответственно далее
будем приписывать к выражениям 𝐼𝜀... верхние индексы 𝑠 или 𝑛. В обоих случаях сохраним
величины 𝐼𝜀𝑠w и 𝐼𝜀𝑛w , а величины 𝐼𝜀𝑠wv и 𝐼𝜀𝑛wv преобразуем:

|𝐼𝜀𝑠wv|=
⃒⃒⃒⃒ ˆ
𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

𝜕𝑠w
𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)S

𝜀(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝐽(𝑛, 𝑠)−2𝜕𝑠
(︀
𝜀−1/4v𝜀(𝑠)𝑤1(𝜂)+v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)

)︀
𝑑𝑦+

+
ˆ

𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

𝜕𝑠w
𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)𝜕𝑠S

𝜀(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 𝐽(𝑛, 𝑠)−2
(︀
𝜀−1/4v𝜀(𝑠)𝑤1(𝜂)+v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)

)︀
𝜕𝑠 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽ 𝑐
(︁
‖𝜌w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖

(︀
‖𝜕𝑠v𝜀;𝐿2(Γ)‖+‖𝜕𝑠v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖

)︀
+

+‖𝜕𝑠w𝜀
⊥;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖
(︀
𝜀1/2‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖+‖𝜌v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖

)︀)︁
⩽

⩽ 𝑐
√
𝜀
(︀
‖𝜕𝑠w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖+‖𝜕𝑠v𝜀;𝐿2(Γ)‖+‖𝜕𝑠v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖

)︀
,

|𝐼𝜀𝑛wv|=
⃒⃒⃒⃒ ˆ
𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

𝜕𝑛w
𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)S

𝜀(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧
(︀
𝜀−3/4v𝜀(𝑠)𝜕𝜂𝑤1(𝜂)+𝜕𝑠v

𝜀
⊥(𝑛, 𝑠)

)︀
𝑑𝑦+

+
ˆ

𝒱𝑑

𝜀ℎ(𝑦)ˆ

0

𝜕𝑛w
𝜀
⊥(𝑦, 𝑧)𝜕𝑛S

𝜀(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧
(︀
𝜀−1/4v𝜀(𝑠)𝑤1(𝜂)+v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)

)︀
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽ 𝑐
√
𝜀
(︀
‖𝜕𝑛w𝜀

⊥;𝐿
2(Ω𝜀𝑑)‖+‖𝜕𝑛v𝜀;𝐿2(Γ)‖+‖𝜕𝑛v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖

)︀
.

Здесь сначала использованы соотношения (77) и (78), а затем весовая оценка (73) с учётом
экспоненциального затухания собственной функции 𝑤1 (при вычислении интегралов по 𝜂
после растяжения координаты 𝑛).

Рассмотрим остальные слагаемые в (79). Для 𝐼𝜀𝑠v выводим формулу⃒⃒
𝐼𝜀𝑠v −‖𝜕𝑠v𝜀;𝐿2(Γ)‖2

⃒⃒
⩽

⩽ 𝑐𝜀−1/2
ˆ

Ω𝜀
𝑑

(︀
|𝐽(𝑛, 𝑠)−2−1|S𝜀(𝑦, 𝑧)|𝜕𝑠v𝜀(𝑠)|+ |𝑛|3 |v𝜀(𝑠)|

)︀
S𝜀(𝑦, 𝑧)|𝜕𝑠v𝜀(𝑠)|𝑤1(𝜂)

2 𝑑𝑦 𝑑𝑧⩽

⩽ 𝑐
√
𝜀
(︀
‖𝜕𝑠v𝜀;𝐿2(Γ)‖2+‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2

)︀
. (80)
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Наконец, оставим величину 𝐼𝜀𝑠⊥ без изменений, но для 𝐼𝜀𝑠⊥v при помощи условия ортогональ-
ности (69), сохраняющегося для производной 𝜕𝑠v

𝜀
⊥, напишем оценку

|𝐼𝜀𝑠⊥ |⩽ 𝑐𝜀−1/4

⃒⃒⃒⃒ ˆ
Ω𝜀

𝑑

𝑤1(𝜂)
(︁
|𝐽(𝑛, 𝑠)−2−1|S𝜀(𝑦, 𝑧)2 |𝜕𝑠v𝜀(𝑠)| |𝜕𝑠v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|+

+𝐽(𝑛, 𝑠)−2 |𝜕𝑠S𝜀(𝑦, 𝑧)|𝑤1(𝜂)
(︀
|v𝜀(𝑠)| |𝜕𝑠(S𝜀(𝑦, 𝑧)v𝜀⊥(𝑛, 𝑠))|+S𝜀(𝑦, 𝑧) |𝜕𝑠v𝜀(𝑠)| |v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|

)︀)︁
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽ 𝑐
√
𝜀
(︀
‖𝜕𝑠v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖+‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖

)︀(︀
‖𝜕𝑠v𝜀;𝐿2(Γ)‖+‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖

)︀
.

В случае производной d=𝜕𝑛 величины 𝐼𝜀𝑛v , 𝐼𝜀𝑛⊥ и 𝐼𝜀𝑛⊥v из суммы (79) обрабатываются по-
другому, а именно с привлечением последних слагаемых из формул (75) и (74). Выписывая
выражения, содержащие только функцию v𝜀, находим, что

𝐼𝜀𝑛v +𝜋2𝜀−5/2‖ℎ−1v𝜀𝑤1;𝐿
2(𝒱𝑑)‖2−𝜆𝜀𝜀−1/2‖v𝜀𝑤1;𝐿

2(𝒱𝑑)‖2=

=
1

𝜀3/2
‖v𝜀𝜕𝜂𝑤1;𝐿

2(𝒱𝑑)‖2+
𝜋2

𝜀5/2

ˆ

𝒱𝑑

(︂
1

ℎ(𝑦)2
− 1

ℎ20

)︂
(v𝜀(𝑠))2(𝑤1(𝜂))

2 𝑑𝑦− 𝜇1

𝜀3/2
‖v𝜀𝑤1;𝐿

2(𝒱𝑑)‖2+𝑂(1)=

=
1

𝜀
‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖2

ˆ

R

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑤1

𝑑𝜂
(𝜂)

⃒⃒⃒⃒2
+(𝐵𝜂2−𝜇1)|𝑤1(𝜂)|2

)︂
𝑑𝜂+𝑂(1)=𝑂(1).

Здесь учтены вытекающие из формул (5) и (50) соотношения

𝐽(𝑛, 𝑠)

(︂
1

ℎ(𝑦)2
− 1

ℎ20

)︂
=

2𝑎0
ℎ30

𝑛2+𝑏(𝑠)𝑛3+𝑂(𝑛4)=𝐵𝑛2+𝑏(𝑠)𝑛3+𝑂(𝑛4),

𝑑ˆ

−𝑑

𝑛3|𝑤1(𝜂)|2 𝑑𝑛=𝑂(𝑒−𝜗/
√
𝜀), 𝜗> 0,

𝑑ˆ

−𝑑

𝑛4|𝑤1(𝜂)|2 𝑑𝑛=𝑂(𝜀5/2), (81)

а также интегральное тождество для собственной пары {𝜇1;𝑤1} уравнения гармонического
осциллятора. Далее имеем

𝐼𝜀𝑛⊥ +𝜋2𝜀−2‖ℎ−1v𝜀⊥;𝐿
2(𝒱𝑑)‖2−𝜆𝜀‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2= I𝜀𝑛⊥ −I𝜀𝑛𝜇 +̃︀I 𝜀𝑛⊥ +𝑂(1),

I𝜀𝑛𝜇 =
𝜇1
𝜀
‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2, I𝜀𝑛⊥ = I𝜀𝑛⊥∞+𝑂(𝑒−𝜗/

√
𝜀), 𝜗> 0,

I𝜀𝑛⊥∞=
ˆ

Γ

ˆ

R

𝐽(𝑛, 𝑠)

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕v𝜀⊥
𝜕𝑛

(𝑛, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒2
+𝐵𝑛2|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|2

)︂
𝑑𝑛 𝑑𝑠⩾

⩾ (1−𝑑𝜅max)
ˆ

Γ

ˆ

R

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕v𝜀⊥
𝜕𝑛

(𝑛, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒2
+𝐵𝑛2|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|2

)︂
𝑑𝑛 𝑑𝑠⩾

⩾
𝜇2
𝜀
(1−𝑑𝜅max)

ˆ

Γ

ˆ

R

|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|2 𝑑𝑛 𝑑𝑠⩾
𝜇2
𝜀

1−𝑑𝜅max

1+𝑑|𝜅min|
‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2,

|̃︀I 𝜀𝑛⊥ |⩽ 1

𝜀2

ˆ

𝒱𝑑

𝜌(𝑦)3|v𝜀⊥(𝑦)|2 𝑑𝑦⩽
𝛿

𝜀
‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2+

𝐶

𝛿
I𝜀𝑛𝜌 ,

I𝜀𝑛𝜌 =
1

𝜀3
‖𝜌3v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2⩽

1

𝜀3

(︁
max
𝜌∈[0,𝑑]

𝜌2𝑒−𝜃𝜌
2/𝜀
)︁2

‖𝜌ℛ𝜃
𝜀v

𝜀
⊥;𝐿

2(𝒱𝑑)‖2=𝑂(1).
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В выкладках помимо формул (81) применены неравенство Пуанкаре (71) и весовая оцен-
ка (73).

Таким образом, при выборе малых величин 𝑑> 0 и 𝛿 > 0 выполняется неравенство

𝐼𝜀𝑛⊥ +𝜋2𝜀−2‖ℎ−1v𝜀⊥;𝐿
2(𝒱𝑑)‖2−𝜆𝜀‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2⩾

𝜇2−𝜇1
2𝜀

‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2−𝐶𝜀⊥. (82)

Последнее слагаемое в сумме (79) допускает представление

𝐼𝜀𝑛⊥v =
1

𝜀3/4

ˆ

Γ

ˆ

R

v𝜀(𝑠)𝜕𝜂𝑤1(𝜂)𝜕𝑛v
𝜀
⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠+

+
1

𝜀1/4

ˆ

Γ

ˆ

R

𝑏𝜀⊥(𝑛, 𝑠)v
𝜀(𝑠)𝑤1(𝜂)𝜕𝑛v

𝜀
⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠+

̃︀𝐼 𝜀𝑛⊥v+𝑂(𝑒−𝜗/
√
𝜀). (83)

При этом были выполнены дифференцирование по 𝑛 и интегрирование по 𝑧 ∈ (0, 𝜀ℎ(𝑦)), а
затем интегрирование распространено на всю ось R∋𝑛 при учёте экспоненциального зату-
хания составляющих 𝑤1 и v𝜀⊥. В итоге для составляющих представления (83) оказываются
верными оценки

|𝑏𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|⩽ 𝑐𝑏|𝑛|, |𝜕𝑛𝑏𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|⩽ 𝑐𝑏, |̃︀𝐼 𝜀𝑛⊥v|⩽ 𝑐
√
𝜀‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖ ‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖.

Преобразуем интегралы 𝐼𝜀𝑛⊥v1 и 𝐼𝜀𝑛⊥v2 из правой части формулы (83):

𝐼𝜀𝑛⊥v1=− 1

𝜀5/4

ˆ

Γ

ˆ

R

v𝜀(𝑠)𝜕2𝜂𝑤1(𝜂)v
𝜀
⊥(𝑛, 𝑠) 𝑑𝑛 𝑑𝑠, (84)

|𝐼𝜀𝑛⊥v2|⩽
1

𝜀1/4

ˆ

Γ

ˆ

R

|v𝜀(𝑠)|
(︀
|𝜕𝑛𝑏𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|𝑤1(𝜂)+ |𝑏𝜀⊥(𝑛, 𝑠)|𝜀−1/2|𝜕𝜂𝑤1(𝜂)|

)︀
|v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)| 𝑑𝑛 𝑑𝑠⩽

⩽ 𝑐𝜀1/4‖v𝜀;𝐿2(Γ)‖ ‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖.

К интегралу (84) присоединим следующие интегралы (из последних слагаемых в форму-
лах (75) и (74)):

1

𝜀1/4

(︂(︂
𝜋2

𝜀2ℎ2
−𝜆𝜀

)︂
v𝜀𝑤1,v

𝜀
⊥

)︂
𝒱𝑑

= 𝐼𝜀𝑛⊥𝐵𝜇+𝑂(𝜀1/4)
(︀
‖v𝜀; (Γ)‖2+𝜀−1‖v𝜀⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2

)︀
,

𝐼𝜀𝑛⊥𝐵𝜇=
1

𝜀1/4

ˆ

Γ

ˆ

R

v𝜀(𝑠)v𝜀⊥(𝑛, 𝑠)

(︂
𝐵2𝑛

2

𝜀2
− 𝜇1
𝜀

)︂
𝑤1(𝜂) 𝑑𝑛 𝑑𝑠. (85)

Интегралы (84) и (85) взаимно уничтожаются, так как {𝜇1;𝑤1} — собственная пара обык-
новенного дифференциального уравнения (18).

Соберём полученные соотношения для членов формулы (74), зафиксировав малые по-
ложительные 𝛿, 𝑑 и 𝜀𝑝. На основании ключевых неравенств (76), (80) и (82) выводим
окончательную оценку

𝜀−2‖w𝜀
𝑝⊥;𝐿

2(Ω𝜀𝑑)‖2+‖𝜕𝑠v𝜀𝑝;𝐿2(Γ)‖2+𝜀−1‖v𝜀𝑝⊥;𝐿2(𝒱𝑑)‖2⩽𝐶𝑝 при 𝜀∈ (0, 𝜀𝑝] (86)

(восстановили индекс 𝑝∈N). Таким образом, вдоль подпоследовательности возникшей в (62)
бесконечно малой последовательности {𝜀(𝑗)}𝑗∈N (обозначение не меняем) имеют место схо-
димости

w𝜀
𝑝⊥→ 0 сильно в 𝐿2(Ω𝜀𝑑), v𝜀𝑝⊥→ 0 сильно в 𝐿2(𝒱𝑑),

v𝜀𝑝→ ̂︀𝑣𝑝 слабо в 𝐻1(Γ) и сильно в 𝐿2(Γ), причём ‖̂︀𝑣𝑝;𝐿2(Γ)‖=1. (87)

Последнее равенство обеспечено формулами (72) и (86).
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Теорема 3. Сходимости (62) и (87) дают собственную пару {̂︀𝛽𝑝; ̂︀𝑣𝑝}∈R+×𝐻1(Γ) спек-
трального уравнения (28).

Доказательство. При помощи конструкций из п. 2 для каждой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞(Γ)
построим пробную функцию Ψ𝜀∈𝐻1

0 (Ω
𝜀) в интегральном тождестве (4), которое перепишем

следующим образом:
0= (𝑢𝜀𝑝,ΔΨ𝜀+𝜆𝜀Ψ𝜀)Ω𝜀 . (88)

Согласно формулам (21), (30) и (25) положим

Ψ𝜀(𝑥)= 𝜀−1/4𝜒(𝑦)(𝜓(𝑠)𝑤1(𝜂)+𝜀
1/2𝜓(𝑠)w′

1(𝜂, 𝑠)+𝜀𝜓(𝑠)w
′′
1(𝜂, 𝑠)+𝒲1(𝜂, 𝜁, 𝑠)).

Поскольку 𝜓 не является собственной функцией уравнения (28), вместо оценки (45) малости
невязки “почти собственной” функции (42) (в упрощённом виде) получаем соотношение⃒⃒⃒⃒

ΔΨ𝜀(𝑥)+

(︂
𝜋2

𝜀2ℎ20
+
𝜇1
𝜀

)︂
Ψ𝜀(𝑥)−𝜀−1/4𝑤1(𝜂)

(︀
𝜕2𝑠𝜓(𝑠)−𝑏1(𝑠)𝜓(𝑠)

)︀⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐𝜓𝜀

1/4.

В результате в силу формул (66) и (62), (87) переход к пределу при 𝜀→+0 в равенстве (88)
даёт интегральное тождество

(̂︀𝑣𝑝, 𝜕𝑠𝜓−𝑏1𝜓− ̂︀𝛽𝑝𝜓)Γ=0 при всех 𝜓 ∈𝐶∞(Γ),

из которого интегрированием по частям выводим уравнение (28). Теорема доказана.
На основании теоремы 3 получим информацию о спектре (6).
Теорема 4. Номер 𝑁 𝜀(1,𝑚) собственного значения 𝜆𝜀𝑁𝜀(1,𝑚) в оценке (52) совпадает с

номером 𝑚 в упорядоченной последовательности (6) собственных значений задачи (2), (3).
Доказательство. Пусть индекс 𝑚 ∈ N таков, что 𝛽1𝑚 < 𝛽1𝑚+1. При выводе сходимо-

сти (62) было установлено, что 𝑁 𝜀(1,𝑚)⩾𝑚. Если 𝑁 𝜀(1,𝑚)>𝑚, то в последовательности (6)
найдётся такое собственное значение 𝜆𝜀#, что соответствующая собственная функция 𝑢𝜀# ор-
тогональна в 𝐿2(Ω𝜀) другим 𝑚 собственным функциям, отвечающим собственным значениям

𝜆𝜀𝑝⩽
𝜋2

𝜀2ℎ20
+
𝜇1
𝜀
+
1

2
(𝛽𝑚+𝛽𝑚+1).

По формулам (66), (11), (87) введём собственную пару {𝛽#; 𝑣#} уравнения (28), причём
согласно сильной сходимости в пространстве 𝐿2(Γ) и упрощённой оценке (49) из леммы 3
функция 𝑣#∈𝐻1(Γ) остаётся ортогональной в 𝐿2(Γ) другим 𝑚 собственным функциям 𝑣1𝑝 —
они отвечают собственным значениям 𝛽1𝑝 <𝛽1𝑚+1, что противоречит способу образования
последовательности (31) при 𝑘=1, а значит, утверждение теоремы доказано.

6. АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Построенная формальная асимптотика (13) собственных функций 𝑢𝜀𝑚 задачи (2), (3)
обосновывается при помощи второй части леммы 2. Покажем как это делается на примере
простого собственного значения из последовательности (31) при 𝑘=1, однако саму теорему
сформулируем в полном объёме, так как обобщения традиционны и просты. Кроме того,
далее обсуждаются лишь собственные функции, отвечающие собственным значениям из
первой асимптотической серии собственных значений (случай 𝑘 = 1 в теореме 1), так как
при 𝑘 > 1 соответствующие формулы становятся абсолютно неявными.
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Теорема 5. Пусть 𝑚∈N и 𝛽1𝑚=𝛽1𝑚+κ𝑘−1 — собственное значение обыкновенного диф-
ференциального уравнения (31) с кратностью κ𝑚∈{1, 2}. Найдутся такие положительные
величины 𝜀𝑚, 𝑐𝑚 и ортогональная κ𝑚×κ𝑚-матрица 𝑏𝜀(𝑚) со столбцами 𝑏𝜀𝑚(𝑚), 𝑏

𝜀𝑚+κ𝑚−1
(𝑚) , при

которых для собственных функций 𝑢𝜀𝑚 и 𝑢𝜀𝑚+κ𝑚−1 задачи (2), (3), подчинённых условиям
ортогональности и нормировки (7), выполнены соотношения

𝜀‖∇𝑥𝑢
𝜀
𝑞−∇𝑥𝑢

𝜀
(𝑎𝑠)𝑞;𝐿

2(Ω𝜀)‖+‖𝑢𝜀𝑞−𝑢𝜀(𝑎𝑠)𝑞;𝐿
2(Ω𝜀)‖⩽𝐶𝑚

√
𝜀

при 𝑞=𝑚,𝑚+κ𝑚−1 и 𝜀∈ (0, 𝜀𝑚], (89)

𝑢𝜀(𝑎𝑠)𝑞(𝑥)=

√︂
2

𝜀3/2ℎ(𝑦)
sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂ 𝑘+κ𝑘−1∑︁
𝑝=𝑘

𝑏𝜀𝑘(𝑞)𝑝𝜒(𝑛)𝑣𝑝(𝑠)𝑤1(𝜂),

где 𝜒 — срезающая функция (41), 𝜁 и 𝜂 — растянутые координаты (14); 𝑤1 и 𝑣𝑘, 𝑣𝑘+κ𝑘−1 —
собственные функции уравнений (18) и (28), при этом 𝑤1 — нормированная в простран-
стве 𝐿2(R), а 𝑣𝑘 и 𝑣𝑘+κ𝑘−1 — удовлетворяющие соотношению (31).

Доказательство. Если κ𝑚=1 и 𝛽1𝑚 — простое собственное значение, то согласно тео-
реме 4 найдётся такая постоянная 𝜚𝑚> 0, что на замкнутом сегменте[︀

𝜀2(𝜋2ℎ−2
0 +𝜀𝜇1+𝛽𝑚)−𝜚𝑚𝜀9/4, 𝜀2(𝜋2ℎ−2

0 +𝜀𝜇1+𝛽𝑚)+𝜚𝑚𝜀
9/4
]︀

располагается единственное собственное значение 𝜏 𝜀𝑚 оператора 𝒯 𝜀. Таким образом, в суммах
из формулы (37) появляется только по одному слагаемому, а столбец 𝒞𝜀𝑚 превращается в
скаляр ±1. Осталось воспользоваться формулой (13), отбросив “лишние” члены анзаца при
учёте разных нормировок (7) и (38), (33) собственных функций и собственных векторов.
Теорема доказана.

Замечание 2. В предположении о гладкости профильной функции ℎ изложенную в
п. 2 процедуру можно продолжить и построить бесконечные формальные асимптотические
ряды для собственных пар. Хотя, как известно (см., например, [14, гл. 7]), такое “уточнение”
приводит к несоразмерным росту множителя 𝐶𝑚 и уменьшению границы 𝜀𝑘 изменения пара-
метра 𝜀 в неравенствах вида (89), подобные конструкции могут быть полезными при выводе
поточечных оценок разности 𝑢𝜀𝑘−𝑢𝜀(𝑎𝑠)𝑘, поскольку легкодоступные априорные гёльдеровкие
оценки решений задач в тонких областях являются весовыми и содержат степени малого
параметра с отрицательными показателями.

7. ВОЗМОЖНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ И ОТКРЫТЫЕ ВОПРОСЫ

1∘ Гладкость. Из-за применения “длинной” формулы Тейлора (16) для построения и обос-
нования собственных пар задачи (2), (3) требуется бо́льшая гладкость профильной функ-
ции ℎ, чем, например, в ситуации (8) (см. рис. 1, б и ср. работу [6]). С другой стороны,
производные непрерывной функции ℎ могут претерпевать разрывы на контуре 𝛾 (см. сечение
“плиты с острым хребтом” на рис. 2, б ), т.е.

ℎ(𝑦)=ℎ0+ |𝑛|𝛼(𝑎+̃︀ℎ(𝑦)), 𝑦 ∈𝒱𝑑, 𝛼∈ (0, 1), 𝑎> 0, ̃︀ℎ∈𝐶∞(𝒱𝑑). (90)

Рис. 2. Плоское изображение тонкого многогранника (а) и сечения области с неглад-
ким верхним основанием (б ). Максимумы профильной функции отмечены точками
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Идеи построения асимптотики приведены в статье [5], где при условии одной точки макси-
мума (см. рис. 2, а) показано, в частности, что вместо второго растяжения координат (14)
нужно использовать замену 𝑛 ↦→𝜂=𝜀−2/(2+𝛼)𝑛 (ср. далее формулы (91) и (94)). Вместе с тем
требования к функции ̃︀ℎ в соотношении (90), обеспечивающие эффект локализации около
всей линии 𝛾, и даже сам формальный асимптотический анализ остаются неизвестными.

Полностью открытыми являются вопросы построения асимптотики в случае кусочно-
гладкого или разомкнутого контура 𝛾, причём основная неясность связана с постановкой
условий сопряжения в угловых точках и краевых условий в концевых точках.

2∘ Непостоянный коэффициент 𝑎. Пусть в формулах (5)

𝑎(𝑠)= 𝑎0−𝐴(𝑠−𝑠0)2𝑞+𝑂(|𝑠−𝑠0|2𝑞+1), 𝐴> 0, 𝑞 ∈N,
𝑎(𝑠)<𝑎0 при 𝑠∈ 𝛾 ∖{𝑠0},

т.е. функция 𝑎 имеет строгий глобальный максимум в точке 𝑠0∈𝛾. Тогда в согласии с асимп-
тотическим анализом, проведённым в [5, 6], дополним замены координат (14) следующей:

𝑠 ↦→ 𝜉= 𝜀1/(𝑞+1)(𝑠−𝑠0). (91)

Повторение с некоторыми изменениями асимптотической процедуры из п. 2 применитель-
но к разложениям собственных пар исходной задачи

𝜆𝜀= 𝜀−2𝜋2ℎ−2
0 +𝜀−1𝜇+𝜀(1−𝑞)/(1+𝑞)𝛽+ . . . , (92)

𝑢𝜀(𝑥)= sin

(︂
𝜋𝜁

ℎ(𝑦)

)︂
(𝑤(𝜂)𝑣(𝜉)+ . . .)+ . . . (93)

даёт помимо уравнения (18) похожее обыкновенное дифференциальное уравнение на оси

−𝜕2𝜉 𝑣(𝜉)+2𝜋2𝐴ℎ−3
0 𝜉2𝑞𝑣(𝜉)=𝛽𝑣(𝜉), 𝜉 ∈R. (94)

Спектр этого уравнения является дискретным и образует последовательность собственных
значений вида (31), а соответствующие собственные функции 𝑣𝑚 ∈ 𝐶∞(R) затухают при
𝜉→±∞ с экспоненциальной скоростью 𝑜(𝑒−𝜗|𝜉|

2𝑞
), 𝜗> 0. Представление (93) подсказывает,

что для собственных функций задачи (2), (3) характерна концентрация около точки (𝑠0, 𝜀ℎ0)
на линии (10), однако это свойство, а также формулы (92)–(94) ещё нуждаются в строгом
обосновании.

При 𝑞 = 1 уравнение (94) совпадает с уравнением гармонического осциллятора, а при
𝑞=1/2 сходно с уравнением Эйри (см., например, [9] и [15] соответственно).

3∘ Локализация около боковой поверхности. Предположим, что контур 𝛾, на котором
профильная функция ℎ принимает максимальное значение (см. формулы (5)), совпадает с
(гладкой) границей 𝜕𝜔 сечения области (1) (см. рис. 1, г). Предельной задачей для пары
{𝜇𝑘, 𝑤𝑘} является задача Дирихле на полуоси

−𝜕2𝜂𝑤(𝜂)+𝐵2𝜂2𝑤(𝜂)=𝜇𝑤(𝜂), 𝜂 ∈ (−∞, 0), 𝑤(0)= 0, (95)

собственные значения которой имеют вид (19) с чётными натуральными 𝑘. У задачи Дирихле
на полуоси для уравнения (20) возникает требующее выполнения условие разрешимости,
поскольку

0ˆ

−∞

𝑤𝑘(𝜂)𝑓
′
𝑘(𝜂, 𝑠) 𝑑𝜂=−𝑣(𝑠)𝑎′(𝑠)2𝜋

2

ℎ30

0ˆ

−∞

𝜂3|𝑤𝑘(𝜂)|2 𝑑𝜂=: 𝑣(𝑠)𝑎′(𝑠)𝑀𝑘 и 𝑀𝑘> 0. (96)

Как и в работе [7], во избежание локализации собственной функции около какой-либо точки
следует предположить, что коэффициент в третьем члене 𝑎′𝑛3 формулы Тейлора (16) —
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постоянная 𝑎′=𝑎′0, и ввести в разложение (12) собственного значения новое слагаемое 𝜀−1/2𝜇′,
где 𝜇′=−𝑎′0𝑀𝑘, в соответствии с формулами (96) и (20).

При замене условия Дирихле на боковой поверхности 𝛾×(0, 𝜀ℎ0) условием Неймана вместо
𝑤(0) = 0 нужно использовать 𝜕𝜂𝑤(0) = 0 в задаче (95), а в формуле (19) для собственных
значений брать нечётные индексы 𝑘, тогда выражение (96) изменится.

Установленные в статье утверждения можно применить к описанным формам тонкой
области — предложенные способы вывода оценок нуждаются в достаточно понятных моди-
фикациях.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена при финансовой подержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (проект 124041500009-8).

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Автор данной работы заявляет, что у него нет конфликта интересов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Friedlander, L. On the spectrum of narrow periodic waveguides / L. Friedlander, M. Solomyak //
Russ. J. Math. Phys. — 2008. — V. 15, № 4. — P. 238–242.

2. Friedlander, L. On the spectrum of the Dirichlet Laplacian in a narrow strip / L. Friedlander,
M. Solomyak // Israel J. Math. — 2009. — V. 170. — P. 337–354.

3. Borisov, D. Singular asymptotic expansions for Dirichlet eigenvalues and eigenfunctions on thin planar
domains / D. Borisov, P. Freitas // Ann. Inst. Henri Poincaré. Anal. Non Linèaire. — 2009. —
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача нахождения решений в плоской односвязной ограниченной об-
ласти Ω системы нелинейных дифференциальных уравнений

(𝐷𝑇 𝑗𝜆)𝛼𝜆 +𝐷𝐺
𝑗
𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇−𝐷𝐵𝑗
𝜆(𝑇

𝜆𝜇𝜐𝜇+𝑇
𝜆3)+𝐷𝑅𝑗 =0, 𝑗=1, 2,

(𝐷𝑇 𝜆𝜇𝜐𝜇)𝛼𝜆 +(𝐷𝑇 𝜆3)𝛼𝜆 +𝐷𝐵𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇+𝐷𝑅3=0,

(𝐷𝑀 𝑗𝜆)𝛼𝜆 −𝐷𝑇 𝑗3+𝐷𝐺𝑗𝜆𝜇𝑀
𝜆𝜇+𝐷𝐿𝑗 =0, 𝑗=1, 2, (1)

удовлетворяющих на границе Γ области Ω условиям

𝐷(𝑇 𝑗1𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑇 𝑗2𝑑𝛼1/𝑑𝑠)=𝑃 𝑗(𝑠), 𝑗=1, 2,

𝐷(𝑇 13𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑇 23𝑑𝛼1/𝑑𝑠)+𝐷(𝑇 1𝜆𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑇 2𝜆𝑑𝛼1/𝑑𝑠)𝜐𝜆=𝑃 3(𝑠),

𝐷(𝑀 𝑗1𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑀 𝑗2𝑑𝛼1/𝑑𝑠)=𝑁 𝑗(𝑠), 𝑗=1, 2. (2)

Здесь и ниже используются следующие обозначения: 𝑇 𝑖𝑗≡𝑇 𝑖𝑗(𝛾)=𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛
𝜆−1𝛾

𝜆−1
𝑘𝑛 , 𝑀 𝑖𝑗≡𝑀 𝑖𝑗(𝛾)=

=𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛
𝜆 𝛾𝜆−1

𝑘𝑛 , 𝛾=(𝛾0, 𝛾1), 𝛾𝑘=(𝛾𝑘11, 𝛾
𝑘
12, 𝛾

𝑘
13, 𝛾

𝑘
22, 𝛾

𝑘
23, 𝛾

𝑘
33), 𝑘=0, 1;

𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛
𝑚 =𝐷𝑖𝑗𝑘𝑛

𝑚 (𝛼1, 𝛼2)=

ℎ0/2ˆ

−ℎ0/2

𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)(𝛼3)𝑚 𝑑𝛼3, 𝑚=0, 2, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑛=1, 3;
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𝐵1111=𝐵2222=𝐸/(1−𝜈2), 𝐵1122=𝜈𝐸/(1−𝜈2), 𝐵1212=𝐸/(2(1+𝜈)), 𝐵1313=𝐵2323=𝐸𝜅2/(2(1+𝜈));
𝛾0𝑗𝑗 = 𝑤𝑗𝛼𝑗 −𝐺𝜆𝑗𝑗𝑤𝜆 −𝐵𝑗𝑗𝑤3 + 𝜐2𝑗 /2, 𝑗 = 1, 2; 𝛾012 = 𝑤1𝛼2 +𝑤2𝛼1 − 2𝐺𝜆12𝑤𝜆 − 2𝐵12𝑤3 + 𝜐1𝜐2,
𝛾1𝑗𝑗 = 𝜓𝑗𝛼𝑗 −𝐺𝜆𝑗𝑗𝜓𝜆, 𝑗 = 1, 2; 𝛾112 = 𝜓1𝛼2 +𝜓2𝛼1 −2𝐺𝜆12𝜓𝜆, 𝛾0𝑗3 = 𝜐𝑗+𝜓𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝛾033 ≡ 0, 𝛾1𝑘3 ≡ 0,
𝑘 = 1, 3; 𝜐𝑗 = 𝑤3𝛼𝑗 +𝐵𝜆

𝑗 𝑤𝜆, 𝐵
𝜆
𝑗 = 𝐴𝜆𝜇𝐵𝜇𝑗 , 𝐴𝑗𝑗 = 𝐴3−𝑗3−𝑗/𝐷

2, 𝑗 = 1, 2; 𝐴12 = 𝐴21 = −𝐴12/𝐷
2,

𝐷2=𝐴11𝐴22−𝐴2
12; остальные 𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛 равны нулю; 𝛼𝑗 =𝛼𝑗(𝑠) (𝑗=1, 2) — уравнения кривой Γ,

𝑠 — длина дуги Γ; нижний индекс 𝛼𝜆 означает дифференцирование по 𝛼𝜆, 𝜆=1, 2.
Система (1) относительно функций 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2 является системой из пяти диффе-

ренциальных уравнений с частными производными второго порядка, линейных относительно
𝜓1, 𝜓2 и нелинейных относительно 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3. Совместно с граничными условиями (2) она
описывает состояние равновесия упругой непологой изотропной неоднородной оболочки с
незакреплёнными краями в рамках сдвиговой модели Тимошенко [1, с. 168–170, 269], отне-
сённой к криволинейной системе координат. При этом 𝑇 𝑖𝑗 — усилия, 𝑀 𝑖𝑗 — моменты; 𝛾𝑘𝑖𝑗
(𝑖, 𝑗=1, 3, 𝑘=0, 1) — компоненты тензора деформаций срединной поверхности 𝑆0 оболочки,
гомеоморфной области Ω; 𝑤𝑗 (𝑗=1, 2) и 𝑤3 — соответственно тангенциальные и нормальное
перемещения точек 𝑆0; 𝜓𝑖 (𝑖=1, 2) — углы поворота нормальных сечений 𝑆0; 𝐵𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗=1, 2) —
ковариантные компоненты тензора кривизны поверхности 𝑆0, 𝐴𝑖𝑗 — коэффициенты первой
квадратичной формы поверхности 𝑆0, 𝐺𝜆𝑖𝑗 — символы Кристоффеля второго рода, которые
в изометрической системе координат определяются формулами [2, c. 18]

𝐴11=𝐴22=Λ=Λ(𝛼1, 𝛼2), 𝐴12=0, 𝐷=Λ;

𝐺1
𝑗𝑗 =(−1)𝑗−1Λ𝛼1/(2Λ), 𝐺2

𝑗𝑗 =(−1)𝑗Λ𝛼2/(2Λ), 𝐺𝑗12=𝐺𝑗21=Λ𝛼3−𝑗/(2Λ), 𝑗=1, 2; (3)

𝑅𝑗 , 𝑃 𝑗 (𝑗 =1, 3), 𝐿𝑘, 𝑁𝑘 (𝑘=1, 2) — компоненты внешних сил, действующих на оболочку;
𝜈 — коэффициент Пуассона, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜅2 — коэффициент сдвига, 𝐷=𝐷(𝛼1, 𝛼2) —
якобиан; ℎ0=const — толщина оболочки; 𝛼1, 𝛼2 — декартовы координаты точек области Ω.

В (1), (2) и во введённых обозначениях (и в дальнейшем) по повторяющимся латинским
индексам ведётся суммирование от 1 до 3, по повторяющимся греческим — от 1 до 2.

Разрешимость нелинейных краевых задач для дифференциальных уравнений теории
упругих оболочек достаточно полно изучена в рамках простейшей модели Кирхгофа–Лява
(см., например, работы [2–7] и библиографии в них) с использованием метода гильбертовых
пространств, вариационных методов, теоремы о неявной функции. Эти же методы приме-
нялись к исследованию разрешимости нелинейных задач термоупругости для оболочек в
рамках гипотез Григолюка–Чулкова [8, 9]. В то же время актуальными являются краевые
задачи более сложных моделей теории оболочек [2, c. 349]. На сегодняшний день имеет-
ся ряд работ [10–15], в которых разрешимость нелинейных задач для упругих оболочек
исследовалась в рамках сдвиговой модели Тимошенко. Для этого был предложен новый
метод, основанный на сведении исходной нелинейной задачи к нелинейному операторно-
му уравнению относительно обобщённых перемещений в соболевском пространстве. В его
основе лежат интегральные представления для обобщённых перемещений, содержащие про-
извольные функции, в том числе произвольные голоморфные функции, которые находятся
таким образом, чтобы обобщённые перемещения удовлетворяли линейной системе уравнений
и линейным граничным условиям, выделенным специальным образом из исходной нелиней-
ной задачи. В результате исходная нелинейная краевая задача сводится к нелинейному
операторному уравнению с оператором, который представляется в виде суммы линейно-
го и нелинейного операторов. При исследовании разрешимости нелинейного операторного
уравнения наиболее существенным моментом является доказательство обратимости линей-
ного оператора, которое зависит от физико-геометрических характеристик оболочки. Такой
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подход позволил доказать существование обобщённых решений нелинейных задач равнове-
сия пологих оболочек типа Тимошенко, отнесённых к евклидовой [10–13] и изометрической
[14] системам координат, а также непологих оболочек типа Тимошенко нулевой гауссовой
кривизны, отнесённых к евклидовой системе координат [15].

Настоящая статья посвящена исследованию нелинейных задач для непологих неоднород-
ных изотропных оболочек типа Тимошенко ненулевой гауссовой кривизны. Исследования
проведены в изометрических координатах и непосредственно развивают результаты работы
[14]. Переход к непологим оболочкам ненулевой гауссовой кривизны, отнесённым к изометри-
ческим координатам, усложняет систему дифференциальных уравнений равновесия оболочек
и вносит существенные сложности в исследование разрешимости нелинейного операторного
уравнения, связанные с доказательством обратимости линейного оператора.

Краевую задачу (1), (2) будем изучать в обобщённой постановке. Пусть выполнены
следующие условия:

(a) имеют место включения 𝐵𝑖𝑗𝑘𝑛(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)∈(𝑊 (1)
𝑝 (Ω)∩𝐶𝛽(Ω))×𝐿1[−ℎ0/2, ℎ0/2], 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑛=

=1, 3; 𝐵𝜆𝜇(𝛼1, 𝛼2)∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω), 𝜆, 𝜇, 𝑘=1, 2;

(b) якобиан 𝐷=Λ(𝛼1, 𝛼2)> 0 в Ω и Λ(𝛼1, 𝛼2)∈𝑊 (4)
𝑝 (Ω);

(c) гауссова кривизна 𝜅= (𝐵11𝐵22−𝐵2
12)/Λ

2 срединной поверхности оболочки не равна
нулю в области Ω;

(d) компоненты внешних сил 𝑅𝑗 (𝑗 = 1, 3) и 𝐿𝑘 (𝑘 = 1, 2) принадлежат пространству
𝐿𝑝(Ω), а компоненты 𝑃 𝑗 (𝑗 = 1, 3), 𝑁𝑘 (𝑘 = 1, 2) — пространству 𝐶𝛽(Γ), и внешние силы
самоуравновешены;

(e) Ω — произвольная односвязная область с границей Γ∈𝐶1
𝛽 .

Здесь и далее 2<𝑝< 4/(2−𝛽), 0<𝛽 < 1.
Определение. Назовём вектор обобщённых перемещений 𝑎=(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2) обобщён-

ным решением задачи (1), (2), если 𝑎 принадлежит пространству 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), почти всюду

удовлетворяет системе (1) и поточечно граничным условиям (2).
Здесь 𝑊

(𝑗)
𝑝 (Ω) — пространства Соболева. В силу теорем вложения для соболевских про-

странств 𝑊
(2)
𝑝 (Ω) c 𝑝> 2 обобщённое решение 𝑎 принадлежит пространству 𝐶1

𝛼(Ω̄); здесь и
везде далее 𝛼=(𝑝−2)/𝑝. Заметим, что при 2<𝑝<4/(2−𝛽) справедливо неравенство 𝛼<𝛽/2.

Соотношения для компонент деформаций для удобства в дальнейших исследованиях
запишем в виде

𝛾𝑘𝑖𝑗 = 𝑒𝑘𝑠𝑖𝑗+𝑒
𝑘
𝑐𝑖𝑗+𝜒

𝑘
𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗=1, 3, 𝑘=0, 1, (4)

где приняты обозначения: 𝑒0𝑠𝑗𝑗 =𝑤𝑗𝛼𝑗 , 𝑒0𝑠𝑗3 =𝑤3𝛼𝑗 +𝜓𝑗 , 𝑒1𝑠𝑗𝑗 =𝜓𝑗𝛼𝑗 , 𝑗=1, 2; 𝑒0𝑠12 =𝑤1𝛼2 +𝑤2𝛼1 ,
𝑒1𝑠12 = 𝜓1𝛼2 +𝜓2𝛼1 , 𝑒0𝑐𝑗𝑗 = −𝐺𝜆𝑗𝑗𝑤𝜆−𝐵𝑗𝑗𝑤3, 𝑒1𝑐𝑗𝑗 = −𝐺𝜆𝑗𝑗𝜓𝜆, 𝑗 = 1, 2; 𝑒0𝑐12 = −2𝐺𝜆12𝑤𝜆− 2𝐵12𝑤3,
𝑒1𝑐12 =−2𝐺𝜆12𝜓𝜆, 𝑒0𝑐𝑗3 =𝐵𝜆

𝑗 𝑤𝜆, 𝜒
0
𝑗𝑗 = 𝜐2𝑗 /2, 𝑗 = 1, 2; 𝜒0

12 = 𝜐1𝜐2, 𝜒1
𝑖𝑗 = 𝜒0

𝑗3 = 𝑒0𝑠33 = 𝑒1𝑠𝑗3 = 𝑒𝑘𝑐33 ≡ 0,
𝑖, 𝑗=1, 3, 𝑘=0, 1.

2. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ
ДЛЯ ОБОБЩЁННЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Введём в рассмотрение комплексные функции

𝜔𝑗 =𝜔𝑗(𝑧)=𝐷
{︀
𝐷1111
𝑗−1 (𝑤1𝛼1 +𝑤2𝛼2)+𝐷1111

𝑗 (𝜓1𝛼1 +𝜓2𝛼2)+

+ 𝑖[𝐷1212
𝑗−1 (𝑤2𝛼1 −𝑤1𝛼2)+𝐷1212

𝑗 (𝜓2𝛼1 −𝜓1𝛼2)]
}︀
, 𝑗=1, 2, 𝑧=𝛼1+ 𝑖𝛼2. (5)

В системе (1) усилия 𝑇 𝑗𝑘 и моменты 𝑀 𝑗𝑘 запишем с учётом вида компонент деформа-
ций 𝛾𝑛𝑗𝑘 из (4). Прибавляя после этого к первому уравнению в (1) второе, умноженное на
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мнимую единицу 𝑖, а к четвертому уравнению пятое, умноженное также на 𝑖, представим
систему (1) с учётом функций 𝜔𝑗(𝑧) из (5) в удобной для дальнейших исследований форме:

𝜔𝑗𝑧+ℎ
𝑗(𝑎)= 𝑓 𝑗𝑐 (𝑎)+𝑓

𝑗
𝜒(𝑎)−𝐹 𝑗(𝑧), 𝑗=1, 2, (6)

𝐷𝐷1313
0 (𝑤3𝛼1𝛼1 +𝑤3𝛼2𝛼2)+ℎ3(𝑎)= 𝑓3𝑐 (𝑎)+𝑓

3
𝜒(𝑎)−𝐹 3(𝑧), 𝑧 ∈Ω, (7)

где приняты следующие обозначения: 𝜔𝑗𝑧 = (𝜔𝑗𝛼1 + 𝑖𝜔𝑗𝛼2)/2, 𝑗 = 1, 2; ℎ𝑗(𝑎) = (−1)𝜇−1 ×
×[(𝐷𝐷1212

𝑗+𝜆−2)𝛼3−𝜇𝜈𝜆2𝛼𝜇+𝑖(𝐷𝐷1212
𝑗+𝜆−2)𝛼𝜇𝜈𝜆1𝛼3−𝜇 ]−(𝑗−1)𝐷𝐷1313

0 (𝑒0𝑠13+𝑖𝑒
0
𝑠23)/2, 𝜈1𝑗 =𝑤𝑗 , 𝜈2𝑗 =𝜓𝑗 ,

𝑗 = 1, 2; ℎ3(𝑎) = (𝐷𝐷1313
0 )𝛼𝜆𝑤3𝛼𝜆 +(𝐷𝐷1313

0 𝜓𝜆)𝛼𝜆 ; 𝑓 𝑗𝑐 (𝑎) = (𝑓𝑐3𝑗−2+ 𝑖𝑓𝑐3𝑗−1)/2, 𝑓
𝑗
𝜒(𝑎) = (𝑓𝜒3𝑗−2+

+𝑖𝑓𝜒3𝑗−1)/2, 𝑗 = 1, 2; 𝑓3𝑐 (𝑎) = 𝑓𝑐3(𝑎), 𝑓3𝜒(𝑎) = 𝑓𝜒3(𝑎), 𝑓𝑐𝑗(𝑎) = −(𝐷𝑇 𝑗𝜆(𝑒𝑐))𝛼𝜆 −𝐷𝐺𝑗𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝑒)+

+𝐷𝐵𝑗
𝜆𝑇

𝜆3(𝑒), 𝑓𝑐3+𝑗(𝑎) =−(𝐷𝑀 𝑗𝜆(𝑒𝑐))𝛼𝜆 −𝐷𝐺𝑗𝜆𝜇𝑀
𝜆𝜇(𝑒)+𝐷𝑇 𝑗3(𝑒𝑐), 𝑓𝜒𝑗(𝑎) =−(𝐷𝑇 𝑗𝜆(𝜒))𝛼𝜆 −

−𝐷𝐺𝑗𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝜒)+𝐷𝐵𝑗

𝜆[𝑇
𝜆𝜇(𝛾)𝜐𝜇+𝑇

𝜆3(𝜒)], 𝑓𝜒3+𝑗(𝑎) =−(𝐷𝑀 𝑗𝜆(𝜒))𝛼𝜆 −𝐷𝐺𝑗𝜆𝜇𝑀
𝜆𝜇(𝜒)+𝐷𝑇 𝑗3(𝜒),

𝑗 = 1, 2; 𝑓𝑐3(𝑎) = −(𝐷𝑇 𝜆3(𝑒𝑐))𝛼𝜆 −𝐷𝐵𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝑒), 𝑓𝜒3(𝑎) = −(𝐷𝑇 𝜆𝜇(𝛾)𝜐𝜇)𝛼𝜆 − (𝐷𝑇 𝜆3(𝜒))𝛼𝜆 −

−𝐷𝐵𝜆𝜇𝑇 𝜆𝜇(𝜒), 𝐹 1 =𝐷(𝑅1+ 𝑖𝑅2)/2, 𝐹 2 =𝐷(𝐿1+ 𝑖𝐿2)/2, 𝐹 3 =𝐷𝑅3; 𝑒 = 𝑒𝑠+ 𝑒𝑐, 𝑒𝑠 = (𝑒0𝑠, 𝑒
1
𝑠),

𝑒𝑐 = (𝑒0𝑐 , 𝑒
1
𝑐), 𝑒𝑘𝑠 = (𝑒𝑘𝑠11, 𝑒

𝑘
𝑠12, 𝑒

𝑘
𝑠13, 𝑒

𝑘
𝑠22, 𝑒

𝑘
𝑠23, 𝑒

𝑘
𝑠33), 𝑒𝑘𝑐 = (𝑒𝑘𝑐11, 𝑒

𝑘
𝑐12, 𝑒

𝑘
𝑐13, 𝑒

𝑘
𝑐22, 𝑒

𝑘
𝑐23, 𝑒

𝑘
𝑐33), 𝑘 = 0, 1;

𝜒=(𝜒0
11, 𝜒

0
12, 𝜒

0
22); 𝑒𝑘𝑠𝑖𝑗 , 𝑒

𝑘
𝑐𝑖𝑗 , 𝜒

𝑘
𝑖𝑗 определены ранее.

Отметим, что через 𝑒 и 𝜒 обозначены соответственно линейные и нелинейные части
компонент тензора деформации 𝛾, поэтому справедливо представление 𝛾= 𝑒+𝜒.

Аналогично граничные условия (2) запишем в виде

Re[(−𝑖)𝑗𝑡′𝜔𝑘(𝑡)]+2(−1)𝑗𝐷𝐷1212
𝑘+𝛿−2𝜈𝛿3−𝑗𝛼𝜆𝑑𝛼𝜆/𝑑𝑠=

=𝜙𝑐3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)+𝜙𝜒3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)−𝐹 3𝑘+𝑗(𝑠), 𝑘, 𝑗=1, 2,

𝐷𝐷1313
0 [(𝑤3𝛼2 +𝜓2)𝑑𝛼

1/𝑑𝑠−(𝑤3𝛼1 +𝜓1)𝑑𝛼
2/𝑑𝑠] =𝜙𝑐3(𝑎)+𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡)−𝐹 6(𝑠), (8)

где 𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡)=𝐷[𝑇 𝑗2(𝑒𝑐)𝑑𝛼
1/𝑑𝑠−𝑇 𝑗1(𝑒𝑐)𝑑𝛼2/𝑑𝑠], 𝜙𝑐3+𝑗(𝑎)(𝑡)=𝐷[𝑀 𝑗2(𝑒𝑐)𝑑𝛼

1/𝑑𝑠−𝑀 𝑗1(𝑒𝑐)𝑑𝛼
2/𝑑𝑠],

𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡) = 𝐷[𝑇 𝑗2(𝜒)𝑑𝛼1/𝑑𝑠− 𝑇 𝑗1(𝜒)𝑑𝛼2/𝑑𝑠], 𝜙𝜒3+𝑗(𝑎)(𝑡) = 𝐷[𝑀 𝑗2(𝜒)𝑑𝛼1/𝑑𝑠−𝑀 𝑗1(𝜒)𝑑𝛼2/𝑑𝑠],
𝑗=1, 2; 𝜙𝑐3(𝑎)(𝑡)=𝐷[𝑇 13(𝑒𝑐)𝑑𝛼

2/𝑑𝑠−𝑇 23(𝑒𝑐)𝑑𝛼
1/𝑑𝑠], 𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡)=𝐷[𝑇 1𝜆(𝛾)𝑑𝛼2/𝑑𝑠−𝑇 2𝜆(𝛾)𝑑𝛼1/𝑑𝑠]𝜐𝜆−

−𝐷[𝑇 23(𝜒)𝑑𝛼1/𝑑𝑠−𝑇 13(𝜒)𝑑𝛼2/𝑑𝑠]; 𝐹 3+𝑗 =−𝑃 𝑗 , 𝑗=1, 2; 𝐹 6(𝑠)=𝑃 3(𝑠), 𝐹 6+𝑘=−𝑁𝑘, 𝑘=1, 2.
В основе исследования системы уравнений (6), (7) с граничными условиями (8) лежат

интегральные представления для обобщённых перемещений 𝑤𝑗 (𝑗 =1, 3), 𝜓𝑘 (𝑘=1, 2). Для
их вывода рассмотрим уравнения

𝜔𝑗𝑧 = 𝜌𝑗 (𝑗=1, 2), 𝐷𝐷1313
0 (𝑤3𝛼1𝛼1 +𝑤3𝛼2𝛼2)= 𝜌3, (9)

где 𝜌1=𝜌1+𝑖𝜌2, 𝜌2=𝜌4+𝑖𝜌5, 𝜌3=𝜌3 — произвольно фиксированные функции, принадлежащие
пространству 𝐿𝑝(Ω).

Первые два уравнения в (9) представляют собой неоднородные уравнения Коши–Римана,
общие решения которых даются формулами [16, c. 29]

𝜔𝑗(𝑧)=Φ𝑗(𝑧)+𝑇𝜌
𝑗(𝑧)≡𝜔𝑗(Φ𝑗 ; 𝜌

𝑗)(𝑧),

𝑇𝜌𝑗(𝑧)=− 1

𝜋

¨

Ω

𝜌𝑗(𝜁)

𝜁−𝑧
𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑗=1, 2, 𝜁 = 𝜉+ 𝑖𝜂, (10)

где Φ𝑗(𝑧) — произвольные голоморфные функции, принадлежащие пространству 𝐶𝛼(Ω).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 12 2024



РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 1689

Известно [16, c. 39–41, 46], что 𝑇 — вполне непрерывный оператор в пространствах 𝐿𝑝(Ω)
и 𝐶𝑘𝛼(Ω), отображающий их в пространства 𝐶𝛼(Ω) и 𝐶𝑘+1

𝛼 (Ω) соответственно. Кроме того,
существуют обобщённые производные

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑧
= 𝑓,

𝜕𝑇𝑓

𝜕𝑧
≡𝑆𝑓 =− 1

𝜋

¨

Ω

𝑓(𝜁)

(𝜁−𝑧)2
𝑑𝜉 𝑑𝜂, (11)

где 𝑆 — линейный ограниченный оператор в 𝐿𝑝(Ω), 𝑝> 1, и 𝐶𝑘𝛼(Ω).
Представления (10), в свою очередь, при помощи функций 𝜔0

1 =𝑤2+ 𝑖𝑤1, 𝜔0
2 = 𝜓2+ 𝑖𝜓1

запишем в виде неоднородных уравнений Коши–Римана

𝜔0
𝑗𝑧 = 𝑖𝑇𝑗𝜔, 𝑗=1, 2, (12)

общие решения которых имеют вид

𝜔0
𝑗 (𝑧)=Ψ𝑗(𝑧)+ 𝑖𝑇𝑇𝑗𝜔(𝑧)≡𝜔0

𝑗 (Ψ𝑗 ;𝜔)(𝑧), 𝑗=1, 2. (13)

В (12), (13) введены обозначения: 𝑇𝑗𝜔= 𝑑2𝑗−1[𝜔1]+𝑑2𝑗 [𝜔2], 𝜔=(𝜔1, 𝜔2),

𝑑2𝑗+𝜆−2[𝜔𝜆] = 𝑑12𝑗+𝜆−2𝜔𝜆+(−1)𝑗+𝜆𝑑22𝑗+𝜆−2𝜔𝜆, 𝑗, 𝜆=1, 2,

𝑑𝑗3𝑘−2=
1

4𝐷

(︂
𝐷1111

4−2𝑘

𝛿0
+(−1)𝑗

𝐷1212
4−2𝑘

𝛿1

)︂
, 𝑑𝑗2= 𝑑𝑗3=

1

4𝐷

(︂
𝐷1212

1

𝛿1
+(−1)𝑗

𝐷1111
1

𝛿0

)︂
, 𝑘, 𝑗=1, 2,

𝛿0=𝐷1111
0 𝐷1111

2 −(𝐷1111
1 )2, 𝛿1=𝐷1212

0 𝐷1212
2 −(𝐷1212

1 )2;

Ψ𝑗(𝑧)∈𝐶1
𝛼(Ω) — произвольные голоморфные функции, 𝜔𝑗 определены в (10).

Третье уравнение в (9) представим в виде

𝑤3𝑧𝑧 = ̃︀𝜌3/4, ̃︀𝜌3= 𝜌3/(𝐷𝐷
1313
0 ), 𝑤3𝑧 =(𝑤3𝛼1 − 𝑖𝑤3𝛼2)/2,

откуда получим

𝑤3(𝑧)=ReΨ3(𝑧)− ̃︀𝑇 ̃︀𝜌3≡𝑤3(Ψ3; 𝜌3)(𝑧), ̃︀𝑇 ̃︀𝜌3=− 1

2𝜋

¨

Ω

̃︀𝜌3(𝜁) ln⃒⃒⃒⃒1− 𝑧

𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉 𝑑𝜂, (14)

где Ψ3(𝑧)∈𝐶1
𝛼(Ω) — произвольная голоморфная функция.

Соотношения (13), (14) представляют собой искомые интегральные представления для
обобщённых перемещений и лежат в основе предложенного метода исследования.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Представления (13), (14) для обобщённых перемещений 𝑎= (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2) содержат
произвольные голоморфные функции Φ𝑗(𝑧) (𝑗=1, 2), Ψ𝑘(𝑧) (𝑘=1, 3) и произвольные функции
𝜌𝑗(𝑧) (𝑗=1, 3). Их найдём так, чтобы обобщённые перемещения удовлетворяли системе (6),
(7) и граничным условиям (8), при этом правые части уравнений (6), (7) и граничных
условий (8) временно считаем известными. С этой целью соотношения (13), (14) подставим
в левые части системы уравнений (6), (7) и граничных условий (8). В результате система (6),
(7) примет вид

𝜌𝑗(𝑧)+ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧)+ℎ
𝑗
2(Φ)(𝑧)= 𝑓 𝑗𝑐 (𝑎)(𝑧)+𝑓

𝑗
𝜒(𝑎)(𝑧)−𝐹 𝑗(𝑧), 𝑗=1, 3, 𝑧 ∈Ω, (15)
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где через ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧) и ℎ𝑗2(Φ)(𝑧) обозначены те части выражения оператора ℎ𝑗(𝑎), которые
содержат функции 𝜌=(𝜌1, 𝜌2, 𝜌3) и Φ=(Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2,Ψ3) соответственно.

Граничные условия (8) с учётом представлений

𝑆(𝑇𝑗Φ0)
+(𝑡)=−(𝑡

′
)2[𝑑12𝑗−1(𝑡)Φ1(𝑡)+𝑑

1
2𝑗(𝑡)Φ2(𝑡)]+𝐾0𝑗(Φ0)(𝑡), Φ0=(Φ1,Φ2),

𝐾0𝑗(Φ0)(𝑡)=−
𝑑12𝑗+𝜇−2(𝑡)

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝜓(𝜏,𝑡)−𝜓(𝑡,𝑡)
𝜏−𝑡

Φ𝜇(𝜏)𝑑𝜏−(−1)𝑗+𝜇
𝑑22𝑗+𝜇−2(𝑡)

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝜓(𝜏,𝑡)−𝜓(𝑡,𝑡)
𝜏−𝑡

Φ𝜇(𝜏)𝑑𝜏−

− 1

𝜋

¨

Ω

𝑑12𝑗+𝜇−2(𝜁)−𝑑12𝑗+𝜇−2(𝑡)

(𝜁−𝑡)2
Φ𝜇(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂−

(−1)𝑗+𝜇

𝜋

¨

Ω

𝑑22𝑗+𝜇−2(𝜁)−𝑑22𝑗+𝜇−2(𝑡)

(𝜁−𝑡)2
Φ𝜇(𝜁)𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑗=1,2,

𝜓(𝜏,𝑡)=(𝜏−𝑡)/(𝜏−𝑡), 𝜓(𝑡,𝑡)=(𝑡
′
)2,

получаемых при помощи соотношений (10)–(12), формул (4.7), (4.9) из [16, c. 28] и формул
Сохоцкого [17, c. 66], преобразуются к виду

(−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)Re[𝑖
𝑗𝑡′Φ𝜆(𝑡)]−2𝐷𝐷1212

𝜆+𝑘−2(𝑡)Re[𝑖
𝑗−1𝑡′Ψ′

𝜆(𝑡)]−2𝐷𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)Re[𝑖

𝑗𝑡′𝐾0𝜆(Φ0)(𝑡)]+

+𝐻3(𝑘−1)+𝑗𝜌(𝑡)=𝜙𝑐3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)+𝜙𝜒3(𝑘−1)+𝑗(𝑎)(𝑡)−𝐹 3𝑘+𝑗(𝑠), 𝑘, 𝑗=1, 2,

𝐷𝐷1313
0 (𝑡)Re[𝑖𝑡′Ψ′

3(𝑡)]+𝐾03(Φ)(𝑡)+𝐻3𝜌(𝑡)=𝜙𝜒3(𝑎)(𝑡)−𝐹 6(𝑠), (16)

где приняты следующие обозначения: 𝐻3(𝑘−1)+𝑗𝜌(𝑡) = Re[(−𝑖)𝑗𝑡′𝑇𝜌𝑘(𝑡)]−2𝐷𝐷1212
𝑘+𝜆−2(𝑡)×

×Re{𝑖𝑗𝑡′(𝐼 + 𝑆)(𝑇𝜆𝑇𝜌0)
+(𝑡)}, 𝑘, 𝑗 = 1, 2; 𝐻3𝜌(𝑡) = 𝐷𝐷1313

0 (𝑡)Re[𝑖𝑡′(𝑇 ̃︀𝜌3(𝑡)/2+ 𝑇𝑇2𝑇𝜌0(𝑡))],
𝐾03(Φ)(𝑡)=𝐷𝐷

1313
0 (𝑡)Re{𝑡′[Ψ2(𝑡)+𝑖𝑇𝑇2Φ0(𝑡)]}; 𝑑𝑘𝑗(𝑡)= (−1)𝑗−1[2(−1)𝜆𝐷𝐷1212

𝜆+𝑘−2(𝑡)𝑑
2
2𝜆+𝑗−2(𝑡)+

+3−𝑘− 𝑗], 𝑘, 𝑗 = 1, 2; 𝐼 — тождественный оператор, операторы 𝑇 , 𝑆, 𝑇𝜆 и функции 𝑑𝑘𝑗 (𝑡)

определены в (10), (11); Φ𝜆(𝑡)≡Φ+
𝜆 (𝑡), 𝑡 ∈ Γ; символ Φ+

𝜆 (𝑡) здесь и далее означает предел
функции Φ𝜆(𝑧) при 𝑧→ 𝑡∈Γ изнутри области Ω.

Таким образом, для определения функций 𝜌𝑗 ∈𝐿𝑝(Ω) (𝑗 =1, 3), Φ𝑘(𝑧)∈𝐶𝛼(Ω) (𝑘=1, 2),
Ψ𝑗(𝑧)∈𝐶1

𝛼(Ω) (𝑗=1, 3) получили систему уравнений (15), (16). Голоморфные функции будем
искать в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями:

Φ𝑘(𝑧)=Θ(𝜇2𝑘)(𝑧)≡Φ𝑘(𝜇2𝑘)(𝑧), 𝑘=1, 2,

Ψ′
𝑗(𝑧)= 𝑖(𝑗−1)(𝑗−2)/2Θ(𝜇2𝑗−1)(𝑧)≡Ψ′

𝑗(𝜇2𝑗−1)(𝑧), 𝑗=1, 3,

Θ(𝑓)(𝑧)=
1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 ′(𝜏−𝑧)
, (17)

где 𝜇𝑗(𝑡)∈𝐶𝛼(Γ) (𝑗=1, 5) — произвольные действительные функции, 𝜏 ′=𝑑𝜏/𝑑𝜎, 𝑑𝜎 — элемент
длины дуги кривой Γ.

Для функций Ψ𝑗(𝑧) (𝑗=1, 3) имеем представления

Ψ𝑗(𝑧)= 𝑖(𝑗−1)(𝑗−2)/2Θ0(𝜇2𝑗−1)(𝑧)+𝑐2𝑗−1+ 𝑖𝑐2𝑗 ≡Ψ𝑗(𝜇2𝑗−1)(𝑧)+𝑐2𝑗−1+ 𝑖𝑐2𝑗 , 𝑗=1, 3,

Θ0(𝑓)(𝑧)=− 1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑓(𝜏)

𝜏 ′
ln

(︂
1− 𝑧

𝜏

)︂
𝑑𝜏, (18)

где 𝑐𝑗 (𝑗 = 1, 6) — произвольные действительные постоянные, под ln(1− 𝑧/𝜏) понимается
однозначная ветвь, обращающаяся в нуль при 𝑧=0.
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Используя формулы Сохоцкого [17, c. 66], находим Φ𝑘(𝑡) (𝑘=1, 2), Ψ′
𝑗(𝑡) (𝑗=1, 3), 𝑡∈Γ.

Подставляя их выражения, а также представления (18) в систему (15), (16), после несложных
преобразований приходим к следующей системе уравнений относительно функций 𝜌∈𝐿𝑝(Ω)
и 𝜇=(𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜇4, 𝜇5)∈𝐶𝛼(Γ):

𝜌𝑗(𝑧)+ℎ𝑗1(𝜌)(𝑧)+ℎ
𝑗
2(𝜇)(𝑧)= 𝑓 𝑗𝑐 (𝑎)(𝑧)+𝑓

𝑗
𝜒(𝑎)(𝑧)+𝑔

𝑗
𝑐(𝑧)−𝐹 𝑗(𝑧), 𝑧 ∈Ω, 𝑗=1, 3,

5∑︁
𝑛=1

[︂
𝑎𝑗𝑛(𝑡)𝜇𝑛(𝑡)+𝑏𝑗𝑛(𝑡)

ˆ

Γ

𝜇𝑛(𝜏)

𝜏− 𝑡
𝑑𝜏

]︂
+𝐾𝑗 𝜇(𝑡)+𝐻𝑗𝜌(𝑡)=

=𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡)+𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡)+𝑔
3+𝑗
𝑐 (𝑡)−𝐹 3+𝑗(𝑡), 𝑡∈Γ, 𝑗=1, 5, (19)

где приняты обозначения: 𝐾3(𝑛−1)+𝑗𝜇(𝑡)=(−1)𝑗𝑑𝑛𝜆(𝑡){Re[𝑖𝑗𝑡′Θ(𝜇2𝜆)(𝑡)]−𝑖Re(𝑖𝑗−1)Θ(𝜏 ′𝜇2𝜆)(𝑡)}+
+2𝐷𝐷1212

𝜆+𝑛−2(𝑡){Re[𝑖𝑗+1𝑡′Θ(𝜇2𝜆−1)(𝑡)]− 𝑖Re(𝑖𝑗)Θ(𝜏 ′𝜇2𝜆−1)(𝑡)−Re[𝑖𝑗𝑡′𝐾0𝜆(𝜇0)(𝑡)]}, 𝑛, 𝑗 = 1, 2;
𝐾3𝜇(𝑡)=𝐾03(𝜇)(𝑡)−𝐷𝐷1313

0 (𝑡)Re[𝑡′Θ(𝜇5)(𝑡)]; 𝑔2𝑐 (𝑧)=𝐷𝐷1313
0 (𝑐4+𝑖𝑐3)/2, 𝑔3𝑐 (𝑧)=−𝑐4(𝐷𝐷1313

0 )𝛼1−
−𝑐3(𝐷𝐷1313

0 )𝛼2 , 𝑔6𝑐 (𝑡) = 𝐷𝐷1313
0 (𝑡)(𝑐4𝑑𝛼

2/𝑑𝑠− 𝑐3𝑑𝛼
1/𝑑𝑠), 𝑔1𝑐 (𝑧) = 𝑔3+𝑗𝑐 (𝑡) ≡ 0, 𝑗 = 1, 2, 4, 5;

𝑎3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆(𝑡)=(−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)Re(𝑖
𝑗)/2, 𝑏3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆(𝑡)=(−1)𝑗𝑑𝑘𝜆(𝑡)Re(𝑖

𝑗−1)/(2𝜋), 𝑎3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆−1(𝑡)=

= −𝐷𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)Re(𝑖

𝑗−1), 𝑏3(𝑘−1)+𝑗 2𝜆−1(𝑡) = 𝐷𝐷1212
𝜆+𝑘−2(𝑡)Re(𝑖

𝑗)/𝜋, 𝑘, 𝑗, 𝜆 = 1, 2; 𝑎35(𝑡) =

=−𝐷𝐷1313
0 (𝑡)/2; остальные 𝑎𝑗𝑘, 𝑏𝑗𝑘 равны нулю; здесь ℎ𝑗2(𝜇)(𝑧)≡ ℎ𝑗2(Φ(𝜇))(𝑧), 𝐾0𝑗(𝜇0)(𝑡)≡

≡𝐾0𝑗(Φ0(𝜇0))(𝑡), 𝑗=1,2; 𝐾03(𝜇)(𝑡)≡𝐾03(Φ(𝜇))(𝑡), Φ(𝜇)=(Φ1(𝜇2),Φ2(𝜇4),Ψ1(𝜇1),Ψ2(𝜇3),Ψ3(𝜇5)),
𝜇0=(𝜇2, 𝜇4).

Лемма 1. Пусть выполнены условия (a), (b), (d), (e). Тогда:
1) ℎ𝑗1(𝜌) (𝑗=1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы в 𝐿𝑝(Ω);
2) ℎ𝑗2(𝜇) (𝑗=1, 3) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) для любого 𝜈∈ (0, 1)

в 𝐿𝑝(Ω);
3) 𝐾𝑗𝜇 (𝑗=1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐶𝜈(Γ) для любого 𝜈∈ (0, 1)

в 𝐶𝛾(Γ) при любом 𝛾 <𝛽/2;
4) 𝐻𝑗𝜌 (𝑗=1, 5) — линейные вполне непрерывные операторы из 𝐿𝑝(Ω) в 𝐶𝛼′(Γ) для любого

𝛼′<𝛼 и ограниченные операторы из 𝐿𝑝(Ω) в 𝐶𝛼(Γ);
5) имеют место 𝑓 𝑗𝑐 (𝑎)(𝑧), 𝑓 𝑗𝜒(𝑎)(𝑧), 𝐹 𝑗(𝑧), 𝑔𝑗𝑐(𝑧)∈𝐿𝑝(Ω) (𝑗=1, 3); 𝜙𝑐𝑗(𝑎)(𝑡), 𝜙𝜒𝑗(𝑎)(𝑡)∈𝐶𝛼(Γ),

𝐹 3+𝑗(𝑡), 𝑔6𝑐 (𝑡), 𝑎𝑗𝑘(𝑡), 𝑏𝑗𝑘(𝑡)∈𝐶𝛽(Γ) (𝑗, 𝑘=1, 5).
Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 1 из работы [14].
Исследуем разрешимость системы уравнений (19) в пространстве 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼′(Γ), 𝛼′<𝛼.

Заметим, что любое решение (𝜌, 𝜇)∈𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼′(Γ) системы (19) в силу леммы 1 принадле-
жит пространству 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼(Γ). Используя выражения для 𝑎𝑗𝑘(𝑡), 𝑏𝑗𝑘(𝑡) и 𝑑𝑗𝑘, вычисляем
определитель

det[𝐴(𝑡)−𝜋𝑖𝐵(𝑡)] =𝐷3𝐷1313
0 𝛿1/(32𝛿0)(𝑎

2
1−𝑎0𝑎2), 𝑎𝑛=𝐷1111

𝑛 +𝐷1122
𝑛 , 𝑛=0, 1, 2,

где 𝐴=(𝑎𝑗𝑘), 𝐵=(𝑏𝑗𝑘) — квадратные матрицы пятого порядка. Итак, det[𝐴(𝑡)−𝜋𝑖𝐵(𝑡)] ̸=0
на Γ и для индекса системы (19) получаем

𝜒=
1

2𝜋

[︂
arg

det(𝐴−𝜋𝑖𝐵)

det(𝐴+𝜋𝑖𝐵)

]︂
Γ

=0

(здесь [arg𝜙]Γ означает приращение аргумента функции 𝜙 при обходе кривой Γ один раз в
положительном направлении). Следовательно, к системе (19) применима альтернатива Фред-
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гольма. Пусть (𝜌, 𝜇) ∈ 𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼′(Γ) — решение системы (19) при нулевой правой части.
Этому решению по формулам (17), (18) с постоянными 𝑐𝑗 =0 (𝑗=1, 6) соответствуют голо-
морфные функции Φ𝑘(𝑧), Ψ𝑗(𝑧), которые в свою очередь по формулам (13), (14) определяют
функции 𝑤𝑗 (𝑗=1, 3), 𝜓𝑘 (𝑘=1, 2). Эти функции, как нетрудно видеть, удовлетворяют од-
нородной системе линейных уравнений (6), (7) (𝑓 𝑗𝑐 + 𝑓

𝑗
𝜒−𝐹 𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1, 3) и однородным

линейным граничным условиям (8) (𝜙𝑐𝑗+𝜙𝜒𝑗−𝐹 3+𝑗≡0, 𝑗=1, 5). Действительную и мнимую
части первого уравнения однородной системы (6), (7) умножим соответственно на 𝑤1 и 𝑤2,
второго уравнения — соответственно на 𝜓1 и 𝜓2, а третье уравнение — на 𝑤3. После этого
проинтегрируем их по области Ω и сложим получившиеся равенства. С учётом однород-
ных граничных условий (8) получаем, что 𝑤𝑗 (𝑗=1, 3), 𝜓𝑘 (𝑘=1, 2) удовлетворяют системе
𝜈𝑗1𝛼1 =0, 𝜈𝑗2𝛼2 =0, 𝜈𝑗1𝛼2 +𝜈𝑗2𝛼1 =0, 𝑤3𝛼𝑗 +𝜓𝑗 =0, 𝑗=1, 2, решение которой имеет вид

𝑤1=−𝑐0𝛼2+𝑐1, 𝑤2= 𝑐0𝛼
1+𝑐2, 𝑤3=−𝑐4𝛼1−𝑐5𝛼2+𝑐6, 𝜓1= 𝑐4, 𝜓2= 𝑐5, (20)

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Так как Ψ𝑗(0)=0 (𝑗=1, 3), 𝑤3(0)=0, то из (20) будем иметь 𝑤1=−𝑐0𝛼2+𝑐1, 𝑤2=𝑐0𝛼

1+𝑐2,
𝑤3=𝜓1=𝜓2≡ 0. Тогда 𝜔𝑗(𝑧)= 2𝑖𝑐0𝐷𝐷

1212
𝑗−1 (𝑗=1, 2) и из уравнений (9) следуют равенства

𝜌𝑗(𝑧)= 2𝑖𝑐0(𝐷𝐷
1212
𝑗−1 )𝑧, 𝑗=1, 2, 𝜌3(𝑧)≡ 0, 𝑧 ∈Ω. (21)

Используя формулы (10), (13) и (14), находим Φ𝑘(𝑧) (𝑘=1, 2), Ψ′
𝑗(𝑧) (𝑗=1, 3) и, подставляя

их в (17), получаем

𝜇1(𝑡)/𝑡
′−𝑐0(𝑡′)2=𝐹−

1 (𝑡), 𝜇2𝑗(𝑡)/𝑡
′−2𝑖𝑐0𝐷𝐷

1212
𝑗−1 (𝑡)=𝐹−

2𝑗(𝑡), 𝑗=1, 2,

𝜇2𝑗−1(𝑡)/𝑡
′=𝐹−

2𝑗−1(𝑡), 𝑗=2, 3,

где 𝐹−
𝑗 (𝑡) — граничные значения функции 𝐹−

𝑗 (𝑧), голоморфной во внешности Ω и исчезающей
на бесконечности. Следовательно, для функции 𝐹−

𝑗 (𝑧) во внешности области Ω приходим
к задаче Римана–Гильберта с краевым условием Re[𝑖𝑡′𝐹−

𝑗 (𝑡)] = 𝑓−𝑗 (𝑡), 𝑗 = 1, 5, где 𝑓−1 (𝑡) =

= 𝑐0Re(𝑖𝑡
′), 𝑓−2𝑗(𝑡) = 2𝑐0𝐷𝐷

1212
𝑗−1 (𝑡)Re 𝑡

′, 𝑗 =1, 2, 𝑓−2𝑗−1(𝑡) = 0, 𝑗 =2, 3. Используя решение этой
задачи [18, c. 253], получаем для функций 𝜇𝑗(𝑡) представления

𝜇𝑗(𝑡)= 𝑐0𝜇
0
𝑗 (𝑡)+𝛽0𝑗𝜇

1
𝑗 (𝑡), 𝑗=1, 2, 4, 𝜇𝑗(𝑡)=𝛽0𝑗𝜇

1
𝑗 (𝑡), 𝑗=3, 5, (22)

где 𝜇𝑘𝑗 (𝑡) — известные действительные функции, принадлежащие пространству 𝐶𝛼(Γ);
𝑐0, 𝛽0𝑗 — произвольные действительные постоянные.

Равенства (21), (22) показывают, что однородная система уравнений (19) имеет шесть
линейно независимых решений. Тогда союзная с ней система уравнений также будет иметь
шесть линейно независимых решений. Для вывода союзной системы действительные и мни-
мые части левых частей уравнений в (15) умножим соответственно на действительные функ-
ции 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 ∈ 𝐿𝑞(Ω), 1/𝑝+1/𝑞 = 1, и проинтегрируем по области Ω, а левые части
уравнений в (16) умножим на действительные функции 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5 ∈𝐶1

𝛼(Γ) и проинте-
грируем по кривой Γ, после чего их все складываем и приравниваем к нулю. Заменяя
голоморфные функции Φ𝑗(𝑧), Ψ𝑘(𝑧), Ψ′

𝑘(𝑧) их выражениями из (17), (18) с равными нулю
постоянными, переставляя порядок интегрирования в полученных повторных интегралах,
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после несложных, но достаточно громоздких преобразований приходим к искомой союзной
системе уравнений:

𝑣𝑗(𝑧)−𝑇3+𝑗̃︀𝑣(𝑧)+2Θ(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑧)= 0, 𝑗=1, 2, Re𝑇3̃︀𝑣(𝑧)= 0, 𝑧 ∈Ω,

Re{𝑖[𝑇3+𝑗̃︀𝑣(𝑡)−2Θ−(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑡)]}=0, 𝑗=1, 2, Re[𝑇𝑔(𝑣)(𝑡)+Θ−(𝜏 ′𝐷𝐷1313
0 𝜈3)(𝑡)] = 0,

Re{𝑇 [(𝐷𝐷1212
𝜆+𝑗−2)𝜁𝑣

𝜆](𝑡)−2Θ−(𝜏 ′𝐷𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜈

𝜆)(𝑡)+

+(𝑗−1)[𝑖𝑇 0𝑔(𝑣)(𝑡)−𝑇 0
Γ(𝐷𝐷

1313
0 𝜏 ′𝜈3)(𝑡)]}=0, 𝑡∈Γ, 𝑗=1, 2;

𝑣𝑗 = 𝑣3𝑗−2+ 𝑖𝑣3𝑗−1, 𝜈𝑗 = 𝜈3𝑗−2+ 𝑖𝜈3𝑗−1, 𝑗=1, 2, 𝑣3= 𝑣3, 𝜈3= 𝜈3. (23)

В уравнениях (23) приняты обозначения: 𝑇3+𝑗̃︀𝑣(𝑧) = 2𝑇𝑑𝑗+2𝜆−2[𝑆𝜆̃︀𝑣](𝑧)+𝑇𝑑2+𝑗 [𝑇3̃︀𝑣](𝑧),
𝑇3̃︀𝑣(𝑧) = −2𝑇𝑔(𝑣)(𝑧) + 2𝐷𝐷1313

0 (𝑧)𝑣3(𝑧)− 2Θ(𝜏 ′𝐷𝐷1313
0 𝜈3)(𝑧), 𝑆𝑗̃︀𝑣(𝑧) = 𝑆[(𝐷𝐷1212

𝑗+𝜆−2)𝜁𝑣
𝜆](𝑧)−

−(𝐷𝐷1212
𝑗+𝜆−2)𝑧𝑣

𝜆(𝑧)−2Θ′(𝜏 ′𝐷𝐷1212
𝑗+𝜆−2𝜈

𝜆)(𝑧), 𝑗=1,2; 𝑔(𝑣)(𝑧)=(𝐷𝐷1313
0 )𝑧(𝑧)𝑣3(𝑧)−𝐷𝐷1313

0 (𝑧)𝑣2(𝑧)/4,

𝑇 0𝑓(𝑧)=− 1

𝜋𝑖

¨

Ω

𝑓(𝜁)ln

(︂
1− 𝜁

𝑧

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜂, 𝑇 0

Γ𝑓(𝑧)=− 1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑓(𝜏)ln

(︂
1− 𝜏

𝑧

)︂
𝑑𝜎, Θ′(𝑓)(𝑧)=

1

2𝜋𝑖

ˆ

Γ

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 ′(𝜏−𝑧)2
,

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5), ̃︀𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5), ̃︀𝑣 = (𝑣, ̃︀𝜈); Θ−(𝑓)(𝑡) — граничные значения функ-
ции Θ(𝑓)(𝑧) при 𝑧→ 𝑡∈Γ извне области Ω; операторы 𝑇𝑓 , 𝑆𝑓 , 𝑑𝑗 [𝑓 ], Θ(𝑓) определены ранее.

Система (23), как отмечено выше, имеет шесть линейно независимых решений. Получим
их явные выражения. Далее в (23) под 𝑣∈𝐿𝑞(Ω), 1/𝑝+1/𝑞=1, ̃︀𝜈∈𝐶1

𝛼(Γ) будем подразумевать
некоторое её решение.

Заметим, что операторы 𝑇 , 𝑇 0, 𝑇 0
Γ определяют функции 𝑇𝑓(𝑧), 𝑇 0𝑓(𝑧), 𝑇 0

Γ𝑓(𝑧), которые
голоморфны во внешности области Ω и обращаются в нуль на бесконечности. Этими же
свойствами обладает и функция Θ(𝑓)(𝑧). Поэтому последние пять равенств на кривой Γ в (23)
представляют собой краевые условия задачи Римана–Гильберта с нулевым индексом для
функций, голоморфных вне Ω и исчезающих на бесконечности. Такая задача, как известно,
имеет только нулевое решение. Тогда эти пять равенств на кривой Γ преобразуются к виду

𝑇3+𝑗̃︀𝑣(𝑧)−2Θ(𝜏 ′𝜈𝑗)(𝑧)= 0, 𝑗=1, 2, 𝑇 𝑔(𝑣)(𝑧)+Θ(𝜏 ′𝐷𝐷1313
0 𝜈3)(𝑧)= 0,

𝑇 [(𝐷𝐷1212
𝜆+𝑗−2)𝜁𝑣

𝜆](𝑧)−2Θ(𝜏 ′𝐷𝐷1212
𝜆+𝑗−2𝜈

𝜆)(𝑧)+

+(𝑗−1)[𝑖𝑇 0𝑔(𝑣)(𝑧)−𝑇 0
Γ(𝐷𝐷

1313
0 𝜏 ′𝜈3)(𝑧)] = 0, 𝑗=1, 2, 𝑧 ∈Ω1≡C∖Ω, (24)

C — комплексная плоскость.
Из первых трёх равенств в (23) следует, что функции 𝑣𝑗 (𝑗=1, 5) принадлежат простран-

ству 𝐶1
𝛼(Ω). В них перейдём к пределу при 𝑧→ 𝑡∈Γ изнутри области Ω, а в первых трёх

равенствах в (24) — извне области Ω, и последние прибавим к первым трём соответствен-
но. Принимая во внимание непрерывность функций 𝑇𝑓(𝑧) при 𝑓 ∈𝐿𝑝(Ω) на C и используя
формулы Сохоцкого, находим

𝑣𝑗(𝑡)=−2𝜈𝑗(𝑡), 𝑗=1, 2, 𝑣3(𝑡)= 𝜈3(𝑡), 𝑡∈Γ. (25)

Продифференцируем первые два равенства в (23) по 𝑧. С учётом формул (11) получим
равенства

𝑣𝑗𝑧 =2𝑑𝑗+2𝜆−2[𝑆𝜆̃︀𝑣](𝑧)+𝑑2+𝑗 [𝑇3̃︀𝑣](𝑧), 𝑗=1, 2, 𝑧 ∈Ω,

откуда, рассматривая их как систему относительно 𝑋1 =2𝑆1̃︀𝑣, 𝑋2 =2𝑆2̃︀𝑣+𝑇3̃︀𝑣 и решая её,
будем иметь

𝑋𝑗 =𝐷[(𝐷1111
𝑗+𝜆−2−𝐷1212

𝑗+𝜆−2)𝑣
𝜆
𝑧 +(𝐷1111

𝑗+𝜆−2+𝐷
1212
𝑗+𝜆−2)𝑣

𝜆
𝑧 ], 𝑗=1, 2, 𝑧 ∈Ω. (26)
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Пусть дополнительно выполнены условия

𝐷1212
𝑗 , 𝐷1313

0 ∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω), 𝑗=0, 1, 2. (27)

Используя соотношения для функций 𝑇3̃︀𝑣(𝑧), 𝑆𝑗̃︀𝑣(𝑧) (𝑗 = 1, 2), находим 𝑋𝑗𝑧 (𝑗 = 1, 2),
которые, как нетрудно видеть, принадлежат пространству 𝐿𝑞1(Ω), 1<𝑞1< 2/(1−𝛼). Теперь
эти выражения 𝑋𝑗𝑧 (𝑗 = 1, 2) подставим в левые части соотношений, полученных диффе-
ренцированием по 𝑧 равенств (26). Третье равенство в (23) дифференцируем по 𝑧 и 𝑧.
При помощи несложных преобразований полученных соотношений убеждаемся в том, что
вектор-функция (𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5) является решением системы линейных уравнений (6), (7)
при нулевой правой части.

Теперь в равенствах (26) переходим к пределу при 𝑧→ 𝑡 ∈ Γ изнутри области Ω, при
этом левую часть 𝑋+

𝑗 (𝑡) заменим выражением, полученным с использованием представле-
ний (𝑆𝑗̃︀𝑣)(𝑧), 𝑇3̃︀𝑣(𝑧). Затем из них вычтем соответственно равенства, которые получаются
дифференцированием по 𝑧 последних двух соотношений в (24) с последующим переходом в
них к пределу при 𝑧→ 𝑡∈Γ извне Ω. Далее, третьи равенства в (23) и (24) продифферен-
цируем по 𝑧, в получившихся равенствах перейдём к пределу при 𝑧→ 𝑡∈Γ соответственно
изнутри и извне области Ω и вычтем их друг из друга. При помощи полученных равенств
на кривой Γ, используя соотношения (25) и формулы

(𝑆𝑓)+(𝑡)−(𝑆𝑓)−(𝑡)=−𝑓(𝑡)(𝑡 ′)2, 𝜃′+(𝜏 ′𝑓)(𝑡)−𝜃′−(𝜏 ′𝑓)(𝑡)= 𝑓𝑡+𝑓𝑡(𝑡
′)2, 𝑡∈Γ,

после несложных преобразований приходим к тому, что функции 𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 удовле-
творяют также и однородным линейным граничным условиям в (8).

Таким образом, вектор (𝑣1, 𝑣2, 2𝑣3, 𝑣4, 𝑣5) является решением однородной системы линей-
ных уравнений (6), (7), удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям (8).
Следовательно, в соответствии с (20) для функций 𝑣𝑗 (𝑗 =1, 5) получим следующие пред-
ставления:

𝑣1=−𝑐0𝛼2+𝑐1, 𝑣2= 𝑐0𝛼
1+𝑐2, 𝑣3=(−𝑐4𝛼1−𝑐5𝛼2+𝑐6)/2, 𝑣4= 𝑐4, 𝑣5= 𝑐5,

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Функции 𝜈𝑗(𝑡) и 𝑣𝑘 связаны формулами (25). Следовательно, решение (𝑣, ̃︀𝜈)𝑇 , 𝑣 =

= (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5), ̃︀𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5) союзной системы (23) можно представить в виде
(𝑣, ̃︀𝜈)𝑇 = 𝑐0𝛾1+𝑐1𝛾2+𝑐2𝛾3+𝑐4𝛾4+𝑐5𝛾5+𝑐6𝛾6, где 𝛾𝑘 = (𝛾𝑘1, 𝛾𝑘2, . . . , 𝛾𝑘10) (𝑘= 1, 6) — линейно
независимые решения системы (23). Тогда для разрешимости системы (19) необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись условия

¨

Ω

{︁
Re
[︀
(𝑓1𝑐 +𝑓

1
𝜒+𝑔

1
𝑐−𝐹 1)(𝑧)(𝛾𝑘1−𝑖𝛾𝑘2)(𝑧)+(𝑓2𝑐 +𝑓

2
𝜒+𝑔

2
𝑐−𝐹 2)(𝑧)(𝛾𝑘4−𝑖𝛾𝑘5)(𝑧)

]︀
+

+(𝑓3𝑐 +𝑓
3
𝜒+𝑔

3
𝑐−𝐹 3)(𝑧)𝛾𝑘3(𝑧)

}︁
𝑑𝛼1 𝑑𝛼2+

5∑︁
𝑗=1

ˆ

Γ

(𝜙𝑐𝑗+𝜙𝜒𝑗+𝑔
3+𝑗
𝑐 −𝐹 3+𝑗)(𝑡)𝛾𝑘,5+𝑗(𝑡) 𝑑𝑠=0, 𝑘=1,6,

которые после несложных преобразований принимают вид
¨

Ω

𝐷𝑅𝑗 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2+
ˆ

Γ

𝑃 𝑗 𝑑𝑠+
¨

Ω

𝐷
{︀
𝐺𝑗𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇(𝛾)−𝐵𝑗
𝜆[𝑇

𝜆𝜇(𝛾)𝜐𝜇+𝑇
𝜆3(𝛾)]

}︀
𝑑𝛼1 𝑑𝛼2=0, 𝑗=1, 2,

¨

Ω

𝐷(𝑅1𝛼2−𝑅2𝛼1) 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2+
ˆ

Γ

(𝑃 1𝛼2−𝑃 2𝛼1) 𝑑𝑠+
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+
¨

Ω

𝐷
{︀
(𝛼2𝐺1

𝜆𝜇−𝛼1𝐺2
𝜆𝜇)𝑇

𝜆𝜇(𝛾)+(𝛼1𝐵2
𝜆−𝛼2𝐵1

𝜆)[𝑇
𝜆𝜇(𝛾)𝜐𝜇+𝑇

𝜆3(𝛾)]
}︀
𝛼1 𝑑𝛼2=0,

¨

Ω

𝐷(𝛼𝑗𝑅3−𝐿𝑗) 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2+
ˆ

Γ

(𝛼𝑗𝑃 3−𝑁 𝑗) 𝑑𝑠+

+
¨

Ω

𝐷
[︀
𝛼𝑗𝐵𝜆𝜇𝑇

𝜆𝜇(𝛾)−𝐺𝑗𝜆𝜇𝑀
𝜆𝜇(𝛾)−𝑇 𝑗𝜇(𝛾)𝜐𝜇

]︀
𝑑𝛼1 𝑑𝛼2=0,

¨

Ω

𝐷𝑅3 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2+
ˆ

Γ

𝑃 3 𝑑𝑠+
¨

Ω

𝐷𝐵𝜆𝜇𝑇
𝜆𝜇(𝛾) 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2=0, (28)

где 𝑅𝑗 , 𝑃 𝑗 (𝑗 =1, 3), 𝐿𝑘, 𝑁𝑘 (𝑘=1, 2) — компоненты внешних сил, 𝛾 — произвольно фик-
сированный тензор деформации, 𝜐𝑗 (𝑗=1, 2) — произвольно фиксированные функции.

При выполнении условий (28) общее решение системы (19) можно представить в виде

(𝜌, 𝜇)= (𝜌𝑐, 𝜇𝑐)(𝑎)+(𝜌𝜒, 𝜇𝜒)(𝑎)+(𝜌*, 𝜇*)+(𝜌𝐹 , 𝜇𝐹 ), (𝜌𝑐, 𝜇𝑐)(𝑎)=R𝑓𝑐(𝑎),

(𝜌𝜒, 𝜇𝜒)(𝑎)=R𝑓𝜒(𝑎), (𝜌*, 𝜇*)=R𝑔𝑐+(̃︀𝜌, ̃︀𝜇), (𝜌𝐹 , 𝜇𝐹 )=−R𝐹, (29)

где 𝑓𝑐(𝑎)=(𝑓1𝑐 ,𝑓
2
𝑐 ,𝑓

3
𝑐 ,𝜙𝑐1,. ..,𝜙𝑐5), 𝑓𝜒(𝑎)=(𝑓1𝜒,𝑓

2
𝜒,𝑓

3
𝜒,𝜙𝜒1,. ..,𝜙𝜒5), 𝑔𝑐=(𝑔1𝑐 ,. ..,𝑔

8
𝑐 ), 𝐹=(𝐹 1,. ..,𝐹 8);

R = (R1, . . . ,R8); R𝑗 (𝑗 = 1, 3) и R𝑘 (𝑘 = 4, 8) — линейные ограниченные операторы из
𝐿𝑝(Ω)×𝐶𝛼(Γ) в 𝐿𝑝(Ω) и в 𝐶𝛼(Γ) соответственно; функции ̃︀𝜌= (̃︀𝜌1, ̃︀𝜌2, ̃︀𝜌3), ̃︀𝜇= (̃︀𝜇1, . . . , ̃︀𝜇5)
определены формулами (21), (22).

Если выражение для вектор-функции 𝜇(𝑡) из (29) подставить в соотношения (17), (18),
то для голоморфной вектор-функции Φ(𝑧)= (Φ0,Ψ), Φ0=(Φ1,Φ2), Ψ=(Ψ1,Ψ2,Ψ3) получим
представление

Φ(𝑧)=Φ𝑐(𝑎)(𝑧)+Φ𝜒(𝑎)(𝑧)+Φ*(𝑧)+Φ𝐹 (𝑧), 𝑧 ∈Ω, (30)

где Φ𝑐(𝑎)(𝑧)=Φ(𝜇𝑐(𝑎))(𝑧), Φ𝜒(𝑎)(𝑧)=Φ(𝜇𝜒(𝑎))(𝑧), Φ𝐹 (𝑧)=Φ(𝜇𝐹 )(𝑧), Φ*(𝑧)=Φ(R𝑔𝑐)(𝑧)+ ̃︀Φ(𝑧),̃︀Φ(𝑧)=(𝑐0𝛽0(𝑧), 𝑐0𝛽1(𝑧), 𝑐0𝛾0(𝑧)+𝑐1+𝑖𝑐2, 0, 0), 𝛽𝑗(𝑧)=2𝑖Θ(𝑡′𝐷𝐷1212
𝑗 )(𝑧), 𝑗=0, 1, 𝛾0(𝑧)=Θ(𝑡′𝑡)(𝑧);

функция Θ(𝑓)(𝑧) определена в (17), 𝑐𝑗 — произвольные действительные постоянные.
Теперь выражения 𝜌(𝑧) из (29) и голоморфных функций из (30) подставим в (13), (14).

Тогда задача (1), (2) сведётся к системе нелинейных уравнений относительно вектор-функции
𝑎=(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2), которую представим в виде

𝜔0
𝑗 (𝑧)=𝜔0

𝑗𝑐(𝑎)+𝜔
0
𝑗𝜒(𝑎)+𝜔

0
𝑗*(𝑧)+𝜔

0
𝑗𝐹 (𝑧), 𝑗=1, 2, (31)

𝑤3(𝑧)=𝑤3𝑐(𝑎)+𝑤3𝜒(𝑎)+𝑤3*(𝑧)+𝑤3𝐹 (𝑧), 𝑧 ∈Ω, (32)

где 𝜔0
𝑗𝑐(𝑎) = 𝜔0

𝑗 (Ψ𝑗𝑐(𝑎);𝜔𝑗𝑐(𝑎)), 𝜔𝑐(𝑎) = (𝜔1𝑐, 𝜔2𝑐), 𝜔𝑗𝑐(𝑎) = 𝜔𝑗(Φ𝑗𝑐(𝑎); 𝜌
𝑗
𝑐(𝑎)), 𝑗 = 1, 2, 𝑤3𝑐(𝑎) =

=𝑤3(Ψ3𝑐(𝑎); 𝜌
3
𝑐(𝑎)); остальные слагаемые в системе (31), (32) определяются аналогично; опе-

раторы 𝜔𝑗(Φ𝑗 ; 𝜌
𝑗), 𝜔0

𝑗 (Ψ𝑗 ;𝜔𝑗) и 𝑤3(Ψ3; 𝜌
3) определены в (10), (13) и (14) соответственно.

Отметим, что функции 𝜔0
𝑗*(𝑧), 𝑤3*(𝑧) и 𝜔0

𝑗𝐹 (𝑧), 𝑤3𝐹 (𝑧) зависят соответственно от про-
извольных постоянных и внешних сил, действующих на оболочку. При этом, как нетрудно
заметить, для функций 𝜔0

1*(𝑧)=𝑤2*+𝑖𝑤1*, 𝜔0
2*(𝑧)=𝜓2*+𝑖𝜓1*, 𝑤3*(𝑧) имеют место представ-

ления (20).
Исследуем разрешимость системы (31), (32) в пространстве 𝑊

(2)
𝑝 (Ω).

Лемма 2. Пусть выполнены условия (a), (b), (d), (e). Тогда:
1) 𝜔0

𝑗𝑐(𝑎) (𝑗=1, 2), 𝑤3𝑐(𝑎) — линейные вполне непрерывные операторы в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω);
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2) 𝜔0
𝑗𝜒(𝑎) (𝑗=1, 2), 𝑤3𝜒(𝑎) — нелинейные ограниченные операторы в 𝑊 (2)

𝑝 (Ω), причём для

любых 𝑎𝑗 =(𝑤𝑗1, 𝑤
𝑗
2, 𝑤

𝑗
3, 𝜓

𝑗
1, 𝜓

𝑗
2)∈𝑊

(2)
𝑝 (Ω) (𝑗=1, 2) справедливы оценки

‖𝜔0
𝑗𝜒(𝑎

1)−𝜔0
𝑗𝜒(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

,

‖𝑤3𝜒(𝑎
1)−𝑤3𝜒(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽𝑐
(︁
‖𝑎1‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤1‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤2‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

)︁
‖𝑎1−𝑎2‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

,

‖𝑤𝑗‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

= ‖𝑤𝑗1‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤𝑗2‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤𝑗3‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

, 𝑗=1, 2, (33)

где 𝑐 — известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических ха-
рактеристик оболочки;

3) 𝜔0
𝑗*(𝑧), 𝜔

0
𝑗𝐹 (𝑧)∈𝑊

(2)
𝑝 (Ω), 𝑗=1, 2.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 2 из работы [14].
Систему (31), (32) запишем в виде

𝑎−𝐿(𝑎)−𝐺(𝑎)= 𝑎*+̃︀𝑎𝐹 , (34)

где 𝐿=(𝐿1, . . . , 𝐿5), 𝐺=(𝐺1, . . . , 𝐺5), 𝑎*=(𝑤1*, 𝑤2*, 𝑤3*, 𝜓1*, 𝜓2*), ̃︀𝑎𝐹=( ̃︀𝑤1𝐹 , ̃︀𝑤2𝐹 , ̃︀𝑤3𝐹 , ̃︀𝜓1𝐹 , ̃︀𝜓2𝐹 ),
𝜔0
1* = 𝑤2*+ 𝑖𝑤1*, 𝜔0

2* = 𝜓2*+ 𝑖𝜓1*; 𝐿3(𝑛−1)+𝑗(𝑎) =−Re[𝑖𝑗𝜔0
𝑛𝑐(𝑎)], 𝐺3(𝑛−1)+𝑗(𝑎) =−Re[𝑖𝑗𝜔0

𝑛𝜒(𝑎)],
𝑛, 𝑗=1, 2; 𝐿3(𝑎)=𝑤3𝑐(𝑎), 𝐺3(𝑎)=𝑤3𝜒(𝑎), ̃︀𝑤𝑗𝐹=−Re[𝑖𝑗𝜔0

1𝐹 ], ̃︀𝜓𝑗𝐹=−Re[𝑖𝑗𝜔0
2𝐹 ], 𝑗=1, 2; ̃︀𝑤3𝐹=𝑤3𝐹 .

Отметим, что 𝐿(𝑎) — линейный вполне непрерывный оператор, 𝐺(𝑎) — нелинейный
ограниченный оператор в 𝑊 (2)

𝑝 (Ω), причём для 𝐺(𝑎) имеет место оценка (33); ̃︀𝑎𝐹 ∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω) —

известная функция, зависящая от внешних сил; компоненты вектора 𝑎* определяются по
формулам (20).

Уравнение 𝑎−𝐿(𝑎) = 0 имеет лишь нулевое решение в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω). Действительно, если

𝑎 ∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω) — его ненулевое решение, то, как нетрудно заметить, 𝑎 является решением

системы линейных уравнений равновесия, удовлетворяющим линейным однородным гранич-
ным условиям. Тогда, рассуждая как и в случае системы (19), приходим к тому, что вектор 𝑎
удовлетворяет системе

𝑤𝑗𝛼𝑗 −𝐺𝜆𝑗𝑗𝑤𝜆−𝐵𝑗𝑗𝑤3=0, 𝑗=1, 2, 𝑤1𝛼2 +𝑤2𝛼1 −2𝐺𝜆12𝑤𝜆−2𝐵12𝑤3=0,

𝜓𝑗𝛼𝑗 −𝐺𝜆𝑗𝑗𝜓𝜆=0, 𝑗=1, 2, 𝜓1𝛼2 +𝜓2𝛼1 −2𝐺𝜆12𝜓𝜆=0,

𝑤3𝛼𝑗 +𝐵𝜆
𝑗 𝑤𝜆+𝜓𝑗 =0, 𝑗=1, 2. (35)

Выведем условия, при выполнении которых система (35) имеет только нулевое решение.
С этой целью четвёртое и пятое равенства в (35) сложим и вычтем друг из друга. С учётом
соотношений (3) для символов Кристоффеля получим систему

(𝜓1/Λ)𝛼1 −(𝜓2/Λ)𝛼2 =0, (𝜓1/Λ)𝛼2 +(𝜓2/Λ)𝛼1 =0, 𝜓1𝛼1 +𝜓2𝛼2 =0,

которую при помощи комплексной функции 𝜓=(𝜓1+ 𝑖𝜓2)/Λ можно представить в виде

𝜓𝑧 =0, Re(Λ𝜓)𝑧 =0. (36)

Первое равенство в (36) означает, что 𝜓(𝑧) — голоморфная в области Ω функция, принадле-
жащая пространству 𝑊 (2)

𝑝 (Ω), а второе равенство представим в виде Re𝜓′(𝑧)=−Re[(lnΛ)𝑧𝜓].
Функция Re𝜓′(𝑧), как действительная часть голоморфной функции 𝜓′(𝑧), в области Ω явля-
ется гармонической, т.е. [Re𝜓′(𝑧)]𝑧𝑧 =0. Следовательно, в области Ω имеет место равенство
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Re(Λ0𝜓)𝑧=0, где Λ0=(lnΛ)𝑧𝑧. Заметим, что из формулы Гаусса [19, c. 193] в силу условия (с)
следует, что Λ0≡Λ0(𝛼

1, 𝛼2) ̸=0 в области Ω. Итак, голоморфная функция 𝜓(𝑧) удовлетворяет
системе Re(Λ𝜓)𝑧 =0, Re(Λ0𝜓)𝑧 =0, которая эквивалентна системе

2Λ𝑢1𝛼1 +Λ𝛼1𝑢1+Λ𝛼2𝑢2=0, 2Λ0𝑢1𝛼1 +Λ0𝛼1𝑢1+Λ0𝛼2𝑢2=0,

𝑢1𝛼1 =𝑢2𝛼2 , 𝑢1𝛼2 =−𝑢2𝛼1 , Λ0=(lnΛ)𝑧𝑧, (37)

где 𝑢1≡𝑢1(𝛼
1, 𝛼2)=Re𝜓(𝑧), 𝑢2≡𝑢2(𝛼

1, 𝛼2)= Im𝜓(𝑧).
Пусть в области Ω выполнено условие [(Λ0/Λ)𝛼1 ]2+[(Λ0/Λ)𝛼2 ]2 ̸= 0, которое с учётом

соотношения Гаусса [19, с. 193] можно представить как

(𝜅𝛼1)2+(𝜅𝛼2)2 ̸=0, 𝑧=𝛼1+ 𝑖𝛼2 ∈Ω, (38)

где 𝜅 — гауссова кривизна срединной поверхности оболочки.
Пусть, для определённости, (Λ0/Λ)𝛼2 ̸=0 в области Ω. Исключив из первых двух равенств

в (37) производную 𝑢1𝛼1 , получим

𝑢2=Λ1𝑢1, Λ1=−(Λ0/Λ)𝛼1/(Λ0/Λ)𝛼2 . (39)

В силу условия (b) функция Λ1≡Λ1(𝛼
1, 𝛼2) принадлежит пространству 𝑊 (1)

𝑝 (Ω). Выражение
функции 𝑢2 из (39) подставим в первое, третье и четвёртое равенства системы (37). После
этого, исключив в них производные 𝑢1𝛼1 , 𝑢1𝛼2 , приходим к равенству Λ2𝑢1=0, откуда при
выполнении почти всюду в области Ω условия

Λ2≡Λ1Λ1𝛼1 −Λ1𝛼2 −(1+Λ2
1)[(lnΛ)𝛼1 +Λ1(lnΛ)𝛼2 ]/2 ̸=0 (40)

получим, что 𝑢1 = 0 в области Ω. Тогда из формулы (39) вытекает 𝑢2 = 0 в Ω, т.е. 𝜓= 0,
следовательно, 𝜓1=𝜓2=0 в области Ω. Если же (Λ0/Λ)𝛼1 ̸=0 в области Ω, то при выполнении
почти всюду в Ω условия

Λ3Λ3𝛼2 −Λ3𝛼1 −(1+Λ2
3)[(lnΛ)𝛼2 +Λ3(lnΛ)𝛼1 ]/2 ̸=0, Λ3=−(Λ0/Λ)𝛼2/(Λ0/Λ)𝛼1 , (41)

также получаем, что 𝜓1=𝜓2=0 в области Ω.
Вернёмся к системе (35). Из последних двух равенств с учётом 𝜓1=𝜓2=0 будем иметь

[(𝐵11𝑤1+𝐵12𝑤2)/Λ]𝛼2 =[(𝐵12𝑤1+𝐵22𝑤2)/Λ]𝛼1 . Заменяя здесь производные 𝑤𝑗𝛼𝑗 (𝑗=1, 2) вы-
ражениями из (35) и рассматривая полученное соотношение совместно с третьим равенством
из (35) как систему относительно 𝑤1𝛼2 , 𝑤2𝛼1 , при выполнении в области Ω условия

𝐵11+𝐵22 ̸=0 (42)

получаем выражения для производных 𝑤1𝛼2 , 𝑤2𝛼1 :

𝑤1𝛼2 =𝑤2𝛼1 = [(lnΛ)𝛼2𝑤1+(lnΛ)𝛼1𝑤2]/2+𝐵12𝑤3. (43)

Заметим, что условие (42) в силу соотношений Петерсона–Кодацци [19, c. 193] означает,
что средняя кривизна 𝜅𝑐𝑝 срединной поверхности оболочки не равна нулю, т.е. срединная
поверхность не является минимальной [19, c. 198].

Теперь в системе (35) рассмотрим первые три равенства, которые, как и выше, представим
в виде

(𝑤1/Λ)𝛼1 −(𝑤2/Λ)𝛼2 =(𝐵11−𝐵22)𝑤3/Λ, (𝑤1/Λ)𝛼2 +(𝑤2/Λ)𝛼1 =2𝐵12𝑤3/Λ,

𝑤1𝛼1 +𝑤2𝛼2 =(𝐵11+𝐵22)𝑤3. (44)
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С помощью комплексной функции 𝑤 = (𝑤1+ 𝑖𝑤2)/Λ первые два равенства в (44) можно
записать в виде неоднородного уравнения Коши–Римана 𝑤𝑧= 𝑏1𝑤3, общее решение которого
даётся формулой

𝑤=𝜙(𝑧)+𝑇 (𝑏1𝑤3)(𝑧), 𝑏1=(𝐵11−𝐵22+2𝑖𝐵12)/(2Λ), (45)

где 𝜙(𝑧) — голоморфная в области Ω функция, принадлежащая пространству 𝑊
(2)
𝑝 (Ω),

оператор 𝑇 определён в (10).
Третье равенство в (44) представим в виде

(𝑤1/Λ)𝛼1 +(𝑤2/Λ)𝛼2 +(Λ𝛼1𝑤1+Λ𝛼2𝑤2)/Λ
2=2𝑏2𝑤3

и подставим в него выражения функций 𝑤1, 𝑤2 из (45). С учётом формул (11) в результате
получим

Re𝜙′(𝑧)= 𝑏2𝑤3−Λ4𝑤1−Λ5𝑤2−Re𝑆(𝑏1𝑤3)(𝑧),

𝑏2=(𝐵11+𝐵22)/(2Λ), Λ4=Λ𝛼1/(2Λ2), Λ5=Λ𝛼2/(2Λ2). (46)

Левая часть равенства (46) представляет собой гармоническую функцию в области Ω. Сле-
довательно, для правой части должно выполняться условие

[𝑏2𝑤3−Λ4𝑤1−Λ5𝑤2−Re𝑆(𝑏1𝑤3)(𝑧)]𝑧𝑧 =0, 𝑧 ∈Ω,

которое при помощи соотношений (𝑆𝑓)𝑧𝑧 = 𝑓𝑧𝑧, 𝑓𝑧𝑧 = (𝑓𝛼1𝛼1 +𝑓𝛼2𝛼2)/4, выражений функций
𝑏1, 𝑏2 из (45), (46), производных 𝑤𝑗𝛼𝑘 из (35), (43), а также выражений производных 𝑤𝑗𝛼𝑘𝛼𝑚

(𝑗, 𝑘,𝑚=1, 2), получаемых дифференцированием по переменным 𝛼1, 𝛼2 первых трёх равенств
в (35), формул Петерсона–Кодацци [19, c. 193] можно представить в виде

(𝐵11𝑤3𝛼2𝛼2 +𝐵22𝑤3𝛼1𝛼1 −2𝐵12𝑤3𝛼1𝛼2)/(4Λ)= 𝑎1𝑤1+𝑎2𝑤2+𝑎3𝑤3𝛼1 +𝑎4𝑤3𝛼2 , (47)

𝑎𝑗 =4Λ0Λ3+𝑗+ΔΛ3+𝑗+(−1)𝑗−1(lnΛ)𝛼𝑗 (Λ4𝛼1 −Λ5𝛼2)+(lnΛ)𝛼3−𝑗Λ4𝛼2/2,

𝑎2+𝑗 =(−1)𝑗−1Λ3+𝑗(𝐵22−𝐵11)/4−𝐵12Λ6−𝑗/2, 𝑗=1, 2; (48)

Δ — оператор Лапласа, функция Λ0 определена в (37).
Выражения производных 𝑤3𝛼𝑗𝛼𝑘 (𝑗, 𝑘=1, 2), полученных дифференцированием последних

двух равенств в (35), в которых 𝜓1=𝜓2=0, а также выражения 𝑤3𝛼𝑘 , 𝑤𝑗𝛼𝑘 (𝑗, 𝑘=1, 2) из (35),
(43) подставим в (47) и получим

𝑤3= 𝑎5𝑤1+𝑎6𝑤2, 𝑎4+𝑗 =2Λ𝑑𝑗/[Λ0(𝐵11+𝐵22)], (49)

где 𝑑𝑗 = 𝑎𝑗−(𝐵1𝑗𝑎3+𝐵2𝑗𝑎4)/Λ− [𝐵12(𝐵1𝑗𝛼2 +𝐵2𝑗𝛼1)−𝐵11𝐵2𝑗𝛼2 −𝐵22𝐵1𝑗𝛼1 −2Λ0Λ𝛼𝑗 ], 𝑗=1, 2.
Заметим, что в силу условия (b) функции 𝑑𝑗 , 𝑎4+𝑗 , 𝑗=1, 2, принадлежат пространству

𝑊
(1)
𝑝 (Ω).
Теперь выражение 𝑤3 из (49) внесём в последние два равенства системы (35). Появ-

ляющиеся при этом производные 𝑤𝑗𝛼𝑘 (𝑗, 𝑘= 1, 2) заменим их выражениями из (35), (43).
В результате относительно 𝑤1, 𝑤2 запишем систему вида

𝑐𝑗1𝑤1+𝑐𝑗2𝑤2=0, 𝑗=1, 2, (50)

где 𝑐𝑘𝑗 =𝐵𝑘𝑗/Λ+𝑎4+𝑗𝛼𝑘 +[(−1)𝑘+𝑗𝑎4+𝑘(lnΛ)𝛼𝑗 +𝑎7−𝑘(lnΛ)𝛼3−𝑗 ]/2+𝐵𝑘𝑗𝑎
2
4+𝑗+𝐵𝑘3−𝑗𝑎5𝑎6 (𝑘, 𝑗 =

=1, 2). Отметим, что функции 𝑐𝑘𝑗 принадлежат пространству 𝐿𝑝(Ω).
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Пусть почти всюду в области Ω выполняется условие

𝑐11𝑐22−𝑐12𝑐21 ̸=0. (51)

Тогда из (50), (49) сразу получаем 𝑤1 = 𝑤2 = 𝑤3 = 0 в области Ω. Итак, уравнение
𝑎−𝐿(𝑎)=0 имеет только нулевое решение в 𝑊

(2)
𝑝 (Ω). Следовательно, существует обратный

оператор (𝐼−𝐿)−1, ограниченный в 𝑊
(2)
𝑝 (Ω), с помощью которого уравнение (34) сведётся

к эквивалентному уравнению
𝑎−𝐺*(𝑎)= 𝑎𝐹 , (52)

где 𝐺*(𝑎)= (𝐼−𝐿)−1𝐺(𝑎), 𝑎𝐹 =(𝐼−𝐿)−1̃︀𝑎𝐹 .
Отметим, что вектор 𝑎𝑐 = (𝐼−𝐿)−1𝑎* является решением однородной системы линей-

ных уравнений равновесия, удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям.
Поэтому в силу доказанного выше 𝑎𝑐≡0, что и учтено нами при переходе к уравнению (52).

Также отметим, что вектор 𝑎𝐹 в (52) зависит только от внешних сил и 𝑎𝐹 = 0, если
внешние силы отсутствуют.

Лемма 3. Пусть выполнены условия (a)–(e). Тогда
1) 𝐺*(𝑎) — нелинейный ограниченный оператор в 𝑊

(2)
𝑝 (Ω), причём для любых 𝑎𝑗 =

=(𝑤𝑗1, 𝑤
𝑗
2, 𝑤

𝑗
3, 𝜓

𝑗
1, 𝜓

𝑗
2) (𝑗=1, 2) справедлива оценка

‖𝐺*(𝑎
1)−𝐺*(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽𝑐*
(︁
‖𝑎1‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑎2‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤1‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤2‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

)︁
‖𝑎1−𝑎2‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

,

‖𝑤𝑗‖2
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

= ‖𝑤𝑗1‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤𝑗2‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

+‖𝑤𝑗3‖
2

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

, 𝑗=1, 2,

где 𝑐* — известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических
характеристик оболочки;

2) 𝑎𝐹 ∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω).

Справедливость леммы вытекает из леммы 2 с учётом указанных выше свойств опера-
торов (𝐼−𝐿)−1, 𝐺.

Исследуем разрешимость уравнения (52) в пространстве 𝑊
(2)
𝑝 (Ω). Используя лемму 3,

для любых 𝑎𝑗 ∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω) (𝑗=1, 2), принадлежащих шару ‖𝑎‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

<𝑟, получаем

‖𝐺*(𝑎
1)−𝐺*(𝑎

2)‖
𝑊

(2)
𝑝 (Ω)

⩽ 𝑞*‖𝑎1−𝑎2‖𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

, 𝑞*=2𝑐*𝑟(1+𝑟).

Предположим, что радиус 𝑟 шара и внешние силы таковы, что выполняются неравенства

𝑞*< 1, ‖𝑎𝐹 ‖𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

< (1−𝑞*)𝑟. (53)

Тогда к уравнению (52) можно применить принцип сжимающих отображений [20, c. 146],
согласно которому это уравнение в шаре ‖𝑎‖

𝑊
(2)
𝑝 (Ω)

< 𝑟 имеет единственное решение вида

𝑎=R(𝑎𝐹 )∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω), где R — резольвента оператора 𝐺*.

Заметим, что если внешняя нагрузка отсутствует, то задача (1), (2) имеет только нулевое
решение.

Вернёмся к условиям разрешимости (28), в которых под 𝑎=(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜓1, 𝜓2)∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω)

будем подразумевать решение задачи (1), (2). Используя равенства (1), (2), убеждаемся в
том, что условия разрешимости (28) выполняются.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть выполнены условия (a)–(e), (27), (38), (40) или (41), (42), (51) и (53).

Тогда задача (1), (2) имеет единственное обобщённое решение 𝑎=(𝑤1,𝑤2,𝑤3,𝜓1,𝜓2)∈𝑊 (2)
𝑝 (Ω),

2<𝑝< 4/(2−𝛽).
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SOLVABILITY OF NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS
FOR DIFFERENTIAL EQUILIBRIUM EQUATIONS

OF NON-FLAT TIMOSHENKO TYPE SHELLS
OF NON-ZERO GAUSSIAN CURVATURE IN ISOMETRIC COORDINATES

© 2024 / S. N. Timergaliev

Kazan State University of Architecture and Engineering, Russia
e-mail: samat_tim@mail.ru

We study the solvability of a boundary value problem for a system of five nonlinear second-order partial
differential equations under given nonlinear boundary conditions, which describes the equilibrium state
of elastic non-flat inhomogeneous isotropic shells with loose edges in the framework of the Timoshenko
shear model, referred to isometric coordinates.The boundary value problem is reduced to a nonlinear
operator equation with respect to generalized displacements in Sobolev space, the solvability of which
is established using the principle of compressed mappings.

Keywords: partial differential equation, generalized solution, existence theorem
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В статье [1] показана применимость метода обратной задачи рассеяния к решению задачи
Коши для модифицированного уравнения Кортевега–де Фриза (МУКдФ)

𝑞𝑡−6𝑞2𝑞𝑥+𝑞𝑥𝑥𝑥=0,

которое широко используется для описания волн в изотропных средах.
В гемодинамике применяется модель [2], в которой артерия рассматривается как тон-

костенная предварительно напряжённая упругая трубка с переменным радиусом (или со
стенозом), а кровь — как идеальная жидкость. Эта модель описывается МУКдФ с пере-
менным коэффициентом

𝑞𝑡+𝜇2𝑞
2𝑞𝑥+𝜇3𝑞𝑥𝑥𝑥+ℎ(𝑡)𝑞𝑥=0,

где 𝜇2, 𝜇3 — коэффициенты, характеризующие свойства материала трубки, 𝑡 — отмасшта-
бированная координата вдоль оси сосуда после статической деформации, характеризующая
осесимметричный стеноз на поверхности артериальной стенки, 𝑥 — зависящая от времени и
координаты вдоль оси сосуда переменная, ℎ(𝑡) — форма стеноза, функция 𝑞 характеризует
усреднённую осевую скорость жидкости.

При 𝜇2 =−6, 𝜇3 = 1 и нагружении ℎ(𝑡) = 𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡) гемодинамическая модель в классе
периодических функций была исследована в работе [3].
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Применению метода (𝐺′/𝐺)-разложения для интегрирования нагруженного уравнения
Кортевега–де Фриза (УКдФ) и нагруженного МУКдФ посвящены работы [4, 5]. Интерес к
интегрируемым уравнениям отрицательного порядка возрос после работы [6] об операторах
рекурсии для симметрии эволюционных уравнений.

В работах [7, 8] методом обратной задачи рассеяния были проинтегрированы УКдФ и
МУКдФ отрицательного порядка

𝑞𝑥𝑡=−2𝑞𝜇𝑡, 𝜇𝑥=−𝑞2

в классе быстроубывающих функций. В [9] изучено МУКдФ отрицательного порядка в
классе периодических функций.

В данной работе метод обратной спектральной задачи применяется к интегрированию
МУКдФ отрицательного порядка с нагруженным членом в классе периодических функций.

Рассмотрим МУКдФ

𝑞𝑥𝑡=−2𝑞𝜇𝑡+𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)𝑞, 𝜇𝑥=−𝑞2, 𝑡 > 0, 𝑥∈R, (1)

со следующими условиями:

𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0= 𝑞0(𝑥), 𝜇(𝑥, 𝑡)|𝑥=0=𝜇0(𝑡), [𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)−𝜇𝑡(𝑥, 𝑡)]|𝑥=0=𝛽(𝑡), (2)

где 𝑞0(𝑥)∈𝐶3(R), 𝛽(𝑡)∈𝐶[0,∞), 𝛾(𝑡)∈𝐶[0,∞) и 𝜇0(𝑡)∈𝐶1[0,∞) — заданные действительные
функции, 𝑞0(𝑥) имеет период 𝜋, а функции 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡) ограничены.

Требуется найти действительные решения 𝑞(𝑥, 𝑡) и 𝜇(𝑥, 𝑡) задачи (1), (2), удовлетворяющие
условиям гладкости

𝑞(𝑥, 𝑡)∈𝐶1
𝑥(𝑡> 0)∩𝐶1

𝑡 (𝑡> 0)∩𝐶(𝑡⩾ 0), 𝜇(𝑥, 𝑡)∈𝐶1
𝑥(𝑡> 0)∩𝐶1

𝑡 (𝑡> 0)∩𝐶(𝑡⩾ 0) (3)

и условиям периодичности по переменной 𝑥:

𝑞(𝑥+𝜋, 𝑡)= 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜇𝑡(𝑥+𝜋, 𝑡)=𝜇𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑡⩾ 0, 𝑥∈R. (4)

При изучении разрешимости задачи (1)–(4) будем использовать спектральную задачу
для уравнения с оператором Дирака

𝐿(𝑡)𝑦≡𝐵
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+Ω(𝑥, 𝑡)𝑦=𝜆𝑦, 𝑥∈R, (5)

где

𝐵=

(︂
0 1
−1 0

)︂
, Ω(𝑥, 𝑡)=

(︂
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

𝑞(𝑥, 𝑡) 0

)︂
, 𝑦=

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
.

Замечание 1. Условие периодичности 𝜇𝑡(𝑥+𝜋, 𝑡)−𝜇𝑡(𝑥, 𝑡)= 0 в (4), в силу 𝜋-периодич-
ности по переменной 𝑥 функции 𝑞(𝑥, 𝑡) и равенства 𝜇(𝑥, 𝑡) = 𝜇0(𝑡)−

´ 𝑥
0 𝑞

2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, примет
вид

𝑑

𝑑𝑡

𝜋ˆ

0

𝑞2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠=0,

т.е. рассматриваемая система обладает тем же интегральным инвариантом, что и классиче-
ское МУКдФ.

2. ОПЕРАТОР ДИРАКА С ПЕРИОДИЧЕСКИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Приведём некоторые основные сведения, касающиеся обратной спектральной задачи для
оператора Дирака с периодическим коэффициентом (см. [10–13]).
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Пусть 𝑐(𝑥, 𝜆)= (𝑐1(𝑥, 𝜆), 𝑐2(𝑥, 𝜆))
т и 𝑠(𝑥, 𝜆)= (𝑠1(𝑥, 𝜆), 𝑠2(𝑥, 𝜆))

т — решения уравнения Ди-
рака

𝐿𝑦≡
(︂

0 1
−1 0

)︂(︂
𝑦′1
𝑦′2

)︂
+

(︂
0 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥) 0

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
=𝜆

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
, 𝑥∈R, (6)

удовлетворяющее начальным условиям

𝑐(0, 𝜆)= (1, 0)т, 𝑠(0, 𝜆)= (0, 1)т, (7)

где 𝑞(𝑥) — действительная непрерывная 𝜋-периодическая функция из класса 𝐶1(R), а 𝜆 —
комплексный параметр.

Через 𝜆𝑛, 𝑛∈Z, обозначим собственные значения, пронумерованные в порядке возраста-
ния, либо периодической (𝑦1(0)=𝑦1(𝜋), 𝑦2(0)=𝑦2(𝜋)), либо антипериодической (𝑦1(0)=−𝑦1(𝜋),
𝑦2(0)=−𝑦2(𝜋)) задачи (6), (7).

Спектр оператора (6) имеет вид

E= {𝜆∈R : −2⩽Δ(𝜆)⩽ 2}=R∖
{︂ +∞⋃︁
𝑛=−∞

(𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛)

}︂
,

где Δ(𝜆) = 𝑐1(𝜋, 𝜆)+𝑠2(𝜋, 𝜆) называется функцией Ляпунова. Интервалы (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛∈Z,
называются лакунами.

Нули 𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z, уравнения 𝑠1(𝜋, 𝜆) = 0 совпадают с собственными значениями задачи
Дирихле с условиями 𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0 для уравнения (6) и, более того, 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛],
𝑛∈Z.

Наборы чисел 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛∈Z, и знаков 𝜎𝑛=sign{𝑠2(𝜋, 𝜉𝑛)−𝑐1(𝜋, 𝜉𝑛)}, 𝑛∈Z, назы-
ваются спектральными параметрами задачи (6), (7). Множества спектральных параметров
𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛∈Z, и границ спектра 𝜆𝑛, 𝑛∈Z, называются спектральными данными задачи. На-
хождение спектральных данных задачи (6), (7) является прямой задачей, а восстановление
коэффициента 𝑞(𝑥) по спектральным данным — обратной задачей.

Если в задаче (6), (7) вместо 𝑞(𝑥) рассмотреть 𝑞(𝑥+𝜏), то спектр полученной задачи не
зависит от параметра 𝜏 : 𝜆𝑛(𝜏)≡ 𝜆𝑛, 𝑛∈Z, а спектральные параметры зависят от 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏),
𝜎𝑛(𝜏), 𝑛∈Z, и удовлетворяют системе уравнений типа Дубровина–Трубовица

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

=2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉)𝜉𝑛, 𝑛∈Z,

где

ℎ𝑛(𝜉)=
√︀
(𝜉𝑛−𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛−𝜉𝑛)

[︂ +∞∏︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1−𝜉𝑛)(𝜆2𝑘−𝜉𝑛)(𝜉𝑘−𝜉𝑛)−2

]︂1/2
.

Знак 𝜎𝑛(𝜏) меняется на противоположный при каждом столкновении 𝜉𝑛(𝜏) с границами
своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛].

Система уравнений Дубровина–Трубовица, а также формула следов

𝑞(𝜏)=

+∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)ℎ𝑛(𝜉(𝜏)),

дают метод решения обратной спектральной задачи.
Теорема 1. Для действительных непрерывно-дифференцируемых функций 𝑞(𝑥) компо-

ненты (𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥))
т решения (6) удовлетворяют уравнениям

−𝑦′′1 +[𝑞2(𝑥)+𝑞′(𝑥)]𝑦1=𝜆2𝑦1, −𝑦′′2 +[𝑞2(𝑥)−𝑞′(𝑥)]𝑦2=𝜆2𝑦2.
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Следствие 1. Если (𝑦𝑛,1(𝑥), 𝑦𝑛,2(𝑥))
т — собственная вектор-функция задачи (6), 𝑦1(0)=0,

𝑦1(𝜋)=0, соответствующая собственному значению 𝜉𝑛 ̸=0, то 𝑦𝑛,1(𝑥) является собственной
функцией граничной задачи

−𝑦′′1 +[𝑞2(𝑥)+𝑞′(𝑥)]𝑦1= 𝜈𝑦1, 𝑦1(0)= 0, 𝑦1(𝜋)= 0,

соответствующей собственному значению 𝜉2𝑛. Здесь 𝜈 — спектральный параметр.
Непосредственной проверкой можно убедиться в справедливости следующего утвержде-

ния.
Лемма 1. Пусть вектор-функция (𝑦1, 𝑦2)

т является решением уравнения (6). Тогда
справедливы следующие тождества:

2𝑦2𝑦1=
1

2𝜆
[𝑦22−𝑦21]′+

1

𝜆
𝑞(𝑦21+𝑦

2
2),

1

2
[𝑦22+𝑦

2
1]

′= 𝑞(𝑦21−𝑦22).

3. ЭВОЛЮЦИЯ СПЕКТРАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ

Основной результат настоящей работы заключается в следующей теореме.
Теорема 2. Если набор (𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜇(𝑥, 𝑡)) является решением задачи (1)–(4), то спектр

оператора (5) не зависит от параметра 𝑡, а спектральные параметры 𝜉𝑛= 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛∈Z∖{0},
удовлетворяют системе уравнений типа Дубровина–Трубовица

𝜉𝑛=
1

𝜉𝑛
(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)ℎ𝑛(𝜉)

[︂
𝑞𝑡(0, 𝑡)−𝜇𝑡(0, 𝑡)+

𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)

2

]︂
, 𝑛∈Z∖{0}. (8)

При этом знаки 𝜎𝑛(𝑡)=±1 меняются при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с границами
своей лакуны [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛] и выполняются следующие начальные условия:

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0= 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0=𝜎0𝑛, 𝑛∈Z∖{0}, (9)

где 𝜉0𝑛, 𝜎0𝑛 — спектральные параметры оператора Дирака с коэффициентом 𝑞0(𝑥).
Доказательство. Следуя работе [9], можно доказать, что если 𝑞(𝑥, 𝑡) — решение системы

𝑞𝑥𝑡=−2𝑞𝜇𝑡+𝐺(𝑥, 𝑡), 𝜇𝑥=−𝑞2, (10)

то справедливы равенства

𝜉𝑛(𝑡)=
1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)−𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)][𝑞𝑡(0, 𝑡)−𝜇𝑡(0, 𝑡)]−

1

2𝜉𝑛

𝜋ˆ

0

(𝑦2𝑛,2−𝑦2𝑛,1)𝐺(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥, 𝑛∈Z∖{0}, (11)

где 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) — ортонормированные собственные функции задачи Дирихле (5) 𝑦(0)=0, 𝑦(𝜋)=0,
соответствующие собственным значениям 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛∈Z∖{0}.

В соответствии с (1) положим 𝐺(𝑥, 𝑡)= 𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)𝑞(𝑥, 𝑡) и вычислим интеграл в (11):

−𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)
2𝜉𝑛

𝜋ˆ

0

(𝑦2𝑛,2−𝑦2𝑛,1)𝑞 𝑑𝑥=
1

4𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)−𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡).

В результате уравнение (11) запишем как

𝜉𝑛(𝑡)=
1

2𝜉𝑛
[𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)−𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)]

[︂
𝑞𝑡(0, 𝑡)−𝜇𝑡(0, 𝑡)+

𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)

2

]︂
, 𝑛∈Z∖{0}. (12)

Из (12) и равенства 𝑦2𝑛,2(𝜋, 𝑡)−𝑦2𝑛,2(0, 𝑡)= 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)ℎ𝑛(𝜉) получим уравнение (8).
Если заменить граничные условия Дирихле периодическими 𝑦(𝜋)= 𝑦(0) или антиперио-

дическими 𝑦(𝜋)=−𝑦(0) условиями, то вместо (12) получим уравнения 𝜆̇𝑛=0. Таким образом,
собственные значения 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ Z, периодической и антипериодической задач не зависят от
параметра 𝑡. Теорема доказана.
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Следствие 2. Если вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡), то собственные значения
периодической и антипериодической задач не зависят от параметров 𝜏 и 𝑡, а собственные
значения 𝜉𝑛 задачи Дирихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏 , 𝑡, т.е. 𝜉𝑛= 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛=𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)=±1,
𝑛∈Z. В этом случае задача (8), (9) примет вид

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

=
1

𝜉𝑛
(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉)

[︂
𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)−𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)+

𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)

2

]︂
, 𝑛∈Z∖{0}, (13)

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0= 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0=𝜎0𝑛(𝜏), 𝑛∈Z∖{0}. (14)

Из формулы следов

𝑞(𝜏, 𝑡)=

+∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)ℎ𝑛(𝜉) (15)

и равенства 𝜇𝑥=−𝑞2 получаем

𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)=
+∞∑︁

𝑛=−∞
(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

𝜕ℎ𝑛(𝜉)

𝜕𝑡
,

𝜇(𝜏, 𝑡)=𝜇0(𝑡)−
𝜏ˆ

0

𝑞2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, (16)

𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)=𝜇′0(𝑡)−2

𝜏ˆ

0

𝑞(𝑠, 𝑡)𝑞𝑡(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠.

Замечание 2. Исследуем существование и единственность решения задачи (13), (14) в
случае, когда 𝑞0(𝑥)∈𝐶3(R). Перепишем систему (13) в виде
𝜕𝜉𝑛(𝜏,𝑡)

𝜕𝑡
=2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏,𝑡)

√︀
(𝜉𝑛(𝜏,𝑡)−𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛−𝜉𝑛(𝜏,𝑡))𝑔𝑛(𝜉(𝜏,𝑡))𝑓𝑛(𝜉(𝜏,𝑡)), 𝑛∈Z∖{0}, (17)

где

𝑔𝑛(𝜉)=
𝛽(𝑡)

2𝜉𝑛
exp

{︂
2

𝑥ˆ

0

𝑞(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏

}︂
+
𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)

2𝜉𝑛
,

𝑓𝑛(𝜉)=

[︂ +∞∏︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=𝑛

(𝜆2𝑘−1−𝜉𝑛(𝜏, 𝑡))(𝜆2𝑘−𝜉𝑛(𝜏, 𝑡))(𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)−𝜉𝑘(𝜏, 𝑡))−2

]︂1/2
.

В системе уравнений (17) введём замену переменных

𝜉𝑛 (𝜏, 𝑡)=𝜆2𝑛−1+(𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1) sin
2 𝑥𝑛 (𝜏, 𝑡) , 𝑛∈Z∖{0}, (18)

и на основании равенств

𝜉𝑛=(𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1) sin(2𝑥𝑛)𝑥̇𝑛,
√︀
(𝜉𝑛−𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛−𝜉𝑛)=

1

2
(𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1)| sin(2𝑥𝑛)|

запишем её в виде

𝑥̇𝑛(𝜏, 𝑡)= (−1)𝑛𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) sign{sin𝑥𝑛 cos𝑥𝑛}𝑔𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥), 𝑛∈Z∖{0}. (19)

В системе (19) знак 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)=±1 меняется на противоположный при каждом столкновении
точки 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡) с границами своей лакуны, при этом выражение sin𝑥𝑛(𝜏, 𝑡) cos𝑥𝑛(𝜏, 𝑡) также
меняет знак на противоположный. Будем выбирать начальные условия в виде

𝑥𝑛(𝜏, 0)=𝑥0𝑛(𝜏)= arcsin

√︃
𝜉0𝑛(𝜏)−𝜆2𝑛−1

𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1
, 𝑛∈Z∖{0}, (20)
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следовательно, 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) sign{sin𝑥𝑛 cos𝑥𝑛}=𝜎0𝑛(𝜏). Таким образом, уравнение (20) приводится
к виду

𝑥̇𝑛=(−1)𝑛𝜎0𝑛(𝜏)𝑔𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥), 𝑛∈Z∖{0},

а с помощью обозначения
𝐻𝑛(𝑥)= (−1)𝑛𝜎0𝑛(𝜏)𝑔𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥)

запишем его как

𝑑𝑥𝑛(𝜏, 𝑡)

𝑑𝑡
=𝐻𝑛(. . . , 𝑥−1(𝜏, 𝑡), 𝑥0(𝜏, 𝑡), 𝑥1(𝜏, 𝑡), . . . ), 𝑛∈Z∖{0}. (21)

В банаховом пространстве K =
{︀
𝑥(𝜏, 𝑡) = (. . . , 𝑥−1(𝜏, 𝑡), 𝑥0(𝜏, 𝑡), 𝑥1(𝜏, 𝑡), . . .) : ‖𝑥(𝜏, 𝑡)‖ =

=
∑︀+∞

𝑛=−∞, 𝑛 ̸=0(𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1)|𝑥𝑛(𝜏, 𝑡)|<∞
}︀

система (21) приводится к одному уравнению

𝑑𝑥(𝜏, 𝑡)

𝑑𝑡
=𝐻(𝑥(𝜏, 𝑡)),

а условия (20) — к
𝑥𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0=𝑥0𝑛(𝜏), 𝑥0 ∈K,

где 𝐻(𝑥)= (. . . , 𝐻−1(𝑥), 𝐻0(𝑥), 𝐻1(𝑥), . . .).
Известно [14, с. 181], что для того чтобы задача Коши 𝑦′=𝐹 (𝑦), 𝑦(0)= 𝑦0 в банаховом

пространстве K имела единственное решение, достаточно выполнения условия Липшица для
функции 𝐹 (𝑦), т.е.

‖𝐹 (𝑥)−𝐹 (𝑦)‖⩽ const ·‖𝑥−𝑦‖ для любых 𝑥, 𝑦 ∈K.

Поэтому достаточно показать, что функция 𝐻(𝑥) удовлетворяет условию Липшица в бана-
ховом пространстве K.

Из условия 𝑞0(𝑥) ∈ 𝐶3(R) вытекает, что 𝑞2
0
(𝑥)+ 𝑞′0(𝑥) ∈ 𝐶2(R). В силу следствия 1 и

асимптотики (см. [15, с. 75]) собственных значений оператора Штурма–Лиувилля получим
следующие асимптотики:

𝜆2𝑛−1=𝑛+
𝑐1
𝑛
+
𝑐2
𝑛2

+
𝜀−𝑛
𝑛2
, 𝜆2𝑛=𝑛+

𝑐1
𝑛
+
𝑐2
𝑛2

+
𝜀+𝑛
𝑛2
,

где 𝑐1, 𝑐2 — постоянные числа и {𝜀±𝑛 }∈ 𝑙2, 𝜁𝑛≡𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1.
Так как 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], то inf𝑘 ̸=𝑛 |𝜉𝑛−𝜉𝑘|⩾ 𝑎> 0. С учётом последнего неравенства

и (18) оценим функции |𝑓𝑛(𝑥)|, |𝜕𝑓𝑛(𝑥)/𝜕𝑥𝑚| и |𝑔𝑛(𝑥)|, |𝜕𝑔𝑛(𝑥)/𝜕𝑥𝑚|.
Лемма 2 [16]. Справедливы следующие оценки:

𝐶1⩽ |𝑓𝑛(𝑥)|⩽𝐶2,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶3𝜁𝑚, 𝑛∈Z∖{0},

где положительные константы 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 не зависят от 𝑚 и 𝑛.
Лемма 3. Справедливы следующие оценки:

|𝑔𝑛(𝑥)|⩽
𝐶4

|𝑛|
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶5

𝜁𝑚
𝑛
,

где 𝐶4 и 𝐶5 — положительные постоянные, не зависящие от 𝑚 и 𝑛.
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Доказательство. Поскольку функции 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡) ограничены, то найдутся такие дей-
ствительные числа 𝑀1 и 𝑀2, что выполняются неравенства |𝛽(𝑡)|⩽𝑀1, |𝛾(𝑡)|⩽𝑀2. С учётом
(18) получим следующие оценки:

|𝑔𝑛(𝑥)|⩽
1

2|𝜆2𝑛−1+𝜁𝑛 sin
2 𝑥𝑛|

[︂
𝑀1 exp

{︂ 𝜏ˆ

0

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

(−1)𝑘−1𝜁𝑘𝜎
0
𝑘(𝑠) sin(2𝑥𝑘(𝑠, 𝑡))𝑓𝑘(𝑥(𝑠, 𝑡)) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒}︂
+

+𝑀2

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

(−1)𝑘−1𝜁𝑘𝜎
0
𝑘(0) sin(2𝑥𝑘(0, 𝑡))𝑓𝑘(𝑥(0, 𝑡))

⃒⃒⃒⃒ ]︂
⩽

⩽
1

2𝐴1|𝑛|

[︂
𝑀1 exp

{︂ 𝜏ˆ

0

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

𝐶2𝜁𝑘 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒}︂
+𝑀2

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

𝐶2𝜁𝑘

⃒⃒⃒⃒ ]︂
⩽
𝐶4

|𝑛|
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

2|𝜆2𝑛−1+𝜁𝑛sin
2𝑥𝑛|

[︂
𝑀1exp

{︂ 𝜏ˆ

0

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

(−1)𝑘−1𝜁𝑘𝜎
0
𝑘(𝑠)sin(2𝑥𝑘(𝑠,𝑡))𝑓𝑘(𝑥(𝑠,𝑡)) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒}︂
×

×
(︂⃒⃒⃒⃒ 𝜏ˆ

0

(−1)𝑚−1𝜁𝑚𝜎
0
𝑚(𝑠)

(︂
2 cos(2𝑥𝑚(𝑠, 𝑡))𝑓𝑚(𝑥(𝑠, 𝑡))+sin(2𝑥𝑘(𝑠, 𝑡))

𝜕𝑓𝑘(𝑥(𝑠, 𝑡))

𝜕𝑥𝑚

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
+

+

𝜏ˆ

0

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=𝑚

(−1)𝑘−1𝜁𝑘𝜎
0
𝑘(𝑠) sin(2𝑥𝑘(𝑠, 𝑡))

𝜕𝑓𝑘(𝑥(𝑠, 𝑡))

𝜕𝑥𝑚
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒)︂
+

+𝑀2

⃒⃒⃒⃒
(−1)𝑚−1𝜁𝑚𝜎

0
𝑚(0)

(︂
2 cos(2𝑥𝑚(0, 𝑡))𝑓𝑚(𝑥(0, 𝑡))+sin(2𝑥𝑘(0, 𝑡))

𝜕𝑓𝑘(𝑥(0, 𝑡))

𝜕𝑥𝑚

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+𝑀2

+∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=𝑚

(−1)𝑘−1𝜁𝑘𝜎
0
𝑘(0) sin(2𝑥𝑘(0, 𝑡))

𝜕𝑓𝑘(𝑥(0, 𝑡))

𝜕𝑥𝑚

]︂
⩽

⩽
1

2𝐴1|𝑛|

[︂
𝑀1 exp

{︂ 𝜏ˆ

0

⃒⃒⃒⃒ +∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

𝐶2𝜁𝑘 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒}︂(︂
𝑑1𝜁𝑚|𝜏 |+𝑑2𝜁2𝑚|𝜏 |+𝜁𝑚

𝜏ˆ

0

+∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

𝐶3𝜁𝑘 𝑑𝑠

)︂
+

+𝑀2𝑑3𝜁𝑚+𝑀2𝑑4𝜁
2
𝑚
+𝑀2

+∞∑︁
𝑘=−∞, 𝑘 ̸=0

𝐶3𝜁𝑘

]︂
⩽𝐶5

𝜁𝑚
|𝑛|
.

Лемма доказана.
Используя результаты лемм 2 и 3, оценим производную функции 𝐹𝑛(𝑥)= 𝑔𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥):⃒⃒⃒⃒

𝜕𝐹𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚
𝑓𝑛(𝑥)+

𝜕𝑓𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚
𝑔𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑔𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝑓𝑛(𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑓𝑛(𝑥)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝑔𝑛(𝑥)|⩽𝐶3𝜁𝑚

𝐶4

|𝑛|
+𝐶2𝐶5

𝜁𝑚
|𝑛|

⩽𝐶
𝜁𝑚
|𝑛|
,

где постоянная 𝐶 > 0 не зависит от 𝑚 и 𝑛.
Лемма 4. Вектор-функция 𝐻(𝑥) удовлетворяет условию Липшица в банаховым про-

странстве K, т.е. существует константа 𝐿 = const > 0 такая, что для произвольных
элементов 𝑥(𝜏, 𝑡), 𝑦(𝜏, 𝑡)∈K выполняется неравенство

‖𝐻(𝑥(𝜏, 𝑡))−𝐻(𝑦(𝜏, 𝑡))‖⩽𝐿‖𝑥(𝜏, 𝑡)−𝑦(𝜏, 𝑡)‖.
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Доказательство. С учётом формулы 𝐻𝑛(𝑥)= (−1)𝑛𝜎0𝑛(𝜏)𝐹𝑛(𝑥), 𝑛∈Z∖{0}, имеем

|𝐻𝑛(𝑥(𝜏, 𝑡))−𝐻𝑛(𝑦(𝜏, 𝑡))|= |𝐹𝑛(𝑥(𝜏, 𝑡))−𝐹𝑛(𝑦(𝜏, 𝑡))|.
Применяя теорему Лагранжа о конечном приращении к функции 𝜙(𝑡) =𝐹𝑛(𝑥+ 𝑡(𝑦−𝑥))

на отрезке 𝑡∈ [0, 1], получаем

𝐹𝑛(𝑥)−𝐹𝑛(𝑦)=
+∞∑︁

𝑚=−∞

𝜕𝐹𝑛(𝜃)

𝜕𝑥𝑚
(𝑥𝑚−𝑦𝑚),

где 𝜃=𝑥+ 𝑡(𝑦−𝑥). Таким образом,

|𝐻𝑛(𝑥(𝜏, 𝑡))−𝐻𝑛(𝑦(𝜏, 𝑡))|= |𝐹𝑛(𝑥(𝜏, 𝑡))−𝐹𝑛(𝑦(𝜏, 𝑡))|⩽
+∞∑︁

𝑚=−∞, 𝑚 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹𝑛(𝜃)

𝜕𝑥𝑚

⃒⃒⃒⃒
|𝑥𝑚(𝜏, 𝑡)−𝑦𝑚(𝜏, 𝑡)|⩽

⩽
+∞∑︁

𝑚=−∞, 𝑚 ̸=0

𝐶

|𝑛|
|𝜆2𝑚−𝜆2𝑚−1||𝑥𝑚−𝑦𝑚|=

𝐶

|𝑛|
‖𝑥−𝑦‖.

Теперь оценим норму

‖𝐻(𝑥)−𝐻(𝑦)‖=
+∞∑︁

𝑛=−∞
|𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1| |𝐻𝑛(𝑥)−𝐻𝑛(𝑦)|⩽

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝐶

𝑛
|𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1| ‖𝑥−𝑦‖=

=
+∞∑︁

𝑛=−∞

𝐶

𝑛
|𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1| ‖𝑥−𝑦‖=𝐿‖𝑥−𝑦‖,

где

𝐿=

+∞∑︁
𝑛=−∞, 𝑛 ̸=0

𝐶

|𝑛|
(𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1)=𝐶

+∞∑︁
𝑛=−∞, 𝑛 ̸=0

𝜁𝑛
|𝑛|

<∞, 𝜁𝑛≡𝜆2𝑛−𝜆2𝑛−1,

т.е. условие Липшица выполнено.
Значит, решение задачи Коши (17), (14) для всех 𝑡>0 существует и единственно. Лемма

доказана.
Замечание 3. Покажем, что пара функций 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝜇(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (1).

Для этого используем систему Дубровина–Трубовица (13) и вторую формулу следов

𝑞2(𝜏, 𝑡)+𝑞𝜏 (𝜏, 𝑡)=

+∞∑︁
𝑘=−∞

(︂
𝜆22𝑘−1+𝜆

2
2𝑘

2
−𝜉2𝑘(𝜏, 𝑡)

)︂
. (22)

Дифференцируя по 𝑡 формулу (22), получаем

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)+𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡)=−2

+∞∑︁
𝑘=−∞

𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)
𝜕𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)

𝜕𝑡
. (23)

Далее, подставив систему уравнений (13) в (23), будем иметь

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)+𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡)= 2

(︂
𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)−𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)+

𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)

2

)︂ +∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘−1𝜎𝑘(𝜏, 𝑡)ℎ𝑘(𝜉).

С учётом (15) отсюда заключаем, что

2𝑞𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)+𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡)= 2𝑞(𝑞𝑡(𝜏, 𝑡)−𝜇𝑡(𝜏, 𝑡))+𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)𝑞,

𝑞𝜏𝑡(𝜏, 𝑡)=−2𝑞𝜇𝑡(𝜏, 𝑡)+𝛾(𝑡)𝑞(0, 𝑡)𝑞.

Дифференцируя равенство (16) по 𝜏 , находим 𝜇𝜏 =−𝑞2.
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Следствие 3. Теорема 2 даёт способ решения задачи (1)–(4). Сначала находим спек-
тральные данные 𝜆𝑛, 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0𝑛(𝜏), 𝑛∈Z∖{0}, оператора Дирака, соответствующие потен-
циалу 𝑞0(𝑥+𝜏). Далее, решая при 𝜏 =0 задачу Коши (13), (14), находим 𝜉𝑛(0, 𝑡) и 𝜎𝑛(0, 𝑡),
𝑛∈Z. По этим данным определяем 𝑞(0, 𝑡). После этого подставляем 𝑞(0, 𝑡) в уравнение (13)
и, решая задачу Коши при произвольном значении 𝜏 , находим 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛∈Z∖{0}. По формуле
следов (15) определяем 𝑞(𝑥, 𝑡) и затем из формулы (16) определяем 𝜇(𝑥, 𝑡).
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Spectral data of the Dirac operator with periodic potential are found. This operator is associated with
the negative order modified Korteweg–de Vries equation with a loaded term. The obtained results make
it possible to construct a solution to the negative order modified Korteweg–de Vries equation with a
loaded term in the class of periodic functions using the inverse spectral problem method. The solvability
of the Cauchy problem for an infinite system of Dubrovin–Trubovitz differential equations in the class
of three times continuously differentiable periodic functions is proved.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в полуполосе 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0< 𝑥< 𝜋, 𝑦 > 0} краевую задачу для уравнения
Лапласа

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=0, (𝑥, 𝑦)∈𝐷, (1)

в классе функций 𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(𝐷)∩𝐶1(𝐷∩{𝑦 > 0})∩𝐶2(𝐷) с граничными условиями

𝑢(0, 𝑦)= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝜋, 𝑦)= 0, 𝑦 > 0, (2)

lim
𝑦→+0

𝜋ˆ

0

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)− 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)+𝜙(𝑥)

]︂2
𝑑𝑥=0, 𝜙(𝑥)∈𝐿2(0, 𝜋), (3)

𝑢(𝑥, 𝑦)⇒ 0, 𝑦→+∞. (4)

Аналогичная задача рассматривалась в статье [1] как вспомогательная при изучении
задачи Трикоми–Неймана для уравнения Лаврентьева–Бицадзе с граничными условиями
второго рода на боковых сторонах полуполосы с коэффициентом 1/𝑘 при 𝑢′𝑦(𝑥, 𝑦), |𝑘|> 1,
где были использованы результаты работы [2]. На линии изменения типа ставилось условие
склеивания нормальных производных по Франклю. Случай 𝑘 = 1 (классическая задача с
непрерывным градиентом) не рассматривался и теорема единственности для вспомогательной
задачи не доказывалась.

На задачу Трикоми с эллиптической частью в полуполосе обратил внимание А.В. Бицадзе
в связи с математическим моделированием плоскопараллельных движений газа. В данном
случае построение решения с помощью конформного отображения приводит к краевой задаче
относительно аналитической функции в верхней полуплоскости [3, с. 327], решение которой
на основании формулы Шварца [3, с. 315] было выписано в квадратурах.

В работе [4] получено интегральное представление регулярного решения задачи для урав-
нения Лапласа в полукруге с краевым условием первого рода на полуокружности и двумя

1713



1714 КАПУСТИН, ВАСИЛЬЧЕНКО

различными краевыми условиями типа наклонной производной на двух прямолинейных
участках границы.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Решение задачи (1)–(4) существует и его можно представить в виде ряда

𝑢(𝑥, 𝑦)=

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
, (5)

где коэффициенты 𝐴𝑛, 𝑛=0, 1, 2, . . . , определяются из разложения

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂
=
𝜙(𝑥)√

2
. (6)

Доказательство. Ввиду основного результата работы [2] система {sin[(𝑛+1/2)𝑥+𝜋/4]}∞𝑛=0

образует базис Рисса в пространстве 𝐿2(0, 𝜋). Разложим функцию 𝜙(𝑥)/
√
2 по этой системе.

Коэффициенты разложения (6) удовлетворяют неравенствам Бесселя

𝐶1‖𝜙‖𝐿2(0,𝜋)⩽
∞∑︁
𝑛=0

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2

⩽𝐶2‖𝜙‖𝐿2(0,𝜋), 0<𝐶1<𝐶2,

где постоянные 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝜙. Следовательно, сходится ряд
∑︀∞

𝑛=0 |𝐴𝑛| и сходится
равномерно ряд (5). Функция (5) является решением уравнения (1) и удовлетворяет гра-
ничным условиям (2) по построению. Условие (4) выполняется, так как

∑︀∞
𝑛=0 𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦 =
= 𝑒−𝑦/2/(1−𝑒−𝑦). Проверим выполнение условия (3).

Согласно разложению (6) условие (3) принимает вид

𝐼(𝑦)= 2

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥.

Докажем, что 𝐼(𝑦)→ 0 при 𝑦→+0. Запишем неравенство 𝐼(𝑦)⩽ 𝐼1(𝑦)+𝐼2(𝑦), где

𝐼1(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥,

𝐼2(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥.

Зафиксируем произвольное число 𝜀> 0. В силу левой части неравенства Бесселя имеем
оценку

𝐼2(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥⩽

⩽𝐶3

∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1)2⩽𝐶3

∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2
<
𝜀

2
,

если 𝑚 достаточно велико.
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Во втором слагаемом конечное число элементов, поэтому

𝐼1(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥⩽

⩽𝐶4

𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2

(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1)2<
𝜀

2

при 0<𝑦<𝛿, если 𝛿 достаточно мало́. Условие (3) выполнено. Теорема доказана.
Теорема 2. Решение задачи (1)–(4) единственно.
Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение однородной задачи. Введём следующие обо-

значения: 𝐶𝜀=(0, 𝜀), 𝐶𝑅=(0, 𝑅), 𝐷𝑅=(𝜋,𝑅), 𝐷𝜀=(𝜋, 𝜀), Π𝑅𝜀 — прямоугольник 𝐶𝜀𝐶𝑅𝐷𝑅𝐷𝜀.
Справедливы соотношения

0=
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦=

=
¨

Π𝑅𝜀

((𝑅−𝑦)𝑢𝑥𝑢)𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
¨

Π𝑅𝜀

((𝑅−𝑦)𝑢𝑦𝑢)𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦−
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
¨

Π𝑅𝜀

𝑢𝑦𝑢 𝑑𝑥 𝑑𝑦=

=−
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦−
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)(𝑢𝑦−𝑢𝑥)𝑢 𝑑𝑥−
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)𝑢𝑥𝑢 𝑑𝑥−

− 1

2

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

Отсюда следуют цепочки неравенств

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)(𝑢𝑥−𝑢𝑦)𝑢 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥⩽(𝑅−𝜀)
[︂ ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥
]︂1/2[︂ ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥

]︂1/2
+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥⩽

⩽ (𝑅−𝜀)2
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥+
1

4

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥,

¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
1

4

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
𝑅−𝜀
2

𝑢2(𝜋, 𝜀)⩽ (𝑅−𝜀)2
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

В силу (3) имеет место равенство

lim
𝜀→+0

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥=0,

откуда вытекает соотношение

lim
𝜀→+0

¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
1

4

𝜋ˆ

0

𝑢2(𝑥, 0) 𝑑𝑥+
𝑅

2
𝑢2(𝜋, 0)⩽

1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

Устремим теперь 𝑅→∞, тогда
´
𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥→ 0, отсюда 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 в 𝐷. Теорема доказана.
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Теорема 3. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение задачи (1)–(4), тогда 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 представимы в виде

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
, (7)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦)=Re

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
, (8)

где 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦.
Доказательство. Рассмотрим равенство (6). Система синусов {sin[(𝑛+1/2)𝑥+𝜋/4]}∞𝑛=0

образует базис в пространстве 𝐿2(0, 𝜋). Поэтому для коэффициентов 𝐴𝑛(𝑛+1/2) справедливо
следующее представление [2]:

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
=

𝜋ˆ

0

ℎ𝑛+1(𝑡)
𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡,

где

ℎ𝑛(𝑡)=
2

𝜋

(2cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)𝐵𝑛−𝑘, 𝐵𝑙=

𝑙∑︁
𝑚=0

𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝑙(−1)𝑙−𝑚, 𝐶𝑛𝑙 =

𝑙(𝑙−1)...(𝑙−𝑛+1)

𝑛!
.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение задачи (1)–(4), тогда оно имеет вид (5) и соответственно

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=−
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑒−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
=

=−
∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
𝑑𝑡,

или

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦𝑒𝑖(𝑛+1/2)𝑥 𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

𝑖(𝑛+1/2)𝑧 𝑑𝑡

)︂
𝑚=𝑛+1
=

𝑚=𝑛+1
= − Im

(︂ ∞∑︁
𝑚=1

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑚(𝑡)𝑒

𝑖(𝑚−1/2)𝑧 𝑑𝑡

)︂
=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

∞∑︁
𝑚=1

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑚(𝑡)𝑒

𝑖𝑚𝑧 𝑑𝑡

)︂
.

Поменяем местами знаки интергирования и суммирования:

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2

∞∑︁
𝑚=1

ℎ𝑚(𝑡)𝑒
𝑖𝑚𝑧 𝑑𝑡

)︂
.

Введём обозначение

𝐼(𝑡, 𝑧)=

∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛(𝑡)𝑒
𝑖𝑛𝑧 =

2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)𝐵𝑛−𝑘𝑒
𝑖𝑛𝑧 =

=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑒𝑖𝑛𝑧𝐵𝑛−𝑘,
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тогда для индекса 𝑚=𝑛−𝑘 получим

𝐼(𝑡, 𝑧)=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖(𝑚+𝑘)𝑧𝐵𝑚=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘𝑧 sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖𝑚𝑧𝐵𝑚,

где
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘𝑧 sin(𝑘𝑡)=
𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
.

Рассмотрим ряд

∞∑︁
𝑙=0

𝑒𝑖𝑙𝑧𝐵𝑙=
∞∑︁
𝑙=0

𝑒𝑖𝑙𝑧
𝑙∑︁

𝑚=0

(−1)𝑙−𝑚𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑙=𝑚

(−1)𝑙−𝑚𝑒𝑖𝑙𝑧𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽

𝑘=𝑙−𝑚
=

𝑘=𝑙−𝑚
=

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑒𝑖(𝑚+𝑘)𝑧𝐶𝑘𝛾/𝜋𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖𝑚𝑧𝐶𝑚−𝛾/𝜋−𝛽

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝛾/𝜋𝑒
𝑖𝑘𝑧 =

=(1+𝑒𝑖𝑧)−𝛾/𝜋−𝛽(1−𝑒𝑖𝑧)𝛾/𝜋 =(1+𝑒𝑖𝑧)1/2(1−𝑒𝑖𝑧)1/2=
√︀
1−𝑒𝑖2𝑧,

так как в нашем случае 𝛽=−1, 𝛾=𝜋/2. Окончательно выводим формулу (7):

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
𝐼(𝑡, 𝑧) 𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋
𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))

√︀
1−𝑒𝑖2𝑧 𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂
2

𝜋
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋̂

0

1

2 cos(𝑡/2)
√︀
tg(𝑡/2)

𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))

√︀
1−𝑒𝑖2𝑧 𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
.

Рассуждая аналогично, получаем представление (8). Теорема доказана.
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Кондырев О.В. см. Смирнов Ю.Г. 9 1216–1224

Коненков А.Н. см. Егорова А.Ю. 10 1325–1333

Конопляников В.В. см. Головизнин В.М. 3 418–432

Коробко Е.В. Дискретный аналог уравнения типа Эмдена–Фаулера
и его решения, эквивалентные степенным функциям 6 861–863

Коростелева Д.М. Аппроксимация функционально-алгебраических задач
на собственные значения 5 707–713

Корпусов М.О. см. Артемьева М.В. 10 1299–1311

Косов А.А., Семенов Э.И. О точных решениях многомерного обобщённого
уравнения Монжа–Ампера 10 1334–1349

Крищенко А.П. Итерационные последовательности метода локализации 11 1460–1470

Круглов В.Е. Формула Кристоффеля–Дарбу для полиномиальных собственных
функций линейных дифференциальных уравнений второго порядка 4 463–471

Крылов П.А. см. Фурсов А.С. 11 1541–1552

Кудайбергенов А.К. см. Алимов Ш.А. 8 1049–1062

Кузьмич А.В. см. Ли Ю. 6 736–749

Кулаев Р.Ч., Каркузаев С.А. Оценки снизу главного собственного значения
билапласиана на графе 8 1034–1048

Куприянов М.Ю. см. Хапаев М.М. 7 1001–1008

Лаптинский В.Н. Решение многоточечной задачи управления
с интегральными ограничениями типа равенств 10 1386–1393

Лашин Д.А. см. Асташова И.В. 11 1575–1577

Леваков А.А., Долженкова Д.А. Теоремы существования и единственности
решений стохастических дифференциально-разностных гибридных систем 5 604–617

Ли Ю., Гринь А.А., Кузьмич А.В. Уточнённое глобальное кольцо
Пуанкаре–Бендиксона с предельным циклом системы Рэлея 6 736–749

Лобода Н.А., Сташ А.Х. Об управлении существенными спектрами
показателей колеблемости двумерных дифференциальных систем 6 848–850

Лобода Н.А. см. Сташ А.Х. 4 500–507

Ломов И.С. Исследование асимптотических свойств решения одной задачи
с параметром для оператора Штурма–Лиувилля с сингулярным потенциалом 3 291–297

Лопушенко В.В. см. Еремин Ю.А. 8 1100–1111

Луцкий А.Е. см. Четверушкин Б.Н. 7 990–1000

Мажорова О.С. см. Гусев А.О. 7 911–927

Майоров П.А. см. Головизнин В.М. 3 418–432

Макин А.С. О спектре несамосопряжённого оператора Дирака
с двухточечными краевыми условиями 2 157–174

Максимова Н.Н. см. Бризицкий Р.В. 5 643–659
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Маматов А.Э. Прямая задача теории рассеяния для системы
дифференциальных уравнений Дирака на полуоси в случае конечной плотности 3 298–311

Манита Л.А. см. Ронжина М.И. 11 1531–1540
Марголина Н.Л. см. Алимурадов Р.Г. 6 844–845
Мартынова В.Ю. О существовании нелинеаризуемых решений

в неклассической двухпараметрической нелинейной краевой задаче 4 472–491
Матус П.П. Применение операторных неравенств к исследованию

устойчивости разностных схем для нелинейных краевых задач с нелинейностями
неограниченного роста 6 830–843

Мачтакова А.И., Петров Н.Н. Задача группового преследования в линейных
нестационарных дифференциальных играх с дробными производными 8 1144–1146

Мелихов C.H., Сулейманов Б.И., Шавлуков А.М. Типичные провальные
асимптотики квазиклассических приближений к решениям нелинейного уравнения
Шрёдингера 5 618–631

Мельникова А.А., Точилин П.А., Дарьин А.Н. О свойствах множества
разрешимости для линейной системы с неопределённостью 11 1484–1498

Метельский А.В. Управление спектром системы нейтрального типа 1 99–125
Мироненко В.В. см. Мироненко В.И. 1 13–23
Мироненко В.И., Мироненко В.В. Отражающая функция и обобщение понятия

первого интеграла 1 13–23
Мирсабуров М., Тураев Р.Н. Об одной нелокальной задаче для уравнения

Геллерстедта с сингулярными коэффициентами 8 1086–1099
Моисеев Т.Е., Холомеева А.А. Об одной задаче Геллерстедта с данными

на параллельных характеристиках 10 1429–1434
Морозов Ю.Н. см. Асташова И.В. 6 859–861
Морозов Ю.Н. см. Асташова И.В. 11 1443–1451
Мосолова Ю.М. см. Ильин А.В. 2 280–282
Мухамадиев Э., Наимов А.Н. О разрешимости периодической задачи

для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго
порядка 3 312–321

Мухин С.И. см. Головизнин В.М. 3 418–432
Назаров С.А. Локализация собственных функций задачи Дирихле около

контура на границе тонкой области 12 1664–1684
Назирова Э.А. см. Султанаев Я.Т. 2 273–279
Наимов А.Н., Быстрецкий М.В. О существовании периодических решений

системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
с квазиоднородной нелинейностью 5 714–720

Наимов А.Н. см. Мухамадиев Э. 3 312–321
Ненашев А.С. Двухточечный метод коллокации численного решения

одномерных гиперсингулярных интегральных уравнений на неравномерных
разбиениях 9 1261–1275

Никитин А.А. см. Николаев М.В. 9 1205–1215
Никитин И.С. см. Голубев В.И. 6 817–829
Николаев В.Г. О структуре ядра задачи Шварца для эллиптических систем

первого порядка на плоскости 5 632–642
Николаев М.В., Никитин А.А. О существовании равновесия в модели

Дикмана–Лоу в случае кусочно-константных ядер 9 1205–1215
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Никулин Е.И., Волков В.Т., Карманов Д.А. Структура внутреннего
переходного слоя в задаче реакция–диффузия в случае сбалансированной реакции
со слабым разрывом 1 64–75

Новикова А.А. см. Апушкинская Д.Е. 10 1407–1421
Оу Ц. см. Фурсов А.С. 8 1137–1139
Павленко В.А. Решения аналогов временных уравнений Шрёдингера,

соответствующих паре гамильтоновых систем 𝐻2+2+1 иерархии вырождений
изомонодромной системы Гарнье 1 76–89

Паламарчук Е.С. О чувствительности решений уравнений Риккати при малых
изменениях коэффициентов и анализе оптимальности в линейных стохастических
системах управления 12 1623–1639

Петров И.Б. см. Голубев В.И. 6 817–829
Петров Н.Н. см. Мачтакова А.И. 8 1144–1146
Петросян Г.Г. О системах управления, описываемых дифференциальными

включениями дробного порядка с обратной связью 11 1499–1518
Печенцов А.С. Распределение спектра оператора Штурма–Лиувилля,

возмущённого дельта-взаимодействием 7 867–875
Пирогова А.Д., Четвериков В.Н. Количественные показатели управляемости

нелинейных систем 11 1519–1530
Платонов А.В. Об устойчивости по нелинейному нестационарному гибридному

приближению 12 1640–1652
Плаченов А.Б., Киселев А.П. Kонечно-энергетическое решение волнового

уравнения, не стремящееся на бесконечности к сферической волне 11 1562–1565
Подобряев А.В. Сублоренцевы экстремали, заданные антинормой 3 386–398
Полехина Р.Р., Савенков Е.Б. Применение разностной схемы с хорошо

контролируемой диссипацией для решения уравнений модели Капилы 7 937–953
Полянин А.Д. см. Аксенов А.В. 6 750–763
Поносов А.В. см. Кадиев Р.И. 9 1167–1189
Попова С.Н., Фахразиева Э.А. О свойстве локальной достижимости линейных

управляемых гибридных систем 8 1146–1147
Потапов Д.К. Об оценках в уравнении с параметром и разрывным оператором 10 1435–1440
Потапов Д.К. см. Камачкин А.М. 8 1021–1033
Похачевский В.А. О бэровской классификации слабых показателей

колеблемости корней линейной системы 6 856–857
Раецкая Е.В. Зубова С.П. 6 798–816
Раутиан Н.А. см. Георгиевский Д.В. 4 533–549
Ревизников Д.Л. см. Сластушенский Ю.В. 7 954–966
Репин С.И. см. Апушкинская Д.Е. 10 1407–1421
Родин А.С. см. Галанин М.П. 7 897–910
Романенков А.М. Градиент в задаче управления процессами, описываемыми

линейными псевдогиперболическими уравнениями 2 224–236
Романов В.Г. Обратная задача для волнового уравнения с двумя нелинейными

членами 4 508–520
Ронжина М.И., Манита Л.А. Семейство логарифмических спиралей

в гамильтоновых системах размерности 8 с управлением из круга 11 1531–1540
Рублев Г.Д. см. Давыдова М.А. 4 439–462
Савенков Е.Б. см. Полехина Р.Р. 7 937–953
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Садовничий В.А., Султанаев Я.Т., Валеев Н.Ф. Оптимизационная обратная
спектральная задача для одномерного оператора Шрёдингера на всей оси 4 492–499

Самарин А.И. см. Фомичев В.В. 2 260–272

Самохин А.Б., Самохина А.С., Юрченков И.А. Объёмные сингулярные
интегральные уравнения для задач низкочастотного рассеяния электромагнитных
волн в анизотропных структурах 9 1190–1204

Самохина А.С. см. Самохин А.Б. 9 1190–1204

Самсонов А.А. Асимптотические свойства параметрических задач
на собственные значения в гильбертовом пространстве 8 1112–1123

Сахаров С.И. см. Бадерко Е.А. 11 1471–1483

Семенов С.А. см. Сластушенский Ю.В. 7 954–966

Семенов Э.И. см. Косов А.А. 10 1334–1349

Сергеев И.Н. О возможной зависимости мер устойчивости и неустойчивости
нулевого решения дифференциальной системы от начального момента 6 853–854

Сергеев И.Н. О реализуемости контрастных сочетаний мер устойчивости
и неустойчивости нулевого решения дифференциальной системы 6 852–853

Сергеев И.Н. Определение мер колеблемости, блуждаемости и вращаемости
дифференциальной системы 11 1570–1571

Сергеев И.Н. Связь между устойчивостью и радиальной устойчивостью
дифференциальной системы 11 1572–1573

Сетуха А.В. Сходимость метода кусочно-линейных аппроксимаций
и коллокаций для двумерного гиперсингулярного интегрального уравнения
на множестве с границей 9 1276–1296

Сластушенский Ю.В., Ревизников Д.Л., Семенов С.А. Методы
параметрической идентификации дробно-дифференциальных уравнений 7 954–966

Смагин С.И. см. Каширин А.А. 2 211–223

Смирнов Ю.Г., Кондырев О.В. Интегро-дифференциальные уравнения в задаче
рассеяния электромагнитных волн на диэлектрическом теле, покрытом графеном 9 1216–1224

Соболев В.А. Сингулярно возмущённая задача оптимального слежения 4 561–576

Соловьев П.С., Соловьев С.И. Вычисление ведущего собственного значения
и соответствующего собственного элемента задач на собственные значения
с нелинейной зависимостью от спектрального параметра 7 967–989

Соловьев С.И. см. Соловьев П.С. 7 967–989

Соловьева С.И. см. Денисов А.М. 7 928–936

Сташ А.Х., Лобода Н.А. О реализации конечных существенных спектров
показателей колеблемости двумерных дифференциальных систем 4 500–507

Сташ А.Х. Об отсутствии непосредственной зависимости между спектрами
показателей колеблемости двумерной нелинейной системы и системы её первого
приближения 11 1568–1569

Сташ А.Х. Об отсутствии свойства остаточности у сильных показателей
колеблемости на множестве решений линейных однородных дифференциальных
уравнений высокого порядка 6 850–852

Сташ А.Х. см. Лобода Н.А. 6 848–850

Струков М.И. см. Звягин А.В. 10 1422–1428

Стрюк П.П. см. Васьковский М.М. 6 723–735

Сулейманов Б.И. см. Мелихов C.H. 5 618–631
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Султанаев Я.Т., Валеев Н.Ф., Назирова Э.А. Об асимптотике решений
двучленных дифференциальных уравнений третьего порядка 2 273–279

Султанаев Я.Т. см. Садовничий В.А. 4 492–499
Сумин В.И., Сумин М.И. О регуляризации классических условий

оптимальности в выпуклых задачах оптимизации систем вольтеррова типа
с операторными ограничениями 2 237–259

Сумин М.И. см. Сумин В.И. 2 237–259
Тимергалиев С.Н. Разрешимость нелинейных краевых задач для

дифференциальных уравнений равновесия непологих оболочек типа Тимошенко
ненулевой гауссовой кривизны в изометрических координатах 12 1685–1702

Ткачева О.С. см. Канатников А.Н. 11 1553–1561
Точилин П.А., Чистяков И.А. О кусочно-кубических оценках функции цены

в задаче целевого управления нелинейной системой 5 672–685
Точилин П.А. см. Мельникова А.А. 11 1484–1498
Тураев Р.Н. см. Мирсабуров М. 8 1086–1099
Турбин М.В., Устюжанинова А.С. Разрешимость начально-краевой задачи

для модифицированной модели Кельвина–Фойгта с памятью вдоль траекторий
движения жидкости 2 187–210

Тюленев А.В. Вычислимость решений начальной задачи для уравнений
с запаздыванием 6 863–864

Умаров Х.Г. Асимптотическое поведение решения задачи Коши для одного
нелинейного уравнения 10 1350–1367

Уразбоев Г.У., Хасанов М.М., Исмоилов О.Б. Интегрирование
модифицированного уравнения Кортевега–де Фриза отрицательного порядка
с нагруженным членом в классе периодических функций 12 1703–1712

Устюжанинова А.С. см. Турбин М.В. 2 187–210
Утесов А.Б. Об оценках погрешностей операторов дискретизации решения

уравнения Пуассона 1 135–142
Фахразиева Э.А. см. Попова С.Н. 8 1146–1147
Филиновский А.В. см. Асташова И.В. 6 859–861
Филиновский А.В. см. Асташова И.В. 11 1443–1451
Филиновский А.В. см. Асташова И.В. 11 1575–1577
Филиновский А.В. см. Камаров И.Р. 6 847–848
Фомичев В.В., Самарин А.И. Каскадный супер-скручивающий наблюдатель

для линейных мультиагентных систем без коммуникации 2 260–272
Фурсов А.С., Крылов П.А. О расширении множества разбиений пространства

состояний для устойчивой переключаемой аффинной системы 11 1541–1552
Фурсов А.С., Оу Ц. О задаче слежения для динамической модели ленточного

конвейера 8 1137–1139
Фурсов А.С. см. Ильин А.В. 2 280–282
Фурсов А.С. см. Ильин А.В. 4 550–560
Халилов А.Т. см. Искандаров С. 1 90–98
Хапаев М.М., Куприянов М.Ю. Разностная схема для разрывных решений

уравнений Узаделя 7 1001–1008
Харибегашвили С.С. см. Джохадзе О.М. 2 175–186
Хартовский В.Е. К вопросу асимптотической наблюдаемости линейных

непрерывно-дискретных систем 8 1142–1144
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Хартовский В.Е. К вопросу назначения конечного спектра линейной системе
нейтрального типа 2 282–284

Хартовский В.Е. Регуляторы финитной стабилизации для гибридных
линейных непрерывно-дискретных систем 10 1394–1406

Хартовский В.Е. Финитная стабилизация и назначение конечного спектра
единым регулятором по неполным измерениям для линейных систем нейтрального
типа 5 686–706

Хасанов М.М. см. Уразбоев Г.У. 12 1703–1712
Холомеева А.А. см. Моисеев Т.Е. 10 1429–1434
Цветков И.М. О динамическом растяжении тонкого круглого идеально

жёсткопластического слоя из трансверсально-изотропного материала 3 375–385
Чернов А.В. О точной глобальной управляемости полулинейного

эволюционного уравнения 3 399–417
Четвериков В.Н. см. Пирогова А.Д. 11 1519–1530
Четверушкин Б.Н., Луцкий А.Е., Шильников Е.В. Об одной модели

для описания турбулентных течений 7 990–1000
Чечкин Г.А. см. Асташова И.В. 6 859–861
Чечкин Г.А. см. Асташова И.В. 11 1443–1451
Чистяков И.А. см. Точилин П.А. 5 672–685
Шабатина Т.И. см. Асташова И.В. 6 859–861
Шабатина Т.И. см. Асташова И.В. 11 1443–1451
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