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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим в полуполосе 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0< 𝑥< 𝜋, 𝑦 > 0} краевую задачу для уравнения
Лапласа

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=0, (𝑥, 𝑦)∈𝐷, (1)

в классе функций 𝑢(𝑥, 𝑦)∈𝐶(𝐷)∩𝐶1(𝐷∩{𝑦 > 0})∩𝐶2(𝐷) с граничными условиями

𝑢(0, 𝑦)= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝜋, 𝑦)= 0, 𝑦 > 0, (2)

lim
𝑦→+0

𝜋ˆ

0

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)− 𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)+𝜙(𝑥)

]︂2
𝑑𝑥=0, 𝜙(𝑥)∈𝐿2(0, 𝜋), (3)

𝑢(𝑥, 𝑦)⇒ 0, 𝑦→+∞. (4)

Аналогичная задача рассматривалась в статье [1] как вспомогательная при изучении
задачи Трикоми–Неймана для уравнения Лаврентьева–Бицадзе с граничными условиями
второго рода на боковых сторонах полуполосы с коэффициентом 1/𝑘 при 𝑢′𝑦(𝑥, 𝑦), |𝑘|> 1,
где были использованы результаты работы [2]. На линии изменения типа ставилось условие
склеивания нормальных производных по Франклю. Случай 𝑘 = 1 (классическая задача с
непрерывным градиентом) не рассматривался и теорема единственности для вспомогательной
задачи не доказывалась.

На задачу Трикоми с эллиптической частью в полуполосе обратил внимание А.В. Бицадзе
в связи с математическим моделированием плоскопараллельных движений газа. В данном
случае построение решения с помощью конформного отображения приводит к краевой задаче
относительно аналитической функции в верхней полуплоскости [3, с. 327], решение которой
на основании формулы Шварца [3, с. 315] было выписано в квадратурах.

В работе [4] получено интегральное представление регулярного решения задачи для урав-
нения Лапласа в полукруге с краевым условием первого рода на полуокружности и двумя

1713



1714 КАПУСТИН, ВАСИЛЬЧЕНКО

различными краевыми условиями типа наклонной производной на двух прямолинейных
участках границы.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Решение задачи (1)–(4) существует и его можно представить в виде ряда

𝑢(𝑥, 𝑦)=

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑒
−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
, (5)

где коэффициенты 𝐴𝑛, 𝑛=0, 1, 2, . . . , определяются из разложения

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂
=
𝜙(𝑥)√

2
. (6)

Доказательство. Ввиду основного результата работы [2] система {sin[(𝑛+1/2)𝑥+𝜋/4]}∞𝑛=0

образует базис Рисса в пространстве 𝐿2(0, 𝜋). Разложим функцию 𝜙(𝑥)/
√
2 по этой системе.

Коэффициенты разложения (6) удовлетворяют неравенствам Бесселя

𝐶1‖𝜙‖𝐿2(0,𝜋)⩽
∞∑︁
𝑛=0

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2

⩽𝐶2‖𝜙‖𝐿2(0,𝜋), 0<𝐶1<𝐶2,

где постоянные 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝜙. Следовательно, сходится ряд
∑︀∞

𝑛=0 |𝐴𝑛| и сходится
равномерно ряд (5). Функция (5) является решением уравнения (1) и удовлетворяет гра-
ничным условиям (2) по построению. Условие (4) выполняется, так как

∑︀∞
𝑛=0 𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦 =
= 𝑒−𝑦/2/(1−𝑒−𝑦). Проверим выполнение условия (3).

Согласно разложению (6) условие (3) принимает вид

𝐼(𝑦)= 2

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥.

Докажем, что 𝐼(𝑦)→ 0 при 𝑦→+0. Запишем неравенство 𝐼(𝑦)⩽ 𝐼1(𝑦)+𝐼2(𝑦), где

𝐼1(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥,

𝐼2(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥.

Зафиксируем произвольное число 𝜀> 0. В силу левой части неравенства Бесселя имеем
оценку

𝐼2(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ ∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥⩽

⩽𝐶3

∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1)2⩽𝐶3

∞∑︁
𝑛=𝑚+1

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2
<
𝜀

2
,

если 𝑚 достаточно велико.
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Во втором слагаемом конечное число элементов, поэтому

𝐼1(𝑦)= 4

𝜋ˆ

0

[︂ 𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1) sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥+

𝜋

4

]︂]︂2
𝑑𝑥⩽

⩽𝐶4

𝑚∑︁
𝑛=0

𝐴2
𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂2

(𝑒−(𝑛+1/2)𝑦−1)2<
𝜀

2

при 0<𝑦<𝛿, если 𝛿 достаточно мало́. Условие (3) выполнено. Теорема доказана.
Теорема 2. Решение задачи (1)–(4) единственно.
Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение однородной задачи. Введём следующие обо-

значения: 𝐶𝜀=(0, 𝜀), 𝐶𝑅=(0, 𝑅), 𝐷𝑅=(𝜋,𝑅), 𝐷𝜀=(𝜋, 𝜀), Π𝑅𝜀 — прямоугольник 𝐶𝜀𝐶𝑅𝐷𝑅𝐷𝜀.
Справедливы соотношения

0=
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢𝑥𝑥+𝑢𝑦𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦=

=
¨

Π𝑅𝜀

((𝑅−𝑦)𝑢𝑥𝑢)𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
¨

Π𝑅𝜀

((𝑅−𝑦)𝑢𝑦𝑢)𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦−
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
¨

Π𝑅𝜀

𝑢𝑦𝑢 𝑑𝑥 𝑑𝑦=

=−
¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦−
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)(𝑢𝑦−𝑢𝑥)𝑢 𝑑𝑥−
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)𝑢𝑥𝑢 𝑑𝑥−

− 1

2

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

Отсюда следуют цепочки неравенств

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑅−𝜀)(𝑢𝑥−𝑢𝑦)𝑢 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥⩽(𝑅−𝜀)
[︂ ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥
]︂1/2[︂ ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥

]︂1/2
+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥⩽

⩽ (𝑅−𝜀)2
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥+
1

4

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥,

¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
1

4

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

𝑢2 𝑑𝑥+
𝑅−𝜀
2

𝑢2(𝜋, 𝜀)⩽ (𝑅−𝜀)2
ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

В силу (3) имеет место равенство

lim
𝜀→+0

ˆ

𝐶𝜀𝐷𝜀

(𝑢𝑦−𝑢𝑥)2 𝑑𝑥=0,

откуда вытекает соотношение

lim
𝜀→+0

¨

Π𝑅𝜀

(𝑅−𝑦)(𝑢2𝑥+𝑢2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦+
1

4

𝜋ˆ

0

𝑢2(𝑥, 0) 𝑑𝑥+
𝑅

2
𝑢2(𝜋, 0)⩽

1

2

ˆ

𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥.

Устремим теперь 𝑅→∞, тогда
´
𝐶𝑅𝐷𝑅

𝑢2 𝑑𝑥→ 0, отсюда 𝑢(𝑥, 𝑦)≡ 0 в 𝐷. Теорема доказана.
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Теорема 3. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение задачи (1)–(4), тогда 𝑢𝑥, 𝑢𝑦 представимы в виде

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
, (7)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦)=Re

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
, (8)

где 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦.
Доказательство. Рассмотрим равенство (6). Система синусов {sin[(𝑛+1/2)𝑥+𝜋/4]}∞𝑛=0

образует базис в пространстве 𝐿2(0, 𝜋). Поэтому для коэффициентов 𝐴𝑛(𝑛+1/2) справедливо
следующее представление [2]:

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
=

𝜋ˆ

0

ℎ𝑛+1(𝑡)
𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡,

где

ℎ𝑛(𝑡)=
2

𝜋

(2cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)𝐵𝑛−𝑘, 𝐵𝑙=

𝑙∑︁
𝑚=0

𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝑙(−1)𝑙−𝑚, 𝐶𝑛𝑙 =

𝑙(𝑙−1)...(𝑙−𝑛+1)

𝑛!
.

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) — решение задачи (1)–(4), тогда оно имеет вид (5) и соответственно

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=−
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛

(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑒−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
=

=−
∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦 sin

[︂(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝑥

]︂
𝑑𝑡,

или

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

−(𝑛+1/2)𝑦𝑒𝑖(𝑛+1/2)𝑥 𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑛+1(𝑡)𝑒

𝑖(𝑛+1/2)𝑧 𝑑𝑡

)︂
𝑚=𝑛+1
=

𝑚=𝑛+1
= − Im

(︂ ∞∑︁
𝑚=1

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑚(𝑡)𝑒

𝑖(𝑚−1/2)𝑧 𝑑𝑡

)︂
=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

∞∑︁
𝑚=1

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
ℎ𝑚(𝑡)𝑒

𝑖𝑚𝑧 𝑑𝑡

)︂
.

Поменяем местами знаки интергирования и суммирования:

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2

∞∑︁
𝑚=1

ℎ𝑚(𝑡)𝑒
𝑖𝑚𝑧 𝑑𝑡

)︂
.

Введём обозначение

𝐼(𝑡, 𝑧)=

∞∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛(𝑡)𝑒
𝑖𝑛𝑧 =

2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)𝐵𝑛−𝑘𝑒
𝑖𝑛𝑧 =

=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑒𝑖𝑛𝑧𝐵𝑛−𝑘,
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тогда для индекса 𝑚=𝑛−𝑘 получим

𝐼(𝑡, 𝑧)=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖(𝑚+𝑘)𝑧𝐵𝑚=
2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋

∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘𝑧 sin(𝑘𝑡)
∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖𝑚𝑧𝐵𝑚,

где
∞∑︁
𝑘=1

𝑒𝑖𝑘𝑧 sin(𝑘𝑡)=
𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
.

Рассмотрим ряд

∞∑︁
𝑙=0

𝑒𝑖𝑙𝑧𝐵𝑙=
∞∑︁
𝑙=0

𝑒𝑖𝑙𝑧
𝑙∑︁

𝑚=0

(−1)𝑙−𝑚𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽 =

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑙=𝑚

(−1)𝑙−𝑚𝑒𝑖𝑙𝑧𝐶 𝑙−𝑚𝛾/𝜋 𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽

𝑘=𝑙−𝑚
=

𝑘=𝑙−𝑚
=

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑒𝑖(𝑚+𝑘)𝑧𝐶𝑘𝛾/𝜋𝐶
𝑚
−𝛾/𝜋−𝛽 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑖𝑚𝑧𝐶𝑚−𝛾/𝜋−𝛽

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝛾/𝜋𝑒
𝑖𝑘𝑧 =

=(1+𝑒𝑖𝑧)−𝛾/𝜋−𝛽(1−𝑒𝑖𝑧)𝛾/𝜋 =(1+𝑒𝑖𝑧)1/2(1−𝑒𝑖𝑧)1/2=
√︀
1−𝑒𝑖2𝑧,

так как в нашем случае 𝛽=−1, 𝛾=𝜋/2. Окончательно выводим формулу (7):

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

𝜙(𝑡)√
2
𝐼(𝑡, 𝑧) 𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋ˆ

0

2

𝜋

(2 cos(𝑡/2))𝛽

(tg(𝑡/2))𝛾/𝜋
𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))

√︀
1−𝑒𝑖2𝑧 𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂
2

𝜋
𝑒−𝑖𝑧/2

𝜋̂

0

1

2 cos(𝑡/2)
√︀
tg(𝑡/2)

𝑒𝑖𝑧 sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))

√︀
1−𝑒𝑖2𝑧 𝜙(𝑡)√

2
𝑑𝑡

)︂
=

=− Im

(︂√
1−𝑒𝑖2𝑧
𝜋

𝑒𝑖𝑧/2
𝜋ˆ

0

√
sin 𝑡

(1−𝑒𝑖(𝑧+𝑡))(1−𝑒𝑖(𝑧−𝑡))
𝜙(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
.

Рассуждая аналогично, получаем представление (8). Теорема доказана.
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Theorems on the existence and uniqueness of the solution to the Laplace equation with mixed boundary
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partial derivatives of the solution have been obtained.
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