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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝐷 — бесконечная область двумерного пространства и 𝑢(𝑃 ) — бигармоническая в
ней функция, непрерывная вплоть до границы со своими производными до третьего порядка
включительно. Требуется показать, что если функция 𝑢(𝑃 ) и её нормальная производная,
лапласиан этой функции и его нормальная производная ограничены на границе области 𝐷
и функция 𝑢(𝑃 ) неограничена внутри неё, то при 𝑃 →∞ она должна расти внутри 𝐷 со
скоростью не меньшей некоторой предельной, и оценить эту предельную скорость роста.

Сформулированная задача исследовалась многими авторами (см., например, работы
[1–8]).

Справедлива
Теорема 1 [1]. Пусть 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥) — гармоническая функция в цилиндре 0⩽𝑟⩽𝑎, 0⩽𝜑<2𝜋,

−∞<𝑥<+∞. Если выполнены условия

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑥)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑎, 𝜑, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<𝐶, max

(𝑟,𝜑)
|𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)|<𝐶 exp

{︂
exp

{︂
𝜋|𝑥|

2(𝑎+𝜀)

}︂}︂
, 𝜀> 0,

то 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)≡ 0.
В теореме 1 и далее 𝐶 — постоянная величина. Аналогичная теорема установлена в

работе [2] для цилиндра с прямоугольным основанием.
Имеет место следующая
Теорема 2 [3]. Пусть 𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥) — гармоническая функция в цилиндре 0⩽𝑟⩽𝑎, 0⩽𝜑<2𝜋,

−∞<𝑥<+∞. Если выполнены условия

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑥)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑟
(𝑎, 𝜑, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
<𝐶 exp{𝜇|𝑥|}, max

(𝑟,𝜑)
|𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)|<𝐶 exp

{︂
exp

{︂
𝜋|𝑥|

2(𝑎+𝜀)

}︂}︂
, 𝜀> 0,

причём 𝜇 < 𝜆01/𝑎, 𝜆01 — наименьший положительный нуль функции Бесселя 𝐽0(𝑥), то
𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑥)≡ 0.

Е.М. Ландис в книге [9] поставил следующую задачу. Пусть в цилиндре 0⩽
∑︀𝑛−1

𝑘=0 𝑥
2
𝑘< 1

пространства R𝑛 расположена область, уходящая в бесконечность (в одну или в обе стороны),
со сколь угодно гладкой границей 𝐺. Пусть в этой области определено решение 𝑢 уравнения
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ΔΔ𝑢=0 (произвольной гладкости вплоть до границы) и 𝑢|𝐺 =0, 𝜕𝑢/𝜕𝑛
⃒⃒
𝐺
=0. Следует ли

отсюда, что функция 𝑢 неограничена (экспоненциально растёт при уходе на бесконечность)?
Сформулированные ниже результаты в некотором смысле дают ответ на этот вопрос.

В работе [10] впервые предложен метод построения семейства фундаментальных реше-
ний уравнения Лапласа, получена интегральная формула Грина в неограниченной области
в классе растущих гармонических функций. В [11] исследованы вопросы регуляризации
и разрешимости задачи Коши для полигармонических уравнений порядка 𝑛 в некоторых
неограниченных областях пространства R𝑚 при произвольных нечётных 𝑚, а также при
чётных 𝑚 таких, что 2𝑛<𝑚; случай произвольных чётных 𝑚, когда 2𝑛⩾𝑚, рассмотрен в
[12, 13]. Следует отметить, что аналогичные результаты можно найти в работах [14, 15].

Пусть 𝐷 — лежащая в полупространстве 𝑦= {(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚−1, 𝑦𝑚)∈R𝑚 : 𝑦𝑚> 0} неогра-
ниченная область с границей 𝜕𝐷, любая конечная часть этой области удовлетворяет усло-
вию Ляпунова, и, кроме того, предположим, что граница 𝜕𝐷 задана уравнением 𝑦𝑚 =
= 𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, . . . , 𝑦𝑚−1), где 𝑓 — непрерывная функция, имеющая ограниченные частные
производные первого порядка.

Теорема 3 [6]. Пусть гармоническая функция 𝑢(𝑦) удовлетворяет условиям

|𝑢(𝑦)|+ | grad𝑢(𝑦)|⩽𝐶 exp{|𝑦|𝜌}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷,

𝑢(𝑦′)= 0,
𝜕𝑢(𝑦′)

𝜕𝑛
→ 0, 𝑦′→∞, 𝑦′ ∈ 𝜕𝐷,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Если 𝐷 — неограниченная область, лежащая внутри слоя наименьшей ширины, опреде-

ляемого неравенством 0⩽ 𝑦𝑚⩽𝜋/𝜌, 𝜌> 0, то имеет место
Теорема 4 [6]. Пусть гармоническая функция 𝑢(𝑦) удовлетворяет условиям

|𝑢(𝑦)|+ | grad𝑢(𝑦)|⩽𝐶 exp{exp{𝜌|𝑦|}}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷,

𝑢(𝑦′)= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢(𝑦′)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶|𝑦|𝜇, 𝜇=const, 𝑦′ ∈ 𝜕𝐷,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Пусть бигармоническая функция 𝑢(𝑦) определена в области 𝐷={𝑦=(𝑦1, 𝑦2)∈R2 : 𝑦2>0}.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 5 [16]. Если выполнены условия

1∑︁
𝑘=0

(︀
|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+ | gradΔ(1−𝑘)𝑢(𝑦)|

)︀
⩽𝐶 exp{|𝑦|𝜌}, 𝜌< 1, 𝑦 ∈𝐷, (1)

1∑︁
𝑘=0

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
<𝐶,

то 𝑢(𝑦)≡ 0.
Теорема 6 [16]. Если выполнены условия (1) и

𝑢(𝑦1, 0)=0,
1∑︁

𝑘=0

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦1, 0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
→ 0 при 𝑦1→∞,

то 𝑢(𝑦)≡ 0.
Цель настоящей статьи — доказать подобный результат для бигармонических функций

(доказать теорему типа Фрагмена–Линделёфа для бигармонических функций с помощью
формул карлемановского типа для решений задачи Коши для билапласиана).
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2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Введём функцию Карлемана Φ𝜎(𝑦, 𝑥) для бигармонических функций, определённых в
области 𝐷= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2)∈R2 : 𝑦1 ∈R, 0<𝑦2<ℎ, ℎ=𝜋/𝜌, 0<𝜌< 1}:

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢, (2)

где 𝑥=(𝑥1, 𝑥2), 𝑠= |𝑥′−𝑦′|, 𝑥′=(𝑥1, 0), 𝑦′=(𝑦1, 0), 𝛼2= 𝑠, 𝜔= 𝑖𝑢+𝑦2, 𝑠>0, 𝜎⩾0, 𝑎⩾0, 𝜌1<𝜌.
Теорема 7. Функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥), определённая формулой (2), имеет вид

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶(𝑟2 ln 𝑟+𝐺𝜎(𝑦, 𝑥)), 𝑟= |𝑦−𝑥|,

и является бигармонической функцией, где 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥) — гармоническая функция в R2∖{𝑥} по
переменной 𝑦.

Доказательство. Учитывая, что

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
𝜔−𝑥2

]︂
=Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
+Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
,

преобразуем функцию Φ𝜎(𝑦, 𝑥):

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

𝑢(𝑢2−𝑠)
𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2

𝑑𝑢.

Разбивая интервал интегрирования и используя подстановку 𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2= 𝑡, 𝑢2−𝑠= 𝑡−𝑟2,
перепишем второе слагаемое в виде

√
1+𝑠ˆ

√
𝑠

𝑢(𝑢2−𝑠)
𝑢2+(𝑦2−𝑥2)2

𝑑𝑢=1+2𝑟2 ln 𝑟−𝑟2 ln(1+𝑟2).

Отсюда следует, что

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+

+1+2𝑟2 ln 𝑟−𝑟2 ln(1+𝑟2)+𝐶
+∞ˆ

√
1+𝑠

Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢.

Обозначив

𝐺′
𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im

[︂
exp
{︀
𝜎𝜔+𝜔2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝜔−ℎ/2))

}︀
−1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢+

+1−𝑟2 ln(1+𝑟2)+𝐶
+∞ˆ

√
1+𝑠

Im

[︂
1

𝜔−𝑥2

]︂
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢,

получим Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶(𝑟
2 ln 𝑟+𝐺𝜎(𝑦, 𝑥)), где гармоническая функция 𝐺𝜎(𝑦, 𝑥) является бигар-

монической по 𝑦 при 𝑠> 0. Теорема доказана.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 8 2024
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Введём обозначение

𝐴=−𝜎𝑦2−𝑦22+𝑠+𝑎 ch(𝜌1𝛼) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)).

Теорема 8. Для функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедливо неравенство

|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴(𝜎𝑟+1). (3)

Доказательство. C помощью подстановки 𝑢2−𝑠= 𝑟2𝑡 получим

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

+∞ˆ
√
𝑠

Im
exp
{︀
𝜎(𝑖𝑢+𝑦2)+(𝑖𝑢+𝑦2)

2−𝑎 ch(𝑖𝜌1(𝑖𝑢+𝑦2−ℎ/2))
}︀

(𝑖𝑢+𝑦2)−𝑥2
(𝑢2−𝑠) 𝑑𝑢=

=𝐶

+∞ˆ

0

Im
exp
{︀
𝜎(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2)+(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2)

2
}︀

exp
{︀
𝑎 cos(𝜌1(𝑖

√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2−ℎ/2))

}︀(︀
𝑖
√
𝑟2𝑡+𝑠+𝑦2−𝑥2

)︀ 𝑟4𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

.

Введём обозначения

𝐴1=𝜎𝑦2+𝑦
2
2−𝑟2𝑡−𝑠−𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)),

𝐴2=(𝜎+2𝑦2)
√︀
𝑟2𝑡+𝑠−𝑎 sh(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) sin(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)),

𝑄=exp{𝜎𝑦2+𝑦22}.

Тогда функцию Φ𝜎(𝑦, 𝑥) можно переписать в виде

Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 𝑟2
+∞ˆ

0

𝑄
(︀
(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2−

√
𝑟2𝑡+𝑠 cos𝐴2

)︀
exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

=

= 𝑟2
+∞ˆ

0

𝑄(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

−

−𝑟2
∞̂

0

𝑄 cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
.

Обозначим

𝐽1=

+∞ˆ

0

𝑄(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1) exp{𝑟2𝑡+𝑠}

𝑡 𝑑𝑡√
𝑟2𝑡+𝑠

, (4)

𝐽2=

+∞ˆ

0

𝑄 cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
,

тогда Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 𝑟2𝐽1−𝑟2𝐽2. Учитывая, что

| sin𝐴2|⩽
⃒⃒⃒
sin
(︀
𝜎
√
𝑟2𝑡+𝑠

)︀
cos
(︀
2𝑦2

√
𝑟2𝑡+𝑠+sh

(︀
𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠

)︀)︀
sin(𝜌1𝛽2)+

+sin(2𝑡𝛼𝑦2+sh(𝜌1𝛼𝑡) sin(𝜌1𝛽2)) cos(𝜎𝛼𝑡)
⃒⃒⃒
⩽𝐶𝜎

√
𝑟2𝑡+𝑠,

+∞ˆ

0

𝑡𝑝−1/2𝑑𝑡

exp{𝑎𝑡}
=

1 ·3 ·5 · . . . ·(2𝑝−1)

2𝑝

√
𝜋

𝑎𝑝+1/2
,

+∞ˆ

0

𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡}
=
𝐶

𝑟2
,
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оценим 𝐽1:

|𝐽1|⩽𝐶

⃒⃒⃒⃒ +∞ˆ

0

(𝑦2−𝑥2) sin𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
exp{𝑟2𝑡+𝑠}

√
𝑟2𝑡+𝑠

𝑡 𝑑𝑡

(𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽𝐶

+∞ˆ

0

|𝑦2−𝑥2|√
𝑟2𝑡+𝑠

𝜎
√
𝑟2𝑡+𝑠

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀ 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}
⩽𝐶

𝜎𝑒−𝐴

𝑟
.

Теперь учитывая, что⃒⃒⃒⃒
cos𝐴2

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀
(𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴,

оценим выражение 𝐽2:

|𝐽2|⩽
⃒⃒⃒⃒ +∞ˆ

0

1

exp
{︀
𝑎 ch(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

}︀ 𝑡 𝑑𝑡

exp{𝑟2𝑡+𝑠}

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶𝑒−𝐴

𝑟2
.

Таким образом,

|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑟2
(︂
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
=𝐶𝑒−𝐴(𝜎𝑟+1).

Теорема доказана.
Теорема 9. Для нормальной производной функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
(1+𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟

)︂
+𝜎(𝑟+𝑟2)+𝜎2𝑟+𝑟

)︂
.

Доказательство. Вычислив частную производную от функции (4), оценим следующие
интегралы:

𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

sin𝐴2
𝜕𝐴2

𝜕𝑦𝑗
𝑒−𝐴1

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
, 𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

cos𝐴2𝑒
−𝐴1

𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
.

С учётом равенства

𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗
=−2(𝑦𝑗−𝑥𝑗)(𝑡+1)+(𝜎+1)𝜌1 sh(𝜌1(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠)) cos(𝜌1(𝑦2−ℎ/2))

(𝑦𝑗−𝑥𝑗)(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

, 𝑗=1, 2,

будем иметь ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴1

𝜕𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑟(𝑡+1)+

𝜎𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

sh(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)), 𝑗=1, 2.

Аналогичным образом можно получить оценку⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐴2

𝜕𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝑟(𝑡+1)(𝜎+2𝑦2)√

𝑟2𝑡+𝑠
+ch(𝜌1(𝜌1

√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

, 𝑗=1, 2.
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Тогда

𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 sin𝐴2
𝑟(𝑡+1)(𝜎+2𝑦2)√

𝑟2𝑡+𝑠

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 sin𝐴2
𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

ch(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+

+𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 cos𝐴2𝑟(𝑡+1)
𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝑒−𝐴1 cos𝐴2
𝜎𝑟(𝑡+1)√
𝑟2𝑡+𝑠

sh(𝜌1(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠))

𝑡 𝑑𝑡

𝑡+1
=

=𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑟𝜎(𝜎+2𝑦2)𝑒
−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+𝐶𝑟2

+∞ˆ

0

𝜎𝑟𝜌1 sin(𝜌1(𝑦2−ℎ/2)) ch(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)𝑒−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+

+𝐶𝑟2
+∞ˆ

0

𝑟𝑒−𝐴1𝑡 𝑑𝑡+𝐶𝑟2𝜎

∞̂

0

sh(𝜌1
√
𝑟2𝑡+𝑠)𝑒−𝐴1𝑡−1/2 𝑑𝑡,

отсюда получим⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽1
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟2

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽1
𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
1

𝑟
+

1

𝑟3

)︂
. (5)

Аналогичным образом вычислим оценку для частных производных 𝐽2:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽2
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐽2
𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
<𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟3
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
. (6)

Используя приведённые выше оценки и формулы

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦𝑗
=(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗
+𝑟2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦𝑗

, 𝑗=1, 2,

находим ⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+𝜎2+

1

𝑟
+
𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎𝑟+𝜎𝑟2+𝜎2𝑟+𝑟+

𝜎2

𝑟
+
1

𝑟

)︂
.

В итоге, используя выражение для производной по направлению, получаем неравенство⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑟(𝐽1−𝐽2)+𝑟2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
(1+𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟

)︂
+𝜎(𝑟+𝑟2)+𝜎2𝑟+𝑟

)︂
.

Теорема доказана.
Теорема 10. Для лапласиана функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) справедлива оценка

|ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
(1+𝜎+𝜎2)+𝜎+𝜎2+𝜎𝑟

)︂
.

Доказательство. С учётом формул

𝜕2Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2𝑗
=
𝜕2𝑟2

𝜕𝑦2𝑗
(𝐽1−𝐽2)+2

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗

𝜕

𝜕𝑦𝑗
(𝐽1−𝐽2)+𝑟2

𝜕2

𝜕𝑦2𝑗
(𝐽1−𝐽2), 𝑗=1, 2,
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и гармоничности функции 𝐽1−𝐽2 будем иметь

ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)= 4(𝐽1−𝐽2)+2

2∑︁
𝑗=1

𝜕𝑟2

𝜕𝑦𝑗

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦𝑗

.

Учитывая оценки (3), (5), (6), получаем

|ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|⩽
(︂
𝜎

𝑟
+

1

𝑟2

)︂
+(𝑦1−𝑥1)

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
+

+𝐶𝑒−𝐴(𝑦2−𝑥2)
(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
.

Отсюда вытекает неравенство утверждения теоремы.
Теорема 11. Для нормальной производной лапласиана функции Φ𝜎(𝑦, 𝑥) имеет место

оценка ⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+(𝜎+𝜎2)

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+
𝜎3

𝑟2

)︂
. (7)

Доказательство. Сначала докажем следующие неравенства:⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+𝜎

(︂
1+𝑟+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+𝜎2

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+
𝜎

𝑟2

)︂)︂
, (8)⃒⃒⃒⃒

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+𝜎2

(︂
1+

1

𝑟
+

1

𝑟2
+
𝜎

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
+
𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2

)︂
. (9)

Пусть 𝜓(𝑦, 𝑥) — гармоническая функция в пространстве R2, тогда справедливо равенство
Δ𝑟2𝜓(𝑦, 𝑥)=𝜓1(𝑦, 𝑥), где

𝜓1(𝑦, 𝑥)= 4𝜓(𝑦, 𝑥)+4(𝑦1−𝑥1)
𝜕𝜓(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1
+(𝑦2−𝑥2)

𝜕𝜓(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2
.

Так как функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥) тоже является гармонической в R2 по переменной 𝑦 (включая и
точку 𝑥), можно записать

ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)=𝐶

(︂
𝐽1−𝐽2+(𝑦1−𝑥1)

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

+(𝑦2−𝑥2)
𝜕(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦2

)︂
.

Следовательно,

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦1
=2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

+(𝑦1−𝑥1)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦21
+(𝑦2−𝑥2)

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

,

𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑦2
=2

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦2

+(𝑦1−𝑥1)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

+(𝑦2−𝑥2)
𝜕2(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦22
.

Тогда, чтобы оценить |𝜕ΔΦ𝜎(𝑦,𝑥)/𝜕𝑛|, нам нужны оценки |𝜕2(𝐽1−𝐽2)/𝜕𝑦2𝑗 |, |𝜕2(𝐽1−𝐽2)/𝜕𝑦𝑗𝜕𝑦𝑘|,
𝑗, 𝑘=1, 2. Заметив, что ⃒⃒⃒⃒

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+

1

𝑟3

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦21

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎2

𝑟4
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2

𝑟4
+
𝜎3

𝑟3
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
,

получим неравенство (8).
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С помощью оценок⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝐽1−𝐽2)

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎+

𝜎

𝑟
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎2

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
,⃒⃒⃒⃒

𝜕2(𝐽1−𝐽2)
𝜕𝑦22

⃒⃒⃒⃒
⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎

𝑟3
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
+

1

𝑟4

)︂
получим неравенство (9). Из (8) и (9) вытекает оценка (7) теоремы.

Теорема 12. Функция Φ𝜎(𝑦, 𝑥) при 𝜎 > 0 и 𝑦 ̸= 𝑥 является функцией Карлемана в об-
ласти 𝐷.

Доказательство. На основании теорем 7–11 имеем

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕ΔΦ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎2+𝜎𝑟+𝜎𝑟2+

𝜎

𝑟
+
𝜎

𝑟2
+
𝜎

𝑟3
+
𝜎2

𝑟3
+
𝜎2

𝑟
+
𝜎2

𝑟2
+
𝜎3

𝑟2
+
1

𝑟
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3

)︂
.

Введём следующие обозначения:

𝐿=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑠, (10)

𝐿1= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2) : 𝑦1 ∈R, 𝑦2=0}, 𝐿2= {𝑦=(𝑦1, 𝑦2) : 𝑦1 ∈R, 𝑦2=𝜋/𝜌}, 𝜕𝐷=𝐿1∪𝐿2.

Выполняя преобразование 𝑦1−𝑥1= 𝑡, 𝑑𝑦1= 𝑑𝑡 и учитывая, что 0⩽𝑥2⩽𝜋/𝜌, оценим (10):

𝐿⩽𝐶𝑒−𝐴

(︂
1+𝜎+𝜎2+𝜎

√︁
𝑡2+𝑥22+𝜎(𝑡

2+𝑥22)+
𝜎√︀
𝑡2+𝑥22

+
𝜎

𝑡2+𝑥22
+

𝜎

(𝑡2+𝑥22)
3/2

)︂
+

+𝐶𝑒−𝐴

(︂
𝜎2√︀
𝑡2+𝑥22

+
𝜎2

𝑡2+𝑥22
+

𝜎2

(𝑡2+𝑥22)
3/2

+
𝜎3

𝑡2+𝑥22
+

1

𝑡2+𝑥22
+

1√︀
𝑡2+𝑥22

+
1

(𝑡2+𝑥22)
3/2

)︂
.

На границе 𝐿1 𝐴= 𝑎 ch(𝜌1𝑡) cos(𝜌1(−ℎ/2))+ 𝑠, кроме того, cos(𝜌1(−ℎ/2)) ̸= 0. Подбирая
𝑎=1+𝜎, получаем

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑐1𝜎,

где 𝑐1𝜎 — многочлен, зависящий от 𝜎.
На границе 𝐿2 аналогично показывается, что

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿2

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝑒−𝐴𝑐2𝜎,

где 𝑐2𝜎 — многочлен, зависящий от 𝜎. Обозначив 𝜀(𝜎) = 𝑒−𝐴(𝑐1𝜎+ 𝑐
2
𝜎), имеем 𝜀(𝜎)→ 0 при

𝜎→+∞. Окончательно можем утверждать, что 𝐿⩽𝐶𝜀(𝜎), где 𝜀(𝜎)→0 при 𝜎→+∞. Теорема
доказана.
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Обозначим через 𝐴𝜌2(𝐷) пространство бигармонических функций, определённых в обла-
сти 𝐷, имеющих непрерывные частные производные до третьего порядка вплоть до конечных
точек границы 𝜕𝐷 и удовлетворяющих условию

1∑︁
𝑘=0

(|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+ | gradΔ(1−𝑘)𝑢(𝑦)|)⩽𝐶 exp{exp{𝜌2|𝑦|}}, 𝜌2<𝜌1, 𝑦 ∈𝐷.

Теорема 13. Пусть для функции 𝑢∈𝐴𝜌2(𝐷) выполняются условия

𝑢(𝑦)|𝜕𝐷 =0,
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘𝑢(𝑦)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
𝑑𝑠<𝐶,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
Доказательство. Через 𝐾(𝑅, 0) обозначим круг радиуса 𝑅 с центром в нуле, 𝐷∩

∩𝐾(𝑅, 0)=𝐷+
𝑅 , 𝐷∩𝐶𝐾(𝑅, 0)=𝐷−

𝑅 , 𝐶𝐾(𝑅, 0) — дополнение этого круга.
Допустим, что утверждение теоремы не имеет места: существует точка 𝑥0∈𝐷 такая, что

𝑢(𝑥0)= 𝑎> 0. Возьмём положительное число 𝑅1 такое, что 𝑅1⩾ |𝑥0|+1.
Из свойств функции 𝑢(𝑦) и теорем 7–12 следует, что для каждого положительного 𝜀

существует такое положительное число 𝑅2, что для всех 𝑅>𝑅2 справедливо

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷−
𝑅

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ(1−𝑘)𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠< 𝜀,

𝜕𝐷−
𝑅 =𝐿1∪𝐿2∪𝐿3, 𝐿1={𝑦=(𝑦1, 0) : |𝑦1|>𝑅}, 𝐿2={𝑦=(𝑦1, 𝜋/𝜌) : |𝑦1|>𝑅}, 𝐿3=𝐷∩{𝑦 : |𝑦|=𝑅}.
Пусть max{𝑅1, 𝑅2, 𝜋/𝜌}=𝑅3, 𝜌(𝑥0, 𝜕𝐷) — расстояние от точки 𝑥0 до границы области 𝐷,

𝜌(𝑥0, 𝜕𝐷)=𝜇. Рассмотрим те значения 𝜀, для которых 𝜀<𝜇. Переходя к полярным коорди-
натам, будем иметь

|𝐽1|⩽
⃒⃒⃒⃒ 1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ(1−𝑘)𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶
ˆ

𝐿1∪𝐿2

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |Δ1−𝑘𝑢(𝑦)|

)︂
|𝑑𝑠|.

Поэтому для упомянутого 𝜀 существует 𝑅4 такое, что для произвольного 𝑅>𝑅4 имеет
место неравенство

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿1∪𝐿2

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽ 𝜀

2
.
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Далее оценим интеграл 𝐽2 по 𝐿3 (учитывая рост функции внутри области):

|𝐽2|⩽
⃒⃒⃒⃒ 1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝐿3

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿3

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽𝐶

+∞ˆ

0

exp{exp{𝜌2|𝑦|}}
1∑︁

𝑘=0

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡.

При выполнении условия 𝜌2<𝜌1 подбираем 𝜎 так, чтобы exp{exp{𝜌2|𝑦|}}/ exp{𝜎𝐴}<1. Тогда
для того же положительного 𝜀 существует 𝑅5 такое, что при 𝑅>𝑅5

|𝐽2|⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝐿3

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)+

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
+Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽ 𝜀

2
.

Если обозначим 𝑅6=max{𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4, 𝑅5}, то получим

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕(𝐷∩𝐶𝐾(𝑅2,0))

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠< 𝜀.

Рассмотрим в области 𝐷+
𝑅 ∖𝐾(𝜀, 𝑥0), где 𝑅>𝑅5, бигармонические функции 𝑢(𝑦) и Φ𝜎(𝑦, 𝑥),

для которых применим формулу Гутцмера:
¨

𝜕(𝐷+
𝑅∖𝐾(𝜀,𝑥0))

(𝑢(𝑦)Δ2Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)−Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)Δ
2𝑢(𝑦)) 𝑑𝜏 =

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕(𝐷+
𝑅∖𝐾(𝜀,𝑥0))

(︂
Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ1−𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

Так как Δ2𝑢(𝑦)= 0, получаем, что Δ2Φ𝜎(𝑦, 𝑥)= 0, 𝑦 ∈𝐷+
𝑅 ∖𝐾(𝜀, 𝑥0), и

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷+
𝑅

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠=

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

Введём следующие обозначения:

𝐴(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
𝑑𝑠−

−
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠,
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𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
𝑑𝑠,

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠.

Можно показать, что при 𝜀→0 𝐴(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→𝑢(𝑥0). Действительно, на основании
теоремы о среднем значении существует 𝜉 такое, что

𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=𝐶𝜀
1∑︁

𝑘=0

Δ𝑘Φ𝜎
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝜉)

𝜕𝑟
.

При 𝜀→ 0 𝐴1(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→ 0. Выполним следующие преобразования:

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛
𝑑𝑠=

=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ1−𝑘𝑢(𝑦)
𝜕Δ𝑘(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠=

=
ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

Δ𝑢(𝑦)
𝜕(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠+

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝑢(𝑦)
𝜕Δ(𝑟2 ln(1/𝑟)+𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠.

По теореме о среднем значении существуют 𝜇1, 𝜇2 ∈R и 𝜈 ∈ 𝜕𝐾(𝜀, 𝑥0) такие, что

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))=𝐶𝜀[Δ𝑢](𝜇1)+[𝑢](𝜈)
ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝜕 ln(1/𝑟)

𝜕𝑟
𝑑𝑠+

ˆ

𝜕𝐾(𝜀,𝑥0)

𝑢(𝑦)
𝜕Δ(𝑟2𝐺(𝑦, 𝑥))

𝜕𝑟
𝑑𝑠=

=𝐶

(︂
𝜀[Δ𝑢](𝜇1)+[𝑢](𝜈)+𝜀

𝜕𝐺1

𝜕𝑟
(𝜇2)

)︂
.

Так как при 𝜀→ 0 𝜈→𝑥0, то окончательно имеем

𝐴2(𝐾(𝜀, 𝑥0), 𝑢,Φ𝜎(𝑦, 𝑥0))→𝑢(𝑥0),

т.е.

𝑢(𝑥0)=

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠.

С учётом неравенства 𝑎𝑐+𝑏𝑑⩽ (𝑎+𝑏)(𝑐+𝑑) (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑∈R+) получим

|𝑢(𝑥0)|⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

⃒⃒⃒⃒
Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛
−Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
|𝑑𝑠|⩽

⩽
1∑︁

𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥0)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ1−𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
+ |Δ1−𝑘𝑢(𝑦)|

)︂
|𝑑𝑠|.
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На основании теоремы 12 имеет место неравенство

1∑︁
𝑘=0

ˆ

𝜕𝐷

(︂
|Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕Δ𝑘Φ𝜎(𝑦, 𝑥)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒)︂
|𝑑𝑠|⩽𝐶𝜀(𝜎),

где 𝜀(𝜎)→ 0 при 𝜎→+∞. Следовательно, 𝑢(𝑦)≡ 0. Теорема доказана.
Аналогично доказывается следующая
Теорема 14. Пусть для функции 𝑢∈𝐴𝜌2(𝐷) выполнено условие роста

Δ𝑘𝑢(𝑦)
⃒⃒
𝜕𝐷

=0;
𝜕Δ𝑘𝑢(𝑦)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑦∈𝜕𝐷,

→ 0, 𝑦→∞, 𝑘=0, 1,

тогда 𝑢(𝑦)≡ 0.
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In this paper the Fragmen–Lindelof type theorems for biharmonic functions are proved.
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