
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2024, том 60, № 7, с. 1001–1008

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 519.63+517.957

РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЙ УЗАДЕЛЯ

© М. М. Хапаев1, М. Ю. Куприянов2

1Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова
2Научно-исследовательский институт ядерной физики имени Д.В. Скобельцына
Московского государственного университета имени М.В. Ломоносова, г. Москва

e-mail: 1vmhap@cs.msu.ru, 2mkupr@pn.sinp.msu.ru

Поступила в редакцию 10.01.2024 г., после доработки 10.01.2024 г.; принята к публикации 29.04.2024 г.

Рассматривается нелинейная одномерная задача для уравнений теории сверхпроводи-
мости, особенностью которой является нестандартное условие сопряжения Робена на
внутренней границе и разрывное решение. Для задачи строится оптимальная однород-
ная монотонная разностная схема, включая условие на интерфейсе. Используя решение
серии эллиптических задач и метод Ньютона, решается полная система уравнений
Узаделя, которые являются базовой математической моделью на микроуровне для опи-
сания токов и полей в сверхпроводниках с джозефсоновскими переходами. Приводятся
результаты расчётов для задачи о грануле с абрикосовским вихрем.
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ВВЕДЕНИЕ

Уравнения Узаделя [1] являются эффективным инструментом, позволяющим анализи-
ровать процессы как в устройствах слаботочной сверхпроводимости [2, 3], так и в сверх-
проводниковых структурах, содержащих абрикосовские вихри [4–8]. Основная проблема при
численном решении этой системы — нестандартные условия сопряжения решений на внутрен-
них границах, являющихся границами раздела сред [9]. Эти условия по аналогии с третьей
краевой задачей в работе [10, с. 164], где они получены для тонкого слабопроводящего
слоя, называют условиями Робена [11]. Хорошо известно, что стандартные условия сопря-
жения, обеспечивающие непрерывность решения и потока, учитываются автоматически при
численном решении задач как конечно-разностным методом, так и методом конечных эле-
ментов. Нестандартные условия подразумевают разрывное решение, что требует его особой
аппроксимации [11].

Ранее при анализе структуры абрикосовских вихрей решались уравнения Узаделя для
задач, в которых описывающие эти вихри функции имели радиальную симметрию, а их
зависимости от расстояния 𝑟 от центра вихря являлись непрерывными функциями [4–6]. Для
разрывных решений был предложен смешанный метод конечных элементов [12], в котором
использована кусочно-постоянная аппроксимация решений для каждой ячейки сетки, что
приводит к необходимости применения сеток с малым шагом и значительно увеличивает
время расчётов.
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В настоящей работе предлагается простая конечно-разностная схема на стандартном трёх-
точечном шаблоне [13, с. 136], имеющая по крайней мере первый порядок аппроксимации и
обладающая монотонностью. С помощью этой схемы решается задача о нахождении струк-
туры абрикосовского вихря, центр которого расположен на оси сверхпроводящего цилиндра,
помещённого в магнитное поле 𝐻, направленное параллельно его образующей. Cам цилиндр
находится внутри сверхпроводящей матрицы из того же сверхпроводящего материала, но
отделён от неё резкой границей, имеющей конечную прозрачность. Рассматриваемая мате-
матическая модель описывает структуру абрикосовского вихря в гранулированной сверхпро-
водящей плёнке, размер гранул в которой сравним с длиной когерентности сверхпроводника.

Предлагаемая разностная аппроксимация нестандартных условий сопряжения может
быть обобщена на двумерные и трёхмерные схемы на регулярных прямоугольных сетках, а
также на задачи с другими условиями сопряжения с разрывными решениями и потоками.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Система уравнений для рассматриваемой задачи включает в себя нелинейные уравнения
для компонент функций Грина 𝜃𝑛(𝑟), соответствующих бесконечной последовательности так
называемых мацубаровских частот Ω𝑛, и уравнения самосогласования для параметра порядка
Δ(𝑟), 𝑟 — радиальная компонента цилиндрической системы координат.

Пусть 𝑡=𝑇/𝑇𝑐 — безразмерная температура; 𝛾𝐵 > 0 — параметр прозрачности границы;
частоты Ω𝑛 = 𝑡(2𝑛+1), 𝑛 = 0, 1, . . .; 𝑟 ∈ (0,Γ); 𝛾 — внутренняя граница, 𝛾 ∈ (0,Γ); 𝑄(𝑟) =
=(1−𝑟2/Γ2)/𝑟 — нормированный на Φ0/(2𝜋𝜉) векторный потенциал; Φ0 — квант магнитного
потока; 𝜉 = (𝐷/(2𝜋𝑇𝑐))

1/2 — длина когерентности сверхпроводящего материала; 𝐷 и 𝑇𝑐 —
коэффициент диффузии и критическая температура материала; Γ — зависящий от 𝐻 радиус
круглой вихревой ячейки [4–6]; радиус-вектор 𝑟 и параметр порядка Δ нормированы на 𝜉
и 𝜋𝑇𝑐 соответственно. В этих обозначениях уравнения Узаделя для функции 𝜃𝑛(𝑟) имеют
вид

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑𝜃𝑛(𝑟)

𝑑𝑟

)︂
−𝐹𝑛(𝜃𝑛(𝑟))= 0, (1)

𝐹𝑛(𝜃𝑛)= (Ω𝑛+𝑄
2(𝑟) cos 𝜃𝑛) sin 𝜃𝑛+Δ(𝑟) cos 𝜃𝑛. (2)

Уравнения (1), (2) должны быть дополнены условием ограниченности решения при 𝑟=0 и
краевым условием при 𝑟=Γ:

|𝜃𝑛(0)|<∞,
𝑑𝜃𝑛
𝑑𝑟

(Γ)=0.

Условия на внутренней границе имеют вид ([𝑢](𝑥) — скачок функции 𝑢(𝑠) в точке 𝑥)[︂
𝑑𝜃𝑛
𝑑𝑟

]︂
(𝛾)= 0,

𝛾𝐵
𝑑𝜃𝑛
𝑑𝑟

(𝛾−0)= sin[𝜃𝑛](𝛾). (3)

Таким образом, все функции 𝜃𝑛(𝑟) и Δ(𝑟) при 𝑟= 𝛾 имеют разрыв первого рода. Кроме
того, все функции 𝜃𝑛 связаны уравнением самосогласования

Δ(𝑟) ln 𝑡=2𝑡

∞∑︁
𝑛=0

(︂
Δ(𝑟)

Ω𝑛
−sin 𝜃𝑛(𝑟)

)︂
=0. (4)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 7 2024



РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ УЗАДЕЛЯ 1003

2. МЕТОД НЬЮТОНА

Так как уравнения (1) содержат нелинейность, применим для её разрешения метод
Ньютона, а для (3) — метод Пикара. В результате получим следующую последовательность
линейных задач для каждого значения индекса 𝑛:

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑𝜃𝑘+1

𝑛 (𝑟)

𝑑𝑟

)︂
−𝑞𝑘(𝑟)𝜃𝑘+1

𝑛 (𝑟)=−𝑓𝑘(𝑟), (5)

𝑞𝑘(𝑟)=𝐹 ′
𝑛(𝜃

𝑘
𝑛)(𝑟), 𝑓𝑘(𝑟)=𝐹 ′

𝑛(𝜃
𝑘
𝑛)(𝑟)𝜃

𝑘(𝑟)−𝐹𝑛(𝜃
𝑘
𝑛)(𝑟), (6)

|𝜃𝑘+1
𝑛 (0)|<∞,

𝑑𝜃𝑘+1
𝑛

𝑑𝑟
(Γ)=0, (7)[︂

𝑑𝜃𝑛
𝑑𝑟

]︂
(𝛾)= 0, 𝛾𝐵

𝑑𝜃𝑘+1
𝑛

𝑑𝑟
(𝛾−0)= [𝜃𝑘+1

𝑛 ](𝛾)
sin[𝜃𝑘𝑛](𝛾)

[𝜃𝑘𝑛](𝛾)
, (8)

где 𝑘 — индекс итераций по методу Ньютона.
Для улучшения сходимости метода Ньютона используется релаксационная модификация,

описанная в [14, с. 48]:
𝜃𝑘+1
𝑛 =𝜔𝜃𝑘+1

𝑛 +(1−𝜔)𝜃𝑘𝑛.

Релаксационный параметр 𝜔 вычисляется с помощью норм невязок 𝑟1 для 𝜃𝑘+1
𝑛 и 𝑟0 для

𝜃𝑘𝑛 [14] для исходной задачи (1)–(3) по формуле

𝜔=
𝑟1

𝑟1+𝑟0
. (9)

Начальное приближение для 𝑛 = 0 выбирается из линейного приближения [6]. Далее
выбирается 𝜃0𝑛+1= 𝜃𝑛.

3. УРАВНЕНИЕ САМОСОГЛАСОВАНИЯ

Для приближённого решения уравнения самосогласования и определения функции Δ(𝑟)
ограничимся конечным числом членов ряда. Пусть 𝑙 — индекс итераций для определения
Δ(𝑟), 𝑀 — число удерживаемых членов ряда в (4), тогда уравнение для метода Пикара–
Зейделя имеет вид

Δ𝑙+1(𝑟) ln 𝑡=2𝑡
𝑀∑︁
𝑛=0

(︂
Δ𝑙+1(𝑟)

Ω𝑛
−sin 𝜃𝑙𝑛(𝑟)

)︂
=0, (10)

откуда легко выражается Δ𝑙+1(𝑟). Начальное приближение Δ0(𝑟) берётся из решения лине-
аризованной задачи.

В отличие от [12] мы не использовали многошаговое ускорение последовательных ите-
раций, так как в нашем случае одномерной задачи и однородной сверхпроводящей среды
сходимость оказалась достаточно быстрой. Ускорение может потребоваться для задач с нор-
мальными металлами и ферромагнетиками.

4. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА

Для численного решения линейных уравнений (5)–(8) применим метод конечных раз-
ностей. Будем использовать обозначения и результаты [13]. Метод основан на совмещении
точки сопряжения с одним из узлов сетки.
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Схема строится на некоторой неравномерной сетке 𝑟𝑖, 𝑖=0, 1, . . . ,𝑚−1,𝑚,𝑚+1, . . . , 𝑁 ,
причём 𝑟𝑚= 𝛾. Таким образом, внутренняя граница 𝛾 совпадает с внутренним узлом сетки
с номером 1<𝑚<𝑁 −1. Например, можно использовать равномерные сетки на каждом
отрезке [0, 𝛾] и [𝛾,Γ] с приблизительно равными шагами ℎ𝑖 = 𝑟𝑖−𝑟𝑖−1, 𝑖=1, 𝑁 . Напомним,
что 𝑟𝑖+0.5=𝑟𝑖+ℎ𝑖+1/2, 𝑟𝑖−0.5=𝑟𝑖−ℎ𝑖/2. Будем обозначать через 𝑦𝑖 решение разностной задачи
в узлах сетки.

Рассмотрим известную схему [13, с. 173]

4𝑦𝑟,0−𝑞(0)𝑦0=−𝑓0, 𝑖=0, (11)

1

𝑟𝑖
(𝑟𝑖−1/2𝑦𝑟)𝑟−𝑞𝑖𝑦𝑖=−𝑓𝑖, 𝑖=1, . . . ,𝑚−1,𝑚,𝑚+1, . . . , 𝑁, (12)

−𝑦𝑟,𝑁 =0.5ℎ𝑁𝑓𝑁 , 𝑖=𝑁. (13)

Предложение. Разностная схема (12) на равномерной сетке имеет второй порядок
точности 𝑂(ℎ2) [13, с. 176]. Условие (11) учитывает требование ограниченности решения
(7) при 𝑟=0 [13, с. 174].

После простых стандартных преобразований разностная схема (11)–(13) сводится к си-
стеме разностных уравнений

𝐴𝑚𝑦𝑚−1−𝐶𝑚𝑦𝑚+𝐵𝑚𝑦𝑚+1=−𝐹𝑚

с трёхдиагональной матрицей.

5. АППРОКСИМАЦИЯ УСЛОВИЯ СОПРЯЖЕНИЯ НА ВНУТРЕННЕЙ ГРАНИЦЕ

Условия сопряжения на внутренней границе 𝛾 в обозначениях разностной схемы имеют
вид

𝑑𝑦

𝑑𝑟
(𝛾−0)=

𝑑𝑦

𝑑𝑟
(𝛾+0),

𝛽𝑘
𝑑𝑦

𝑑𝑟
(𝛾−0)= [𝑦](𝛾), 𝛽𝑘 =

𝛾𝐵[𝜃
𝑘](𝛾)

sin([𝜃𝑘](𝛾))
.

Рассмотрим аппроксимацию этих условий в точке сопряжения 𝑟𝑚. Будем полагать, что
𝑦𝑚 = 𝑦(𝛾−0) является левым предельным значением, а 𝑦*𝑚 = 𝑦(𝛾+0) — правым, так что
[𝑦](𝑟𝑚)= 𝑦*𝑚−𝑦𝑚:

𝑦𝑚−𝑦𝑚−1

ℎ𝑚
=
𝑦𝑚+1−𝑦*𝑚
ℎ𝑚+1

,

𝛽𝑘
𝑦𝑚−𝑦𝑚−1

ℎ𝑚
=𝛽𝑘

𝑦𝑚+1−𝑦*𝑚
ℎ𝑚+1

= 𝑦*𝑚−𝑦𝑚. (14)

Исключая в этих формулах 𝑦*𝑚, получаем следующее разностное уравнение для узла 𝑚:

−
(︂
𝛽𝑘
ℎ𝑚

+
ℎ𝑚+1

ℎ𝑚

)︂
𝑦𝑚−1+

(︂
1+

𝛽𝑘
ℎ𝑚

+
ℎ𝑚+1

ℎ𝑚

)︂
𝑦𝑚−𝑦𝑚+1=0. (15)

Уравнение для узла 𝑚+1 имеет вид

𝐴𝑚+1𝑦
*
𝑚−𝐶𝑚+1𝑦𝑚+1+𝐵𝑚+1𝑦𝑚+2=−𝐹𝑚+1. (16)
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Используя соотношение (14), можно исключить 𝑦*𝑚 в (16). В результате получается трёхто-
чечное разностное соотношение с доминирующим центральным коэффициентом (при условии
неотрицательности функций 𝑞(𝑟) в (5)):

𝐴𝑚+1𝑦𝑚−𝐶𝑚+1𝑦𝑚+1+𝐵𝑚+1𝑦𝑚+2=−𝐹𝑚+1, (17)

где 𝐴𝑚+1=𝐴𝑚+1/(1+𝛽𝑘/ℎ𝑚+1), 𝐶𝑚+1=𝐴𝑚+1+𝐵𝑚+1+0.5(ℎ𝑚+1+ℎ𝑚+2)𝑟𝑚𝑞(𝑟𝑚).
Окончательно разностная схема состоит из уравнений (11)–(13) для 𝑖 ̸=𝑚, уравнения (15)

для 𝑖=𝑚 и модифицированного уравнения (17) для 𝑖=𝑚+1. При условии 𝑞𝑘(𝑟)⩾ 0 эта
схема монотонна.

Для вычисления невязок, необходимых для модифицированного метода Ньютона, ис-
пользуется разностная схема(︀

𝑟𝑖−1/2𝜃
𝑘
𝑛,𝑟

)︀
𝑟
−𝑟𝑖𝐹𝑛(𝜃

𝑘
𝑛)(𝑟𝑖)= 0, 𝑖=1, 𝑁,

с соответствующими аппроксимациями краевых условий при 𝑖=0 и 𝑖=𝑁 .

6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Для проведения расчётов и сравнения с результатами физических исследований на языке
C++ была написана программа, решающая полную постановку описанной системы уравне-
ний, включая итерации для решения уравнения самосогласования (4), метод Ньютона для
нелинейных задач и прогонку для линейных разностных уравнений. Результаты вычислений
выводятся в виде файлов, предназначенных для построения графиков с помощью известной
программы Gnuplot. Размеры гранулы 𝛾 и области Γ, а также температуру 𝑡, прозрачность
𝛾𝐵, число 𝑀 (10) частот Ω𝑛 и желаемую точность можно задать в командной строке.

На рис. 1, 2 представлены результаты расчётов, выполненных для температуры 𝑡=0.6,
радиуса сверхпроводящей гранулы (внутренней границы) 𝛾=0.7, радиуса круглой вихревой
решетки Γ = 8.16 (внешняя граница), параметра прозрачности 𝛾𝐵 = 1. Для сравнения на
рис. 2 приведена кривая для 𝛾𝐵 =0, что соответствует гладкому решению, совпадающему
с координатной зависимостью Δ(𝑟), рассчитанному ранее в работах [4–6].

Рис. 1. Результаты расчётов функции 𝜃𝑛(𝑟)

(𝑛= 1, 3): 1 — Ω1 = 3𝑡; 2 — Ω2 = 5𝑡; 3 — Ω3 = 7𝑡.
Представлен скачок решения на внутренней гра-
нице 𝛾=0.7.

Рис. 2. Зависимости параметра порядка Δ(𝑟) для
задачи с внутренним интерфейсом с 𝛾𝐵 =1 (кри-
вая 1 ) и для гладкого решения с прозрачной гра-
ницей 𝛾𝐵 =0 (кривая 2 ).
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Неравномерная сетка имела около 500 узлов. Неравномерность была связана с необходи-
мостью совмещения внутренней границы 𝛾 с узлом сетки. Для вычислений использовалось
𝑀 =400 членов ряда (мацубаровских частот). Итерации метода Ньютона и уравнения са-
мосогласования проводились с точностью до 10−5.

В вычислениях для сходимости последовательных приближений уравнения самосогла-
сования (10) потребовалось около 60 итераций, метод Ньютона сходился за 4–6 итераций.
В целом время счёта для достаточно плотных сеток незначительно. В силу неравномерно-
сти сетки сходимость по величине скачка решения [𝜃](𝛾) = 𝑦*𝑚−𝑦𝑚 имела первый порядок.
Условие сопряжения на внутренней границе для Δ(𝑟) выполнялось с точностью 0.5%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе предложен разностный метод решения одномерных эллиптических задач
с нестандартным условием сопряжения на внутренней границе, приводящим к разрывным
решениям. С его помощью решена задача о моделировании состояния сверхпроводниковой
гранулы с вихрем. Предложенный простой разностный метод оказался достаточно эффек-
тивным.

Аналогичный разностный метод может быть применён для решения задач с нестандарт-
ными условиями сопряжения, в которых поток и решение не являются непрерывными и
явно заданы скачки этих величин: [𝑢] =𝛼, [𝑘𝑢′] =𝛽.

Метод аппроксимации условий сопряжения может быть обобщён на многомерные, в
частности двумерные, задачи на регулярных прямоугольных сетках.
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FINITE DIFFERENCES SCHEME FOR DISCONTINUOUS SOLUTIONS
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In the paper we consider a nonlinear one-dimensional problem for equations of superconductivity theory.
The peculiarity of the problem is a nonstandard Roben type junction condition on the inner boundary
and a discontinuous solution. An optimal homogeneous monotone difference scheme including the
condition at the interface is constructed for the problem. By means of solving a series of elliptic
problems and Newton’s method, we solve the complete system of the Uzadel equations, which is the
basic mathematical model at the microlevel for describing the currents and fields in superconductors
with Josephson junctions. The results of calculations for the problem of a pellet with an Apricot vortex
are presented.

Keywords: differences scheme, discontinuous solution, Usadel equations.
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