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Рассмотрим начально-краевую задачу для сингулярно возмущённой системы уравнений
с частными производными

𝜈𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)+𝜀𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)+𝜀𝑎𝑡(𝑥, 𝑡)=𝐷𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑡0 , (1)

𝑎𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝛾(𝑢(𝑥, 𝑡)−𝑎(𝑥, 𝑡)), (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑡0 , (2)

𝑢(0, 𝑡)=𝜇(𝑡), 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (3)

𝑢(𝑙, 𝑡)= 0, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (4)

𝑢(𝑥, 0)=0, 0⩽𝑥⩽ 𝑙, (5)

𝑎(𝑥, 0)=0, 0⩽𝑥⩽ 𝑙, (6)

где 𝑄𝑡0 = {(𝑥, 𝑡) : 0⩽ 𝑥⩽ 𝑙, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0}; 𝜈, 𝐷, 𝛾 — положительные постоянные; 𝜀 — малый
параметр, 0<𝜀< 1.

Задачу (1)–(6) можно интерпретировать как математическую модель процесса динамики
сорбции [1, с. 174], когда эффекты поглощения малы по сравнению с переносом и диффузией.

Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)–(6) от параметра 𝜀, будем
обозначать его 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀).

Сформулируем обратную задачу. Пусть постоянные 𝜈, 𝜀, 𝐷, 𝛾 заданы, а функция 𝜇(𝑡)
неизвестна. Требуется определить 𝜇(𝑡), если задана дополнительная информация о решении
задачи (1)–(6):

𝑢(𝑥0, 𝑡; 𝜀)= 𝑔(𝑡; 𝜀), 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (7)

где 𝑥0 — заданное число, 𝑥0 ∈ (0, 𝑙), а 𝑔(𝑡; 𝜀) — известная функция.
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Дадим определение решения обратной задачи. Так как при неизвестной 𝜇(𝑡) функции
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀) и 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀) также неизвестны, то решением обратной задачи будем считать тройку
функций {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)}.

Определение. Функции {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)} называются решением обратной задачи
(1)–(7), если 𝜇 ∈ 𝐶1[0, 𝑡0], 𝜇(0) = 0, 𝑢 ∈ 𝐶2,1(𝑄𝑡0), 𝑎, 𝑎𝑡 ∈ 𝐶(𝑄𝑡0) и {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)}
удовлетворяют уравнениям (1), (2) и условиям (3)–(7).

При выполнении определённых условий функция 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀) раскладывается по малому
параметру 𝜀. В данной работе это разложение используется для построения приближённых
решений обратной граничной задачи. Подобный подход применялся для приближённого
решения некоторых обратных задач [2–4]. Другим аспектам исследования обратных задач
для сингулярно возмущённых уравнений с частными производными посвящены работы [5–12].

Рассмотрим функцию

𝑓0(𝑥)=
exp{𝜈𝑙/𝐷}−exp{𝜈𝑥/𝐷}

exp{𝜈𝑙/𝐷}−1
. (8)

Докажем, что функцию 𝜇̃0(𝑡; 𝜀)= 𝑔(𝑡; 𝜀)/𝑓0(𝑥0) можно рассматривать как приближённое ре-
шение обратной задачи.

Теорема 1. Если функции {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)} являются решением обратной задачи
(1)–(7), то

max
[0,𝑡0]

|𝜇(𝑡)− 𝜇̃0(𝑡; 𝜀)|⩽ 𝑐1𝜀, (9)

где 𝑐1 — постоянная, не зависящая от 𝑡0 и 𝜀.
Далее через 𝑐𝑖 обозначены положительные постоянные, не зависящие от 𝑥, 𝑡 и 𝜀.
Доказательство. Пусть функции {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)} являются решением обратной

задачи. Проинтегрировав уравнение (2) с учётом начального условия (6), имеем

𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)= 𝛾

𝑡ˆ

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑡0 .

Из этого представления и уравнений (1), (2) следует, что 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀) является решением урав-
нения

𝜈𝑢𝑥+𝜀𝑢𝑡+𝜀𝛾𝑢−𝜀𝛾2
𝑡ˆ

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝑢(𝑥, 𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏 =𝐷𝑢𝑥𝑥, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑡0 . (10)

Рассмотрим функцию

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)= exp{−𝜈𝑥/(2𝐷)}(𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀)−𝜇(𝑡)𝑓0(𝑥)). (11)

Из уравнения (10), определения (8) и условий (3)–(5) следует, что функция 𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)
является решением начально-краевой задачи

𝜀𝑤𝑡+

(︂
𝜀𝛾+

𝜈2

4𝐷

)︂
𝑤−𝜀𝛾2

𝑡ˆ

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝑤(𝑥, 𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏+𝜀𝑚(𝑡)𝑓0(𝑥) exp

{︂
− 𝜈𝑥

2𝐷

}︂
=𝐷𝑤𝑥𝑥, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑡0 , (12)

𝑤(0, 𝑡; 𝜀)=𝑤(𝑙, 𝑡; 𝜀)= 0, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (13)

𝑤(𝑥, 0; 𝜀)= 0, 0⩽𝑥⩽ 𝑙, (14)

где

𝑚(𝑡)=𝜇′(𝑡)+𝛾𝜇(𝑡)−𝛾2
𝑡ˆ

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝜇(𝜏) 𝑑𝜏.
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Применяя метод разделения переменных, получаем следующее представление для решения
задачи (12)–(14):

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)=
∞∑︁
𝑛=1

𝑇𝑛(𝑡; 𝜀) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙
, (15)

в котором функции 𝑇𝑛(𝑡; 𝜀) являются решениями задачи Коши

𝜀𝑇 ′
𝑛(𝑡; 𝜀)+

[︂
𝜀𝛾+𝐷

(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂2

+
𝜈2

4𝐷

]︂
𝑇𝑛(𝑡; 𝜀)−𝜀𝛾2

𝑡ˆ

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝑇𝑛(𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏=−𝜀𝑚(𝑡)𝐹0𝑛, 0⩽𝑡⩽𝑡0, (16)

𝑇𝑛(0; 𝜀)= 0, (17)

где коэффициенты Фурье функции 𝑓0(𝑥) exp{−𝜈𝑥/(2𝐷)}

𝐹0𝑛=
2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑓0(𝑥) exp

{︂
− 𝜈𝑥

2𝐷

}︂
sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥=

2

𝜋𝑛

(︂
1+

(𝑙𝜈)2

(2𝜋𝑛𝐷)2

)︂−1

. (18)

Интегрируя уравнение (16) с учётом условия (17), получаем

𝑇𝑛(𝑡; 𝜀)= 𝛾2
𝑡ˆ

0

𝑒−𝑎𝑛𝜀(𝑡−𝜏)

𝜏ˆ

0

𝑒−𝛾(𝜏−𝜃)𝑇𝑛(𝜃; 𝜀) 𝑑𝜃 𝑑𝜏−
𝑡ˆ

0

𝑒−𝑎𝑛𝜀(𝑡−𝜏)𝑚(𝜏)𝐹0𝑛 𝑑𝜏, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0,

где 𝑎𝑛𝜀 = 𝜀−1(𝐷(𝜋𝑛/𝑙)2+𝜈2/(4𝐷)+𝜀𝛾), следовательно, функция 𝑇𝑛(𝑡; 𝜀) является решением
интегрального уравнения

𝑇𝑛(𝑡; 𝜀)=

𝑡ˆ

0

𝐾𝑛𝜀(𝑡, 𝜃)𝑇𝑛(𝜃; 𝜀) 𝑑𝜃−
𝑡ˆ

0

𝑒−𝑎𝑛𝜀(𝑡−𝜏)𝑚(𝜏)𝐹0𝑛 𝑑𝜏, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (19)

с ядром

𝐾𝑛𝜀(𝑡, 𝜃)= 𝛾2
𝑡ˆ

𝜃

𝑒−𝑎𝑛𝜀(𝑡−𝜏)−𝛾(𝜏−𝜃) 𝑑𝜏.

Из формулы (18) и определения чисел 𝑎𝑛𝜀 следует, что

max
[0,𝑡0]

⃒⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

𝑒−𝑎𝑛𝜀(𝑡−𝜏)𝑚(𝜏)𝐹0𝑛 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐2

𝜀

𝑛3
.

Учитывая это неравенство и уравнение (19), находим

‖𝑇𝑛(𝑡; 𝜀)‖𝐶[0,𝑡0]⩽ 𝑐3
𝜀

𝑛3
. (20)

Из оценки (20) и формулы (15) имеем

max
𝑄𝑡0

|𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀|⩽ 𝑐4𝜀. (21)

Полагая в равенстве (11) 𝑥=𝑥0, используя условие (7) и определение функции 𝜇̃0(𝑡; 𝜀), будем
иметь

𝜇̃0(𝑡; 𝜀)−𝜇(𝑡)=𝑤(𝑥0, 𝑡; 𝜀) exp{𝜈𝑥0/(2𝐷)}(𝑓0(𝑥0))−1.

Из этого равенства и неравенства (21) вытекает оценка (9). Теорема доказана.
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Из теоремы 1 следует, что функция 𝜇̃0(𝑡; 𝜀) аппроксимирует точное решение обратной
задачи 𝜇(𝑡) с порядком 𝑂(𝜀).

Покажем, что можно построить приближённое решение обратной задачи с порядком
аппроксимации 𝑂(𝜀2). Рассмотрим функцию

𝑓1(𝑥)=
1

𝑒𝜈𝑙/𝐷−1

[︂
2𝑙

𝜈
𝑒𝜈𝑙/𝐷

𝑒𝜈𝑥/𝐷−1

𝑒𝜈𝑙/𝐷−1
− 𝑥

𝜈
(𝑒𝜈𝑙/𝐷+𝑒𝜈𝑥/𝐷)

]︂
,

являющуюся решением краевой задачи

𝐷𝑓 ′′1 (𝑥)−𝜈𝑓 ′1(𝑥)= 𝑓0(𝑥), 0⩽𝑥⩽ 𝑙, (22)

𝑓1(0)= 𝑓1(𝑙)= 0. (23)

Из положительности функции 𝑓0(𝑥) при 𝑥 ∈ (0, 𝑙), уравнения (22) и условий (23) следует,
что 𝑓1(𝑥)< 0 при 𝑥∈ (0, 𝑙).

Найдём коэффициенты Фурье 𝐹1𝑛 функции 𝑓1(𝑥) exp{−𝜈𝑥/(2𝐷)}. Используя уравнение
(22), условия (23) и формулу (18), получаем, что

𝐹1𝑛=
2

𝑙

𝑙ˆ

0

𝑓1(𝑥) exp

{︂
− 𝜈𝑥

2𝐷

}︂
sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥=−𝐹0𝑛

𝐷

(︂(︂
𝜋𝑛

𝑙

)︂2

+
𝜈2

4𝐷2

)︂−1

. (24)

Будем далее предполагать, что известно значение функции 𝜇(𝑡) в точке 𝑡0: 𝜇(𝑡0)=𝜇0.
Рассмотрим функцию 𝜇̃1(𝑡; 𝜀), являющуюся решением краевой задачи

𝜀𝑓1(𝑥0)𝜇̃
′′
1(𝑡; 𝜀)+

(︀
2𝜀𝛾𝑓1(𝑥0)+𝑓0(𝑥0)

)︀
𝜇̃′1(𝑡; 𝜀)+𝛾𝑓0(𝑥0)𝜇̃1(𝑡; 𝜀)=𝑔

′(𝑡; 𝜀)+𝛾𝑔(𝑡; 𝜀), 0⩽𝑡⩽𝑡0, (25)

𝜇̃1(0; 𝜀)= 0, 𝜇̃1(𝑡0; 𝜀)=𝜇0. (26)

Теорема 2. Если функции {𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀), 𝑎(𝑥, 𝑡; 𝜀)} являются решением обратной задачи
(1)–(7), 𝜇∈𝐶2[0, 𝑡0], 𝜇′(0)=0, 𝜇(𝑡0)=𝜇0 и выполнено неравенство 2𝜀𝛾𝑓1(𝑥0)+𝑓0(𝑥0)> 0, то
имеет место оценка

max
[0,𝑡0]

|𝜇(𝑡)− 𝜇̃1(𝑡; 𝜀)|⩽ 𝑐5𝜀
2. (27)

Доказательство. Рассмотрим функции 𝑇𝑛(𝑡; 𝜀) — решения задачи (16), (17), для кото-
рых справедливо представление

𝑇𝑛(𝑡; 𝜀)= 𝜀𝑇0𝑛(𝑡)+𝜀
2𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀), (28)

где

𝑇0𝑛(𝑡)=−𝑚(𝑡)𝐹0𝑛(𝑏𝑛)
−1, 𝑏𝑛=𝐷

(︂(︁𝜋𝑛
𝑙

)︁2
+

𝜈2

4𝐷2

)︂
, (29)

а функции 𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀) являются решениями задачи Коши

𝜀𝑇 ′
1𝑛(𝑡; 𝜀)+(𝑏𝑛+𝜀𝛾)𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀)−𝜀𝛾2

𝑡ˆ

0

exp{−𝛾(𝑡−𝜏)}𝑇1𝑛(𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏 =

=−𝑇 ′
0𝑛(𝑡)−𝛾𝑇0𝑛(𝑡)+𝛾2

𝑡ˆ

0

exp{−𝛾(𝑡−𝜏)}𝑇0𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (30)

𝑇1𝑛(0; 𝜀)= 0. (31)
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Интегрируя уравнение (30) с учётом начального условия (31), получаем

𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀)= 𝛾2
𝑡ˆ

0

exp

{︂
−𝑏𝑛+𝜀𝛾

𝜀
(𝑡−𝜏)

}︂ 𝜏ˆ

0

exp{−𝛾(𝜏−𝜃)}𝑇1𝑛(𝜃; 𝜀) 𝑑𝜃 𝑑𝜏+

+
1

𝜀

𝑡ˆ

0

exp

{︂
−𝑏𝑛+𝜀𝛾

𝜀
(𝑡−𝜏)

}︂
𝜓𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0,

где

𝜓𝑛(𝑡)=−𝑇 ′
0𝑛(𝑡)−𝛾𝑇0𝑛(𝑡)+𝛾2

𝑡ˆ

0

exp{−𝛾(𝑡−𝜏)}𝑇0𝑛(𝜏) 𝑑𝜏. (32)

Следовательно, функции 𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀) являются решениями интегрального уравнения

𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀)=

𝑡ˆ

0

𝐵𝑛(𝑡, 𝜏 ; 𝜀)𝑇1𝑛(𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏+
1

𝜀

𝑡ˆ

0

exp

{︂
−𝑏𝑛+𝜀𝛾

𝜀
(𝑡−𝜏)

}︂
𝜓𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (33)

с ядром

𝐵𝑛(𝑡, 𝜏 ; 𝜀)= 𝛾2
𝑡ˆ

𝜏

exp

{︂
−𝑏𝑛+𝜀𝛾

𝜀
(𝑡−𝜃)−𝛾(𝜃−𝜏)

}︂
𝑑𝜃.

Учитывая формулы (29), (32) и уравнение (33), находим оценку

max
[0,𝑡0]

|𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀)|⩽ 𝑐6𝑛
−5. (34)

Из представления (28), формул (15) и (29) вытекает равенство

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)=−𝜀𝑚(𝑡)

∞∑︁
𝑛=1

𝐹0𝑛(𝑏𝑛)
−1 sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
+𝜀2𝑤1(𝑥, 𝑡; 𝜀), (35)

где

𝑤1(𝑥, 𝑡; 𝜀)=

∞∑︁
𝑛=1

𝑇1𝑛(𝑡; 𝜀) sin
𝜋𝑛𝑥

𝑙
. (36)

Используя (34), получаем оценку

max
𝑄𝑡0

|𝑤1(𝑥, 𝑡; 𝜀)|⩽ 𝑐7. (37)

Из формул (24) и (35) следует, что

𝑤(𝑥, 𝑡; 𝜀)= 𝜀𝑚(𝑡)𝑓1(𝑥) exp{−𝜈𝑥/(2𝐷)}+𝜀2𝑤1(𝑥, 𝑡; 𝜀).

Ввиду этого представления и формулы (11) имеем равенство

𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀)=𝜇(𝑡)𝑓0(𝑥)+𝜀𝑚(𝑡)𝑓1(𝑥)+𝜀
2𝑤1(𝑥, 𝑡; 𝜀) exp{𝜈𝑥/(2𝐷)},

положив в котором 𝑥=𝑥0, использовав условие (7) и определение функции 𝑚(𝑡), получим

𝜀𝑓1(𝑥0)𝜇
′(𝑡)+𝜀𝛾𝑓1(𝑥0)𝜇(𝑡)−𝜀𝛾2𝑓1(𝑥0)

𝑡ˆ

0

exp{−𝛾(𝑡−𝜏)}𝜇(𝜏) 𝑑𝜏+

+𝑓0(𝑥0)𝜇(𝑡)= 𝑔(𝑡; 𝜀)−𝜀2𝑤1(𝑥0, 𝑡; 𝜀) exp{𝜈𝑥0/(2𝐷)}, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0. (38)
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Из формулы (36), уравнения (30) и оценки (34) следует оценка

𝜀max
[0,𝑡0]

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑤1

𝜕𝑡
(𝑥0, 𝑡; 𝜀)

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑐8. (39)

Умножив уравнение (38) на 𝑒𝛾𝑡 и продифференцировав его затем по 𝑡, будем иметь

𝜀𝑓1(𝑥0)𝜇
′′(𝑡; 𝜀)+

(︀
2𝜀𝛾𝑓1(𝑥0)+𝑓0(𝑥0)

)︀
𝜇′(𝑡; 𝜀)+𝛾𝑓0(𝑥0)𝜇(𝑡; 𝜀)=

= 𝑔′(𝑡; 𝜀)+𝛾𝑔(𝑡; 𝜀)−𝜀2
(︂
𝜕𝑤1

𝜕𝑡
(𝑥0, 𝑡; 𝜀)+𝛾𝑤1(𝑥0, 𝑡; 𝜀)

)︂
exp{𝜈𝑥0/(2𝐷)}, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0. (40)

Из условий теоремы получаем краевые условия для функции 𝜇(𝑡):

𝜇(0)= 0, 𝜇(𝑡0)=𝜇0. (41)

Рассмотрим функцию 𝑧(𝑡; 𝜀)= 𝜇̃1(𝑡; 𝜀)−𝜇(𝑡). Из уравнений (25), (40) и краевых условий
(26), (41) следует, что 𝑧(𝑡; 𝜀) является решением краевой задачи

𝜀𝑓1(𝑥0)𝑧
′′(𝑡; 𝜀)+

(︀
2𝜀𝛾𝑓1(𝑥0)+𝑓0(𝑥0)

)︀
𝑧′(𝑡; 𝜀)+𝛾𝑓0(𝑥0)𝑧(𝑡; 𝜀)= 𝜀2𝑤2(𝑡; 𝜀), 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (42)

𝑧(0)= 0, 𝑧(𝑡0)= 0, (43)

где

𝑤2(𝑡; 𝜀)=

(︂
𝜕𝑤1

𝜕𝑡
(𝑥0, 𝑡; 𝜀)+𝛾𝑤1(𝑥0, 𝑡; 𝜀)

)︂
exp

{︂
𝜈𝑥0
2𝐷

}︂
.

Решение задачи (42), (43) определяется формулой

𝑧(𝑡, 𝜀)= (𝑓1(𝑥0)𝑎𝜀 sh(𝑎𝜀𝑡0))
−1

[︂ 𝑡ˆ

0

sh(𝑎𝜀𝜏) sh(𝑎𝜀(𝑡− 𝑡0)) exp{−𝑑𝜀(𝑡−𝜏)/2}𝜀𝑤2(𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏+

+

𝑡0ˆ

𝑡

sh(𝑎𝜀𝑡) sh(𝑎𝜀(𝜏− 𝑡0)) exp{−𝑑𝜀(𝑡−𝜏)/2}𝜀𝑤2(𝜏 ; 𝜀) 𝑑𝜏

]︂
, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑡0, (44)

где

𝑑𝜀=2𝛾+
𝑓0(𝑥0)

𝜀𝑓1(𝑥0)
, 𝑎𝜀=

√︃
𝑑2𝜀
4
−𝛾 𝑓0(𝑥0)

𝜀𝑓1(𝑥0)
.

Для чисел 𝑑𝜀 и 𝑎𝜀 справедливы неравенства

|𝑎𝜀+𝑑𝜀/2−𝛾|⩽ 𝑐8𝜀, |𝑑𝜀/2−𝑎𝜀−𝑓0(𝑥0)(𝜀𝑓1(𝑥0))−1|⩽ 𝑐9. (45)

Используя оценки (37), (39), (45) и формулу (44), получаем, что

max
[0,𝑡0]

|𝑧(𝑡; 𝜀)|=max
[0,𝑡0]

|𝜇(𝑡)− 𝜇̃1(𝑡; 𝜀)|⩽ 𝑐5𝜀
2.

Теорема доказана.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 7 2024



934 ДЕНИСОВ, СОЛОВЬЕВА

Из оценок (9) и (27) следует, что функции 𝜇̃0(𝑡; 𝜀) и 𝜇̃1(𝑡; 𝜀) можно рассматривать в каче-
стве приближённых решений обратной задачи. Приведём некоторые результаты численных
расчётов, иллюстрирующих это утверждение.

Схема расчётов была такова. Для заданных значений 𝜈, 𝜀, 𝐷, 𝛾 и функции 𝜇(𝑡) решалась
задача (1)–(6) и находилась функция 𝑢(𝑥, 𝑡; 𝜀). Далее дополнительно для решения обратной
задачи (1)–(7) использовалась функция 𝑔(𝑡; 𝜀) = 𝑢(𝑥0, 𝑡; 𝜀), затем на основе предложенных
методов с этой функцией вычислялись приближённые решения 𝜇̃0(𝑡; 𝜀), 𝜇̃1(𝑡; 𝜀) и сравнива-
лись с точным решением 𝜇(𝑡). Все вычисления проводились при 𝑙=2, 𝑇 =2, 𝜈 =1, 𝐷=1,
𝛾=1 и 𝑥0=1.6.

На рис. 1 приведены графики различных функций 𝜇(𝑡) и соответствующих приближённых
решений 𝜇̃0(𝑡; 𝜀), 𝜇̃1(𝑡; 𝜀). Полученные результаты показывают, что функции 𝜇̃0(𝑡; 𝜀) и 𝜇̃1(𝑡; 𝜀)
можно рассматривать как приближённые решения обратной задачи, при этом приближённое
решение 𝜇̃1(𝑡; 𝜀) более точно аппроксимирует искомое точное решение 𝜇(𝑡).

Рис. 1. Графики функции 𝜇(𝑡) (1 ) и приближённых решений 𝜇̃0(𝑡; 𝜀) (2 ), 𝜇̃1(𝑡; 𝜀) (3 ): а — 𝜇(𝑡) =
= 𝑡2(2− 𝑡)4, 𝜀=0.2; б — 𝜇(𝑡)= 𝑡2(3− 𝑡), 𝜀=0.3.

На рис. 2 приведены графики функций 𝜇(𝑡) и соответствующих приближённых решений
𝜇̃1(𝑡; 𝜀) для различных значений 𝜀. Видно, что точность приближённого решения 𝜇̃1(𝑡; 𝜀)
повышается при уменьшении параметра 𝜀.

Рис. 2. Графики функций 𝜇(𝑡) (1 ) и приближённых решений 𝜇̃1(𝑡; 𝜀) для 𝜀=0.5 (2 ) и 𝜀=0.2 (3 ):
а — 𝜇(𝑡)= 𝑡2(2− 𝑡)4; б — 𝜇(𝑡)= 0.5𝑡2(5𝑡−3).
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APPROXIMATE SOLUTION OF THE INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A SINGULARLY PERTURBED SYSTEM OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

A. M. Denisov1, S. I. Solov’eva2

Lomonosov Moscow State University, Russia
e-mail: 1den@cs.msu.ru, 2sol@cs.msu.ru

The initial boundary value problem for a singularly perturbed system of partial differential equations
is considered. The inverse problem is formulated, which consists in determining an unknown boundary
condition based on one of the components of the solution given at a fixed point in space. Methods
of approximate solution of the inverse problem based on the use of small parameter expansion of the
solution of the initial boundary value problem are proposed. Estimates of the accuracy of approximate
solutions are obtained. The results of numerical calculations illustrating the accuracy of the proposed
methods are presented.
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