
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2024, том 60, № 5, с. 707–713

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 519.63

АППРОКСИМАЦИЯ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

© Д. М. Коростелева

Казанский (Приволжский) федеральный университет
e-mail: diana.korosteleva.kpfu@mail.ru

Поступила в редакцию 18.12.2023 г., после доработки 29.02.2024 г.; принята к публикации 22.03.2024 г.

Предложена новая симметричная вариационная функционально-алгебраическая поста-
новка задачи на собственные значения в гильбертовом пространстве с линейной зависи-
мостью от спектрального параметра для класса математических моделей тонкостенных
конструкций с присоединённым осциллятором. Установлено существование собственных
значений и собственных векторов. Построена симметричная аппроксимация задачи в
конечномерном подпространстве с линейной зависимостью от спектрального парамет-
ра. Получены оценки погрешности приближённых собственных значений и собственных
векторов. Теоретические результаты иллюстрируются на примере задачи механики кон-
струкций.

Ключевые слова: собственное колебание, балка, осциллятор, собственное значение, соб-
ственный вектор, задача на собственные значения, метод конечных элементов.

DOI: 10.31857/S0374064124050107, EDN: LAXMVD

Задачи о собственных колебаниях тонкостенных конструкций с присоединёнными ос-
цилляторами возникают при математическом моделировании в авиационной и космической
технике, при проектировании надводных и подводных судов, при расчёте различных ёмко-
стей и резервуаров в химической и нефтяной промышленности [1, 2]. Применяемые ранее
постановки таких задач состояли в решении симметричных задач на собственные значе-
ния с рациональной зависимостью от спектрального параметра и вызывали значительные
трудности [3], для преодоления которых были предприняты многочисленные попытки лине-
аризации рациональных спектральных задач этого класса [4–9]. Однако используемые ранее
подходы приводили к несимметричной линеаризованной задаче, что затрудняло исследо-
вание существования собственных значений и соответствующей полной ортонормированной
системы собственных векторов, а также создавало сложности при решении несимметричных
алгебраических задач на собственные значения с матрицами высокого порядка.

В настоящей статье предложена новая симметричная вариационная функционально-ал-
гебраическая постановка задачи на собственные значения в гильбертовом пространстве с
линейной зависимостью от спектрального параметра для класса математических моделей
тонкостенных конструкций с присоединённым осциллятором. Эта постановка позволила тра-
диционными вариационными методами установить существование последовательности конеч-
нократных положительных собственных значений с предельной точкой на бесконечности и
соответствующей полной ортонормированной системы собственных векторов, а также постро-
ить и исследовать симметричную аппроксимацию задачи в конечномерном подпространстве
с линейной зависимостью от спектрального параметра.
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Обозначим через R вещественную числовую прямую, R+=(0,∞), через 𝑉 — веществен-
ное бесконечномерное гильбертово пространство с нормой ‖ · ‖𝑉 . Зададим симметричные
билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R и 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R такие, что 𝛼1‖𝑣‖2𝑉 ⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽ 𝛼2‖𝑣‖2𝑉 для
произвольного 𝑣∈𝑉 при фиксированных 𝛼1, 𝛼2∈R+, 𝑏(𝑣, 𝑣)>0 для 𝑣∈𝑉 ∖{0}, 𝑏(𝑣𝑖, 𝑣𝑖)→𝑏(𝑣, 𝑣)
при 𝑖→∞ для слабо сходящейся последовательности 𝑣𝑖⇀𝑣 в 𝑉 при 𝑖→∞. Выберем нену-
левой линейный непрерывный функционал 𝑔 : 𝑉 →R.

Введём гильбертово пространство 𝑉 =𝑉 ×R с нормой ‖𝑣‖𝑉 =
(︀
‖𝑣‖2𝑉 +𝜁2

)︀1/2 для 𝑣=(𝑣, 𝜁)т∈
∈𝑉 . При фиксированных 𝜅, 𝜇∈R+ определим симметричные билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R
и 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 → R с помощью соотношений 𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝑎(𝑢, 𝑣)+𝜅(𝜉− 𝑔(𝑢))(𝜁− 𝑔(𝑣)) и 𝑏(𝑢, 𝑣) =
= 𝑏(𝑢, 𝑣)+𝜇𝜉𝜁 при 𝑢=(𝑢, 𝜉)т ∈𝑉 , 𝑣=(𝑣, 𝜁)т ∈𝑉 .

Сформулируем задачу на собственные значения: найти 𝜆∈R и 𝑢∈𝑉 ∖{0} из уравнения

𝑎(𝑢, 𝑣)=𝜆𝑏(𝑢, 𝑣), 𝑣 ∈𝑉 . (1)

Теорема 1. Задача (1) имеет неубывающую последовательность конечнократных соб-
ственных значений 𝜆𝑘, 𝑘 ∈N, таких, что 0<𝜆1 ⩽𝜆2 ⩽ . . .⩽𝜆𝑘 ⩽ . . ., 𝜆𝑘 →∞ при 𝑘→∞, и
соответствующую систему собственных векторов 𝑢𝑘 =(𝑢𝑘, 𝜉𝑘)

т ∈𝑉 , 𝑘∈N, 𝑎(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)=𝜆𝑖𝛿𝑖𝑗,
𝑏(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈N. Векторы ̃︀𝑢𝑘 = 𝑢𝑘/

√
𝜆𝑘, 𝑘 ∈N, составляют полную ортонормирован-

ную систему в пространстве 𝑉, т.е. для любого вектора 𝑣 ∈𝑉 имеет место разложение
𝑣=

∑︀∞
𝑖=1 𝑎(𝑣, ̃︀𝑢𝑖)̃︀𝑢𝑖.

Доказательство. Существуют 𝛼1, 𝛼2 ∈R+ такие, что 𝛼1‖𝑣‖2𝑉 ⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽𝛼2‖𝑣‖2𝑉 для лю-
бого 𝑣∈𝑉. Кроме того, имеем 𝑏(𝑣, 𝑣)>0 при 𝑣∈𝑉 ∖{0}. Введём положительный компактный
самосопряжённый оператор 𝐴 : 𝑉 → 𝑉, определяемый соотношением 𝑎(𝐴𝑢, 𝑣) = 𝑏(𝑢, 𝑣) для
любых 𝑢, 𝑣∈𝑉. Тогда задача (1) примет операторный вид 𝑢=𝜆𝐴𝑢. Применив к операторной
задаче теорему Гильберта–Шмидта [10, с. 283], получим требуемый результат.

Зададим подпространства 𝑉ℎ размерности 𝑀 =𝑀ℎ бесконечномерного гильбертова про-
странства 𝑉 . Предположим, что 𝜀ℎ(𝑣)= inf𝑣ℎ∈𝑉ℎ

‖𝑣−𝑣ℎ‖→ 0 при ℎ→ 0 для любого 𝑣 из
пространства 𝑉 . Для пространства 𝑉ℎ = 𝑉ℎ×R размерности 𝑁 =𝑀 +1 сформулируем ко-
нечномерную аппроксимацию задачи (1): найти 𝜆ℎ ∈R и 𝑢ℎ ∈𝑉ℎ ∖{0} из уравнения

𝑎(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)=𝜆ℎ𝑏(𝑢ℎ, 𝑣ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ. (2)

Теорема 2. Задача (2) имеет собственные значения 𝜆ℎ𝑘, 𝑘=1, 𝑁 , 0<𝜆ℎ1 ⩽𝜆
ℎ
2 ⩽ . . .⩽𝜆

ℎ
𝑁 ,

и соответствующую систему собственных векторов 𝑢ℎ𝑘 =(𝑢ℎ𝑘 , 𝜉
ℎ
𝑘 )

т∈𝑉ℎ, 𝑘=1, 𝑁 , 𝑎(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢
ℎ
𝑗 )=

=𝜆ℎ𝑖 𝛿𝑖𝑗, 𝑏(𝑢
ℎ
𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 )= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗=1, 𝑁 . Векторы ̃︀𝑢ℎ𝑘 =𝑢ℎ𝑘/√𝜆ℎ𝑘, 𝑘=1, 𝑁 , составляют полную орто-

нормированную систему в пространстве 𝑉ℎ, т.е. для любого вектора 𝑣ℎ∈𝑉ℎ имеет место
разложение 𝑣ℎ=

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑎(𝑣

ℎ, ̃︀𝑢ℎ𝑖 )̃︀𝑢ℎ𝑖 .
Доказательство. Определим положительный самосопряжённый оператор 𝐴ℎ : 𝑉ℎ → 𝑉ℎ

с помощью соотношения 𝑎(𝐴ℎ𝑢
ℎ, 𝑣ℎ) = 𝑏(𝑢ℎ, 𝑣ℎ) для любых 𝑢ℎ, 𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ. Тогда задача (2)

эквивалентна операторной задаче 𝑢ℎ = 𝜆ℎ𝐴ℎ𝑢
ℎ. Применяя теорему 5.21 из [11, с. 134] для

операторной задачи в конечномерном евклидовом пространстве, выводим требуемый ре-
зультат.

Пусть 𝑊1 и 𝑊2 — подпространства гильбертова пространства 𝑉, dim𝑊1 =dim𝑊2<∞,
𝑃 𝑖 — оператор ортогонального проектирования из 𝑉 на 𝑊𝑖, 𝑖=1, 2. Тогда раствор подпро-
странств 𝑊1 и 𝑊2 вычисляется по формуле [12]

𝜗(𝑊 1,𝑊 2)= sup
𝑤∈𝑊 2, ‖𝑤‖𝑉 =1

‖𝑤−𝑃 1𝑤‖𝑉 = sup
𝑤∈𝑊 1, ‖𝑤‖𝑉 =1

‖𝑤−𝑃 2𝑤‖𝑉 .
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Пусть 𝜆𝑘 — собственное значение задачи (1) кратности 𝑠 такое, что 𝜆𝑘−1<𝜆𝑘=𝜆𝑘+1= . . .
. . . = 𝜆𝑘+𝑠−1 < 𝜆𝑘+𝑠, 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖, 𝜉𝑖)

т, 𝑖 = 𝑘, 𝑘+𝑠−1, — соответствующие собственные векторы,
𝜆ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑖 , 𝑖 = 𝑘, 𝑘+𝑠−1, — приближения по схеме (2), 𝑈𝑘 = span{𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1, . . . , 𝑢𝑘+𝑠−1}, 𝑈𝑘 =

=span{𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1, . . . , 𝑢𝑘+𝑠−1}, 𝑈
ℎ
𝑘 =span{𝑢ℎ𝑘 , 𝑢ℎ𝑘+1, . . . , 𝑢

ℎ
𝑘+𝑠−1}.

Далее будем считать ℎ достаточно малым, а через 𝑐 будем записывать различные кон-
станты, не зависящие от ℎ. Обозначим

𝜀ℎ𝑘 = sup
𝑢∈𝑈𝑘, ‖𝑢‖𝑉 =1

𝜀ℎ(𝑢), 𝜀ℎ𝑘 = sup
𝑢∈𝑈𝑘, ‖𝑢‖𝑉 =1

𝜀ℎ(𝑢), 𝜀ℎ(𝑣)= inf
𝑣ℎ∈𝑉 ℎ

‖𝑣−𝑣ℎ‖𝑉 .

Так как 𝑈𝑘 — конечномерное подпространство 𝑉, то 𝜀ℎ𝑘 → 0 при ℎ→ 0.
Теорема 3. Справедливы следующие оценки погрешности:

0⩽𝜆ℎ𝑖 −𝜆𝑖⩽ 𝑐(𝜀ℎ𝑘)
2, 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑠−1, 𝜗(𝑈𝑘, 𝑈

ℎ
𝑘)⩽ 𝑐𝜀ℎ𝑘 .

Доказательство. С помощью теорем 10 и 11 из [12] находим требуемые оценки

0⩽𝜆ℎ𝑖 −𝜆𝑖⩽ 𝑐(𝜀ℎ𝑘)
2= 𝑐(𝜀ℎ𝑘)

2, 𝜗(𝑈𝑘, 𝑈
ℎ
𝑘)⩽ 𝑐 𝜀ℎ𝑘 = 𝑐 𝜀ℎ𝑘 .

Для иллюстрации изложенных теоретических результатов сформулируем задачу о соб-
ственных колебаниях защемлённой на торцах неоднородной балки переменного сечения с
присоединённым осциллятором. Будем предполагать, что ось балки длиной 𝑙 в состоянии
равновесия занимает отрезок Ω= [0, 𝑙] горизонтальной оси 𝑂𝑥, Ω= (0, 𝑙). Пусть 𝜌= 𝜌(𝑥) и
𝐸=𝐸(𝑥) — плотность и модуль упругости материала балки, 𝑆=𝑆(𝑥) и 𝐽 =𝐽(𝑥) — площадь
поперечного сечения балки и момент инерции сечения относительно своей горизонтальной
оси. Пусть торцы балки с координатами 𝑥=0 и 𝑥= 𝑙 заделаны жёстко. Предположим, что
в точке с координатой 𝑧 ∈ Ω упруго присоединён груз массой 𝑀 > 0 (гармонический ос-
циллятор) с коэффициентом упругости подвески 𝐾 > 0, при этом

√︀
𝐾/𝑀 — парциальная

частота осциллятора.
Через 𝑤(𝑥, 𝑡) будем обозначать смещение от положения равновесия точки 𝑥 оси балки в

момент времени 𝑡, через 𝜂(𝑡) — смещение от положения равновесия груза массой 𝑀 в момент
времени 𝑡. Собственные колебания механической системы балка–осциллятор определяются
функциями 𝑤(𝑥, 𝑡) и 𝜂(𝑡) следующего вида:

𝑤(𝑥, 𝑡)=𝑢(𝑥)𝑣(𝑡), 𝑥∈Ω, 𝜂(𝑡)= 𝜉𝑣(𝑡), 𝑡 > 0, (3)

где 𝑣(𝑡)= 𝑎0 cos(
√
𝜆𝑡)+𝑏0 sin(

√
𝜆𝑡), 𝑡> 0; 𝑎0, 𝑏0, 𝜆 — константы.

Функции вида (3) подчиняются уравнению вибрации балки [13, с. 146]

(𝐸(𝑥)𝐽(𝑥)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡))𝑥𝑥+𝜌(𝑥)𝑆(𝑥)𝑤𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥∈Ω, 𝑡 > 0, (4)

и уравнению колебания осциллятора [1, с. 17]

𝑀𝜂′′(𝑡)+𝐾(𝜂(𝑡)−𝑤(𝑧, 𝑡))= 0, 𝑡 > 0. (5)

Действие присоединённого осциллятора на балку моделируется [1, с. 17] функцией правой
части дифференциального уравнения (4) согласно формуле

𝑓(𝑥, 𝑡)=𝐾(𝜂(𝑡)−𝑤(𝑧, 𝑡))𝛿(𝑥−𝑧), (6)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 5 2024



710 КОРОСТЕЛЕВА

где 𝛿(𝑥) — дельта-функция Дирака, сосредоточенная в точке 𝑥= 0. К уравнениям (4)–(6)
добавляются граничные условия защемления на торцах балки:

𝑤(0, 𝑡)=𝑤𝑥(0, 𝑡)=𝑤(𝑙, 𝑡)=𝑤𝑥(𝑙, 𝑡)= 0, 𝑡 > 0. (7)

Подставив (3) в (4)–(7), получим задачу на собственные значения, состоящую в нахож-
дении чисел 𝜆, функций 𝑢(𝑥), 𝑥∈Ω, и чисел 𝜉, составляющих ненулевые векторы (𝑢, 𝜉)т,
для которых выполняется следующая система уравнений:

(𝐸(𝑥)𝐽(𝑥)𝑢′′(𝑥))′′−𝐾(𝜉−𝑢(𝑧))𝛿(𝑥−𝑧)=𝜆 𝜌(𝑥)𝑆(𝑥)𝑢(𝑥), 𝑥∈Ω, (8)

𝐾(𝜉−𝑢(𝑧))=𝜆𝑀𝜉, (9)

𝑢(0)=𝑢′(0)=𝑢(𝑙)=𝑢′(𝑙)= 0. (10)

Число 𝜆 называется собственным значением задачи (8)–(10), а вектор (𝑢, 𝜉)т — соответ-
ствующим собственным вектором.

Через 𝑊 2
2 (Ω) обозначим вещественное гильбертово пространство Соболева, снабжённое

нормой

‖𝑣‖2=
(︂ 2∑︁

𝑖=0

|𝑣|2𝑖
)︂1/2

, |𝑣|0=
(︂ 𝑙ˆ

0

𝑣2(𝑥) 𝑑𝑥

)︂1/2
, |𝑣|1= |𝑣′|0, |𝑣|2= |𝑣′′|0.

Пусть
∘
𝑊 2

2 (Ω) — пространство функций 𝑣 из пространства 𝑊 2
2 (Ω), дополнительно удо-

влетворяющих граничным условиям 𝑣(0) = 𝑣′(0) = 𝑣(𝑙) = 𝑣′(𝑙) = 0. В пространстве
∘
𝑊 2

2 (Ω)
в качестве нормы применяется полунорма |.|2, которая определяет норму, эквивалентную
исходной норме ‖.‖2.

Обозначим 𝑉 =
∘
𝑊 2

2 (Ω), 𝜅=𝐾, 𝜇=𝑀 . Зададим достаточно гладкие функции 𝐸, 𝐽 , 𝜌 и 𝑆.
Предположим, что для положительных констант 𝐸1, 𝐸2, 𝐽1, 𝐽2, 𝜌1, 𝜌2, 𝑆1, 𝑆2 справедливы
неравенства 𝐸1⩽𝐸(𝑥)⩽𝐸2, 𝐽1⩽𝐽(𝑥)⩽𝐽2, 𝜌1⩽𝜌(𝑥)⩽𝜌2, 𝑆1⩽𝑆(𝑥)⩽𝑆2 при 𝑥∈Ω. Определим
билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R и 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R соотношениями

𝑎(𝑢, 𝑣)=

𝑙ˆ

0

𝐸(𝑥)𝐽(𝑥)𝑢′′(𝑥)𝑣′′(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑏(𝑢, 𝑣)=

𝑙ˆ

0

𝜌(𝑥)𝑆(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥,

а линейный непрерывный функционал 𝑔 : 𝑉 →R с помощью равенства 𝑔(𝑣)= 𝑣(𝑧) для 𝑣∈𝑉 .
Тогда обобщённая постановка задачи (8)–(10) примет вид задачи (1), для которой справед-
лива теорема 1.

На отрезке Ω зададим сетку равноотстоящих узлов 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖=0, 𝑛, ℎ= 𝑙/𝑛, с ячейками
сетки 𝑒𝑖= [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑖=1, 𝑛. Предположим, что 𝑧=𝑥𝑚, 0<𝑚<𝑛. Определим конечномерное
пространство эрмитовых кубических конечных элементов [14, с. 73]

𝑉ℎ= {𝑣ℎ : 𝑣ℎ ∈
∘
𝑊

2
2 (Ω), 𝑣

ℎ|𝑒𝑖 ∈𝑃3(𝑒𝑖), 𝑖=1, 𝑛},

где 𝑃3(𝑒) — пространство полиномов степени не выше 3 на множестве 𝑒. Здесь 𝑉ℎ является
подпространством

∘
𝑊 2

2 (Ω), dim𝑉ℎ = 2𝑛−2. Введём вещественное гильбертово пространство
𝑉ℎ=𝑉ℎ×R. Заметим, что 𝑉ℎ — подпространство 𝑉, dim𝑉ℎ=𝑁 , 𝑁 =2𝑛−1. Приближение по
методу конечных элементов задачи (8)–(10) сводится к решению задачи (2), для которой
выполняются теоремы 2 и 3 при 𝜀ℎ𝑘 ⩽ 𝑐ℎ2 [14, с. 79].
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Задача собственных колебаний балки с присоединённым осциллятором решалась чис-
ленно с помощью сеточной схемы метода конечных элементов (2). Расчёты проводились
при следующих значениях параметров: 𝐸(𝑥) = 1, 𝐽(𝑥) = 1, 𝜌(𝑥) = 1, 𝑆(𝑥) = 1, 𝑙= 1, 𝑧 = 0.3.
Решена серия задач при разных значениях 𝐾 и 𝑀 . Вычислены порядки погрешности 𝜎𝑘,
𝑘=1, 6, для собственных значений 𝜆𝑘, 𝑘=1, 6, по формуле 𝜎𝑘 = log2 (𝜆

ℎ
𝑘−𝜆

ℎ/2
𝑘 )/(𝜆

ℎ/2
𝑘 −𝜆ℎ/4𝑘 )

при 𝑛=20, ℎ=0.05. В результате вычислений экспериментально получена оценка погрешно-
сти 𝜆ℎ𝑘−𝜆𝑘 ≈ 𝑐ℎ𝜎𝑘 . Установлено, что порядок погрешности 𝜎𝑘≈4 и не зависит от параметров
𝐾, 𝑀 и 𝑧 присоединённого осциллятора. В табл. 1 приведены собственные значения 𝜆𝑘,
𝑘 = 1, 6, вычисленные на мелкой сетке размера ℎ/4 = 0.0125, и порядки погрешности 𝜎𝑘,
𝑘=1, 6, при 𝑀 =0.2 и 𝐾 =10, a в табл. 2 — при 𝐾 =1000. Полученные численные данные
согласуются с теоретическими результатами теоремы 3.

Таблица 1. Собственные значения и порядки
погрешности при 𝐾 =10

𝑘 𝜆𝑘 𝜎𝑘

1 48.3785 4.0050
2 513.7568 3.9991
3 3826.5613 3.9963
4 14625.2273 3.9921
5 39945.6431 3.9863
6 89153.6318 3.9791

Таблица 2. Собственные значения и порядки
погрешности при 𝐾 =1000

𝑘 𝜆𝑘 𝜎𝑘

1 391.5022 3.9989
2 2399.3140 3.9968
3 8765.1172 3.9957
4 16190.1720 3.9927
5 40165.0208 3.9863
6 91092.2721 3.9791
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A new symmetric variational functional-algebraic formulation of the eigenvalue problem in the Hilbert
space with linear dependence on the spectral parameter for a class of mathematical models of thin-walled
structures with an attached oscillator is proposed. The existence of eigenvalues and eigenvectors is
established. A new symmetric approximation of the problem in a finite-dimensional subspace with linear
dependence on the spectral parameter is constructed. Error estimates of the approximate eigenvalues
and eigenvectors are obtained. The theoretical results are illustrated on the example of the problem of
structural mechanics.
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