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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В гильбертовом пространстве 𝐻 = 𝐿2(R) рассматривается самосопряжённый оператор
Шрёдингера

ℒ[𝑞]𝜓 :=−𝜓′′(𝑥)+𝑞(𝑥)𝜓(𝑥),

в котором потенциал 𝑞(𝑥) удовлетворяет условиям

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)+ℎ(𝑥), ℎ∈𝐿2(R), 𝑞0 ∈𝐶 𝑙𝑜𝑐(R), lim
|𝑥|→+∞

𝑞0(𝑥)=+∞. (1)

Пространство потенциалов, удовлетворяющих условиям (1), будем для краткости обозначать
через 𝑊 .

Известно, что спектр 𝜎(ℒ[𝑞]) оператора Шрёдингера при условиях (1) ограничен снизу
и состоит из невырожденных собственных значений, зависимых от потенциала 𝑞(𝑥):

𝜆1(𝑞)<𝜆2(𝑞)< . . .<𝜆𝑘(𝑞)< . . . , lim
𝑘→+∞

𝜆𝑘(𝑞)=+∞.

При этом 𝜆𝑘(𝑞) можно определять из принципа минимакса Куранта–Фишера по формуле

𝜆𝑘(𝑞)= sup
𝜑1,...,𝜑𝑘−1

inf
𝜓 ̸=0

{︂
(𝐿[𝑞]𝜓,𝜓)

(𝜓,𝜓)
: (𝜓, 𝜑𝑗)= 0, 𝑗=1, 𝑘−1

}︂
, (2)

здесь (·, ·) — скалярное произведение в пространстве 𝐿2(R).
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Задача восстановления потенциала 𝑞(𝑥) по спектральным данным 𝑆 := {𝜆𝑘(𝑞)}+∞
𝑘=1 яв-

ляется классической задачей, и, начиная со знаменитых работ В. Амбарцумяна, Г. Борга,
И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана, В.А. Марченко и др., ей уделялось большое внимание (см.,
например, обзорную часть в монографии [1]).

Рассматриваемая в статье задача является обратной спектральной задачей для диф-
ференциального оператора с неполными спектральными данными, в которой используются
лишь конечное число собственных значений. Отметим, что такого рода задачи естественным
образом возникают в прикладных исследованиях (см., например, [2]).

Очевидно, что задача восстановления потенциала в операторе ℒ[𝑞] только по заданному
конечному числу собственных значений 𝜆1, . . . , 𝜆𝑚, будет иметь бесконечное множество
решений 𝑞(𝑥). В этом случае для корректной постановки задачи, исходя из её содержатель-
ного смысла, можно наложить дополнительные условия на форму собственных функций,
краевые условия и т.д.

В данной работе предполагаем, что кроме конечного числа собственных значений зара-
нее известна некоторая информация о потенциале 𝑞, а именно, будем искать потенциал 𝑞,
наиболее близкий по “форме” к функции 𝑞0(𝑥).

Обсуждаемую задачу удобно сформулировать в геометрических терминах. В связи с этим
изоспектральным многообразием оператора ℒ[𝑞] для спектральных данных

𝜎= {(𝜆*1, 𝜆*2, . . . , 𝜆*𝑚)∈R𝑚 : 𝜆*1<𝜆
*
2< . . .<𝜆

*
𝑚}

будем называть множество (многообразие) потенциалов 𝑞 ∈𝑊 , на которых первые 𝑚 соб-
ственных значений оператора ℒ[𝑞] принимают заданные значения 𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚, т.е.

𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1, 𝜆
*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) := {𝑞 ∈𝑊 |𝜆𝑘(𝑞)=𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚}.

Теперь сформулируем оптимизационную обратную спектральную задачу (ООСЗ) как
поиск минимального расстояния от заданного 𝑞0 ∈𝑊 до изоспектрального многообразия.

Задача 𝒫0. Пусть заданы операторы ℒ[𝑞] , 𝑞0 ∈𝑊 и изоспектральное многообразие
𝐼𝑆𝑀 := 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1, 𝜆

*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚). Требуется найти вещественный потенциал 𝑞 ∈ 𝐼𝑆𝑀 та-

кой, что
inf

𝑞∈𝐼𝑆𝑀
‖𝑞−𝑞0‖= ‖𝑞−𝑞0‖.

Одним из интересных свойств ООСЗ является её связь с нелинейными дифференциаль-
ными операторами (см. [3, 4]). В частности, задача 𝒫0, как будет показано ниже, связана
c системой нелинейных уравнений Шрёдингера

−𝜓′′
1 +

(︂
𝑞0(𝑥)+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓1=𝜆*1𝜓1, . . . , −𝜓′′

𝑚+

(︂
𝑞0(𝑥)+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓𝑚=𝜆*𝑚𝜓𝑚, (3)

где 𝜎𝑘 ∈{−1, 0, 1}, 𝑘=1,𝑚.
Задача вида 𝒫0 для оператора Штурма–Лиувилля на отрезке была исследована в статье

[4], в частности, выведена система (3). В работах [5, 6] исследованы экстремальные свойства
собственных значений оператора Штурма–Лиувилля на отрезке и получены уравнения вида
(3), названные там “критическими уравнениями”. При этом вывод последних в этих рабо-
тах существенно опирается на результаты статьи [7] о характере зависимости собственных
значений и собственных функций оператора Штурма–Лиувилля от потенциала 𝑞(𝑥). Здесь
же мы предлагаем несколько иную схему вывода системы уравнений (3), которую можно
применить не только для оператора Шрёдингера на всей вещественной прямой (см. также
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[8, 9]), но и распространить на ООСЗ для широких классов операторов эллиптического
типа.

Основной целью данной работы является доказательство утверждения о существовании
решений ООСЗ 𝒫0, а также описание связи между задачей 𝒫0 и системой нелинейных
уравнений Шрёдингера (3).

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ ООСЗ

Сформулируем и докажем основное утверждение о существовании решений ООСЗ.
Теорема 1. Пусть даны потенциал 𝑞0 ∈𝑊 и числа 𝜆*1, . . . , 𝜆

*
𝑚 ∈R такие, что изоспек-

тральное многообразие 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞]),𝑊 ;𝜆*1, 𝜆
*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) не пусто. Тогда существует решение

𝑞 ∈𝑊 оптимизационной обратной спектральной задачи 𝒫0.
Доказательство. Рассмотрим минимизационную задачу

𝑃 = min
𝑞∈𝐼𝑆𝑀

{︀
‖𝑞0−𝑞‖2𝐿2 : 𝜆

*
𝑘=𝜆𝑘(𝑞), 𝑘=1,𝑚

}︀
. (4)

Поскольку многообразие 𝐼𝑆𝑀 не пусто, то найдётся хотя бы одна функция 𝑞(𝑥) такая, что
𝑞(𝑥)−𝑞0(𝑥) ∈ 𝐿2 и 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1,𝑚. Обозначим через {𝑞𝑗}+∞

𝑗=1 ⊂ 𝐼𝑆𝑀 минимизирующую
последовательность задачи (4), т.е. ‖𝑞0−𝑞𝑗‖2𝐿2 →𝑃 при 𝑗→+∞ и 𝜆*𝑘=𝜆𝑘(𝑞𝑗) для всех 𝑘=1,𝑚.

Из ограниченности множества {‖𝑞0−𝑞𝑗‖2}+∞
𝑗=1 следует, что последовательность {𝑞𝑗−𝑞0}+∞

𝑗=1

ограничена в пространстве 𝐿2(R). Тогда в силу теоремы Банаха–Алаоглу существует функ-
ция ℎ̂∈𝐿2(R) такая, что ‖𝑞0−𝑞𝑗‖2𝐿2 →𝑃 и 𝑞𝑗−𝑞0⇁ℎ̂ слабо в 𝐿2(R) при 𝑗→+∞.

Обозначим через 𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥) 𝑘-ю собственную функцию оператора ℒ[𝑞𝑗 ] и запишем для неё
интегральное уравнение

𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)=𝜆*𝑘

+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉−
+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉. (5)

Оператор (ℒ[𝑞0])−1 компактный, а функция Грина 𝐺0(𝑥, 𝜉) этого оператора ограничена:
max𝑥,𝜉∈𝑅 ‖𝐺0(𝑥, 𝜉)‖⩽𝐶 <+∞. Следовательно, справедлива оценка

max
𝑥∈R

|𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)|⩽𝜆*𝑘‖(ℒ[𝑞0])−1‖ ‖𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]‖+max
𝑥,𝜉∈R

|𝐺0(𝑥, 𝜉)| ‖𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉)‖ ‖𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]‖. (6)

Теперь из (6) и тождества
ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞𝑗𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥=

ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞0𝜑2𝑘(𝑞𝑗)+(𝑞𝑗−𝑞0)𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥=𝜆𝑘

ˆ

R

𝜑2𝑘(𝑞𝑗) 𝑑𝑥

получим
ˆ

R

(︀
|𝜑′𝑘(𝑞𝑗)|2+𝑞0𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥⩽

ˆ

R

(︀
𝜆𝑘𝜑

2
𝑘(𝑞𝑗)+ |𝑞𝑗−𝑞0|𝜑2𝑘(𝑞𝑗)

)︀
𝑑𝑥⩽

⩽𝜆𝑘‖𝜑𝑘(𝑞𝑗)‖2+max
𝑥∈R

|𝜑𝑘(𝑞𝑗)|
ˆ

R

|𝑞𝑗−𝑞0||𝜑𝑘(𝑞𝑗)| 𝑑𝑥⩽max
𝑥∈R

|𝜑𝑘(𝑞𝑗)|‖𝑞𝑗−𝑞0‖𝐿2‖𝜑𝑘(𝑞𝑗)‖𝐿2 .

Таким образом, 𝜑𝑘(𝑞𝑗) для всех 𝑘 = 1,𝑚 и 𝑗 ∈ N равномерно ограничены в 𝑊 1
2 (R) и

существует подпоследовательность, обозначаемая далее 𝜑𝑘(𝑞𝑗), такая, что 𝜑𝑘(𝑞𝑗)→ 𝜑𝑘 при
𝑗→+∞ сильно в 𝐶(R).
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Представим интегральное уравнение (5) для собственных функций 𝜑𝑘(𝑞𝑗) в виде

𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝑥)=𝜆*𝑘

ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉) 𝑑𝜉−
ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))(𝜑𝑘[𝑞𝑗 ](𝜉)−𝜑𝑘(𝜉)) 𝑑𝜉+

+
ˆ

R

𝐺0(𝑥, 𝜉)(𝑞𝑗(𝜉)−𝑞0(𝜉))𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉. (7)

Учитывая, что 𝑞𝑗−𝑞0⇁ ℎ̂ слабо в 𝐿2 и 𝜑𝑘(𝑞𝑗)→ 𝜑𝑘 сильно в 𝐶(R) сходятся при 𝑗→+∞,
перейдём в (7) к пределу при 𝑗→+∞ и получим интегральное уравнение для 𝜑𝑘(𝑥):

𝜑𝑘(𝑥)=𝜆*𝑘

+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉−
+∞ˆ

−∞

𝐺0(𝑥, 𝜉)ℎ̂(𝜉)𝜑𝑘(𝜉) 𝑑𝜉, (8)

которое, что очевидно, эквивалентно уравнению

ℒ[𝑞]𝜑𝑘[𝑞] =𝜆*𝑘𝜑𝑘[𝑞], 𝜑𝑘[𝑞]∈𝐿2(R).

Из сильной сходимости подпоследовательности 𝜑𝑘[𝑞𝑗 ]→𝜑𝑘[𝑞] в 𝐶(R) и принципа минимакса
(2) для 𝜆𝑘(𝑞𝑗) вытекает, что

𝜆1(𝑞)<𝜆2(𝑞)< . . .<𝜆𝑚(𝑞).

Следовательно, 𝑞 является решением минимизационной задачи 𝑃 . Теорема доказана.
Следствие. Пусть даны 𝑞0∈𝑊 и 𝜆*1∈R такие, что 𝜆*1<𝜆1(𝑞0). Тогда оптимизационная

обратная спектральная задача 𝒫0 имеет единственное решение 𝑞 ∈𝑊 .
Доказательство. Введём множество 𝑀(𝜆) := {𝑞 ∈𝑊 : 𝜆⩽ 𝜆1(𝑞)}. Заметим, что в силу

соотношения
𝜆1(𝑞)= inf

𝜓 ̸=0

{︂
(𝐿[𝑄]𝜓,𝜓)

(𝜓,𝜓)

}︂
множество 𝑀(𝜆) является выпуклым. Рассмотрим следующую задачу о минимизации функ-
ционала расстояния:

𝑃 =min{𝜌(𝑞) := ‖𝑞0−𝑞‖2𝐿2 : 𝑞 ∈𝑀(𝜆*)}.

Из теоремы 1 следует существование решения этой задачи. Выпуклость множества 𝑀(𝜆*1)
и строгая выпуклость функционала расстояния 𝜌(𝑞) обеспечивают единственность 𝑞 и

𝑞 ∈ 𝜕𝑀(𝜆*1)= 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞],𝑊 ;𝜆*1).

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ ООСЗ

Установим связь между ООСЗ 𝒫0 и системой нелинейных уравнений Шрёдингера (3).
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 𝑞∈𝑊 — решение ООСЗ 𝒫0. Тогда

найдутся константы 𝜎1, . . . , 𝜎𝑚∈{−1, 0, 1} такие, что система уравнений (3) имеет слабое
решение (𝑢̂1, . . . , 𝑢̂𝑚)∈𝑊 1

2 (R) и решение 𝑞 ∈𝑊 ООСЗ 𝒫0 представимо в виде

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝑢̂
2
𝑘(𝑥). (9)

Сначала докажем вспомогательное утверждение (подробное доказательство см. в [4]).
Лемма. Пусть 𝑞 ∈𝑊 и 𝜑𝑖(𝑥), 𝑖=1,𝑚, 𝑚⩾ 1, — собственные функции оператора ℒ[𝑞].

Тогда система функций {𝜑2𝑖 (𝑥)}𝑚𝑖=1 линейно независима в пространстве 𝐿2(R).
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Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что собственные функции
𝜑𝑖(𝑥), 𝑖=1,𝑚, дважды непрерывно дифференцируемы на вещественной прямой.

Пусть утверждение верно для 𝑚−1, покажем его справедливость для 𝑚. Предположим,
что

п. в.
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝜑
2
𝑖 (𝑥)= 0 (10)

для некоторых 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 таких, что
∑︀𝑚

𝑖=1 |𝛼𝑖| ̸=0. Последовательно продифференцировав
равенство (10), получим

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝜑𝑖(𝑥)𝜑
′
𝑖(𝑥)= 0 и

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜑𝑖𝜑
′′
𝑖 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝜑
′
𝑖)
2=0. (11)

Теперь из соотношений ℒ[𝑞]𝜑𝑖≡−𝜑′′𝑖 +𝑞𝜑𝑖=𝜆𝑖𝜑𝑖, 𝑖=1,𝑚, и (10) следует, что

п. в.
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖((𝜑
′
𝑖(𝑥))

2−𝜆𝑖𝜑2𝑖 (𝑥))= 0. (12)

Очевидно, что
((𝜑′𝑖)

2)′=2(𝑞−𝜆𝑖)𝜑𝑖𝜑′𝑖, 𝑖=1,𝑚,

тогда из (12) имеем равенство

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖(2(𝑞−𝜆𝑖)𝜑𝑖𝜑′𝑖−2𝜆𝑖𝜑𝑖𝜑
′
𝑖)= 0,

из которого, учитывая (11), получаем
∑︀𝑚

𝑖=1 𝛼𝑖𝜆𝑖𝜑𝑖(𝑥)𝜑
′
𝑖(𝑥)= 0. Вследствие lim𝑥→∞ 𝜑𝑖(𝑥)= 0,

𝑖= 1,𝑚, находим
∑︀𝑚

𝑖=1 𝛼𝑖𝜆𝑖𝜑
2
𝑖 (𝑥) = 0. Но тогда из (10) вытекает, что

∑︀𝑚−1
𝑖=1 𝛾𝑖𝜑

2
𝑖 (𝑥) = 0 для

некоторого ненулевого набора констант 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚−1. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 2. Пусть 𝑞 — решение ООСЗ 𝒫0. Введём в рассмотрение

(𝑚+1)-параметрическое семейство функций

𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑝1𝜑
2
1[𝑞](𝑥)+ . . .+𝑝𝑚𝜑

2
𝑚[𝑞](𝑥), (13)

где 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), 𝑝= (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚), 𝜑2𝑗 [𝑞](𝑥), 𝑗 =1,𝑚, — собственные функции оператора

ℒ[𝑞]. Тогда семейство операторов ℒ(𝑡, 𝑝) :=ℒ[𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)] в окрестности точки 𝑡=0, 𝑝=0
является аналитическим семейством операторов переменных 𝑡, 𝑝. Cледовательно, собственные
функции {𝜑𝑗(𝑥)}𝑚𝑗=1 и собственные значения {𝜆𝑘}𝑚𝑗=1 оператора ℒ(𝑡, 𝑝) будут аналитическими
функциями переменных 𝑡, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 в некоторой окрестности точки 𝑡= 0, 𝑝= 0. Теперь
потребуем, чтобы

𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚).

Это условие равносильно системе уравнений для аналитических в некоторой окрестности
точки 𝑡=0, 𝑝=0 функций

𝜆𝑘(𝑡, 𝑝) :=𝜆𝑘[𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡, 𝑝)] =𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚. (14)

Заметим, что
𝜕𝜆𝑘(𝑡, 𝑝)

𝜕𝑝𝑗
=(𝜑2𝑗 , 𝜑

2
𝑘)𝐿2 .
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В силу сформулированной леммы система функций {𝜑2𝑘}𝑚𝑘=1 линейно независима и якобиан

𝐽 =

(︂
𝜕𝜆𝑘(𝑡, 𝑝)

𝜕𝑝𝑗

)︂𝑚
𝑘,𝑗=1

=

(︂
𝜑2𝑗 , 𝜑

2
𝑘

)︂𝑚
𝑘,𝑗=1

системы (14) невырожден. Следовательно, эта система однозначно разрешима относительно
переменных 𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 в некоторой окрестности точки 𝑡=0, 𝑝1 = . . .= 𝑝𝑚=0. Более того,
для любой функции 𝛿0(𝑥) в (14) функции 𝑝𝑘= 𝑝𝑘(𝑡), 𝑘=1,𝑚, будут аналитическими по 𝑡 в
некоторой окрестности точки 𝑡=0, причём

𝜆𝑘(𝑡, 𝑝1(𝑡), . . . , 𝑝𝑚(𝑡))≡𝜆*𝑘, 𝑘=1,𝑚. (15)

Теперь в (14) потребуем, чтобы

(𝛿0, 𝜑
2
𝑘)𝐿2 =0 для всех 𝑘=1,𝑚. (16)

Раскладывая левые части уравнений (15) по степеням 𝑡 в окрестности 𝑡=0, получаем

𝑑𝑝𝑘(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=0 для всех 𝑘=1,𝑚.

Таким образом, для любого 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), удовлетворяющего условиям (16), существует

функция 𝛿(𝑥, 𝑡) такая, что

𝑞(𝑥)+𝛿(𝑥, 𝑡)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚), 𝛿(𝑥, 𝑡)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2). (17)

Поскольку в точке 𝑞(𝑥)∈ 𝐼𝑆𝑀(𝜆*1, . . . , 𝜆
*
𝑚) достигается минимум функционала

𝑃 =min
𝑞∈𝐿2

{︀
‖𝑞0−𝑞‖2 : 𝜆*𝑘=𝜆𝑘(𝑞), 𝑘=1,𝑚

}︀
,

то для любой функции вида 𝛿(𝑥, 𝑡)=𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2), 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R), удовлетворяющей условиям

(16) и (17), справедливо неравенство

‖𝑞+𝛿(𝑥, 𝑡)−𝑞0‖2𝐿2 −‖𝑞−𝑞0‖2𝐿2 =2(𝑞−𝑞0, 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 +(𝛿(𝑥, 𝑡), 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 ⩾ 0.

Поскольку 𝛿(𝑥, 𝑡)= 𝛿0(𝑥)𝑡+𝑂(𝑡2), то, очевидно, (𝑞−𝑞0, 𝛿(𝑥, 𝑡))𝐿2 =0 для любых 𝛿0(𝑥)∈𝐶∞
0 (R),

удовлетворяющих условиям (16). Отсюда вытекает, что 𝑞−𝑞0 принадлежит линейной обо-
лочке 𝐿(𝜑21, . . . , 𝜑

2
𝑚), т.е.

𝑞(𝑥)= 𝑞0(𝑥)−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜑
2
𝑘(𝑥).

Положив 𝑢̂𝑘(𝑥) = 𝜑𝑘(𝑥)/
√︀

|𝛼𝑘|, завершим доказательство существования решений системы
(3) и требуемого представления оптимального потенциала 𝑞(𝑥).

4. ПРИМЕР

Пусть заданы потенциал 𝑞0(𝑥)=𝑎𝑥2 (𝑎>0) и спектральные данные 𝜆*1<𝜆*2<. . .<𝜆*𝑚. Тогда
изоспектральное многообразие 𝐼𝑆𝑀(ℒ[𝑞]),𝑊 ;𝜆*1, 𝜆

*
2, . . . , 𝜆

*
𝑚) не пусто и все условия теорем 1

и 2 выполнены. Следовательно, существует оптимальный потенциал 𝑞∈ 𝐼𝑆𝑀 , определяемый
формулой вида (9), а собственные функции 𝜓𝑘[𝑞](𝑥), 𝑘=1,𝑚, являются решениями системы
связанных нелинейных квантовых гармонических осцилляторов

−𝜓′′
1 +

(︂
𝑎𝑥2+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓1=𝜆*1𝜓1, . . . , −𝜓′′

𝑚+

(︂
𝑎𝑥2+

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜓
2
𝑘

)︂
𝜓𝑚=𝜆*𝑚𝜓𝑚.
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We investigate the statement of the optimization inverse spectral problem with incomplete spectral
data for the one-dimensional Schrödinger operator on the entire axis: for a given potential 𝑞0, find
the closest function 𝑞 such that the first 𝑚 eigenvalues of the Schrodinger operator with potential 𝑞
coincided with the given values 𝜆*
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