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Для сингулярно возмущённого уравнения типа реакция–диффузия исследована структура
внутреннего переходного слоя в случае сбалансированной реакции со слабым разрывом.
Доказано существование решений с внутренним переходным слоем (контрастных струк-
тур), исследован вопрос об их устойчивости, получены асимптотические приближения ре-
шений указанного типа. Показано, что в случае баланса реакции наличие даже слабого
(асимптотически малого) разрыва реакции может приводить к образованию контрастных
структур конечного размера, как устойчивых, так и неустойчивых.
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Введение. Одной из актуальных задач теории сингулярных возмущений в настоящее вре-
мя является исследование нелинейных сингулярно возмущённых уравнений в частных произ-
водных, решения которых имеют пограничные и внутренние слои. Такие уравнения представ-
ляют большой интерес как в качественной теории дифференциальных уравнений, так и во
многих прикладных задачах, в частности, в математических моделях химической кинетики,
синергетики, нелинейной теории волн, биофизики и других областях физики [1], где исследуе-
мые процессы описываются нелинейными параболическими уравнениями с малыми парамет-
рами при производных. Решения таких задач могут содержать узкие области быстрого изме-
нения параметров: пограничные или внутренние переходные слои (контрастные структуры)
различных типов — стационарные или движущиеся фронты (см. [2, 3] и библиографию в них).

Уравнения типа реакция–диффузия и реакция–диффузия–адвекция интенсивно изучают-
ся также в связи с тем, что они выступают в качестве математических моделей, выявля-
ющих основные механизмы, определяющие поведение и более сложных физических систем.
В частности, к рассматриваемой в статье задаче может быть сведена хорошо известная си-
стема ФитцХью–Нагумо [4–6] в стационарном случае. Также к этой задаче сводится система
уравнений дрейфо-диффузионной модели полупроводника, обладающего N-образной зависи-
мостью скорости дрейфа от напряжённости электрического поля [7–10].

Причиной образования переходных слоев (контрастных структур) в сингулярно возмущён-
ных моделях типа реакция–диффузия–адвекция может служить выполнение условия баланса
реакции в некоторой точке или на некоторой кривой, лежащей в области рассмотрения [3, 11]
или баланса адвекции [12], адвекции и реакции [13], а также разрыв коэффициентов по про-
странственной координате [14, 15].

В статьях [16–18] в случае непрерывных коэффициентов был рассмотрен так называемый
критический случай, когда условие баланса реакции выполняется тождественно, т.е. в любой
точке области. В настоящей работе рассматривается краевая задача для нелинейного сингу-
лярно возмущённого уравнения реакция–диффузия в критическом случае при наличии сла-
бого разрыва реактивного слагаемого. Под слабым разрывом понимается разрыв первого рода
в некоторой точке, который претерпевает функция источников в первом порядке по малому
параметру. Показано, что в этом случае даже асимптотически малое воздействие на систему в
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виде разрыва реакции в первом порядке по малому параметру может вызвать конечное изме-
нение решения задачи: образуется переходный слой конечной амплитуды. Сформулированы
условия, при которых существует решение типа контрастной структуры, имеющее внутренний
переходный слой, локализованный в окрестности точки разрыва реакции, и построено асимп-
тотическое приближение этого решения по малому параметру. Изучена тонкая структура пе-
реходного слоя и показана возможность существования различных типов таких решений, как
устойчивых, так и неустойчивых. Сформулированы достаточные условия, определяющие либо
асимптотическую устойчивость по Ляпунову, либо неустойчивость каждого такого решения.

Асимптотическое приближение решения строится по методике, изложенной в работе [2];
для обоснования существования решения применяется асимптотический метод дифференци-
альных неравенств [19–21], а также асимптотический метод дифференциальных неравенств,
развитый для задач с разрывными нелинейностями [22–26]; исследование устойчивости про-
водится методом сжимающих барьеров [18].

Статья содержит шесть пунктов. В п. 1 сформулирована постановка задачи и основные
условия, обеспечивающие существование решения с внутренним переходным слоем. В п. 2 и 3
описывается алгоритм построения асимптотического приближения и нахождения асимптоти-
ки уровня перехода. Обоснованию существования решения и исследованию его устойчивости
посвящены п. 4 и 5. В п. 6 приведены примеры асимптотического расчёта и численного моде-
лирования для конкретных входных параметров задачи.

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую сингулярно возмущённую краевую
задачу:

𝑁𝜀𝑢 := 𝜀2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝑢, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥) = 0, −1 < 𝑥 < 1,

𝑓1(𝑢, 𝑥) :=

{︃
𝑓
(+)
1 (𝑢, 𝑥), 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, 𝑥𝑝 < 𝑥 ⩽ 1;

𝑓
(−)
1 (𝑢, 𝑥), 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, −1 ⩽ 𝑥 < 𝑥𝑝,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−1, 𝜀) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝜀) = 0 . (1)

Здесь 𝜀 — малый параметр, 0 < 𝜀 < 𝜀0 ≪ 1; 𝑥𝑝 ∈ (−1; 1); 𝐼𝑢 — отрезок изменения функции
𝑢(𝑥, 𝜀).

Будем рассматривать задачу (1) при следующих условиях.
Условие 1. Пусть функции 𝑓, 𝑓

(±)
1 являются достаточно гладкими и пусть для любого

𝑢 ∈ 𝐼𝑢 выполняется
lim

𝑥→𝑥𝑝+0
𝑓
(+)
1 (𝑢, 𝑥) ̸= lim

𝑥→𝑥𝑝−0
𝑓
(−)
1 (𝑢, 𝑥).

Условие 1 означает, что функция 𝑓1(𝑢, 𝑥) имеет разрыв первого рода по переменной 𝑥
в точке 𝑥𝑝.

Условие 2. Пусть вырожденное уравнение 𝑓(𝑢, 𝑥) = 0 имеет три корня 𝜙(−)(𝑥)<𝜙(0)(𝑥)<

< 𝜙(+)(𝑥), удовлетворяющих неравенствам

𝑓𝑢(𝜙
(±)(𝑥), 𝑥) > 0, 𝑓𝑢(𝜙

(0)(𝑥), 𝑥) < 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

Условие 2 гарантирует существование точек покоя (𝜙(±)(𝑥), 0) типа седла на фазовой плос-
кости (𝑢̃, 𝑣) присоединённой системы, соответствующей задаче (1):

𝜕𝑢̃

𝜕𝜉
= 𝑣,

𝜕𝑣

𝜕𝜉
= 𝑓(𝑢̃, 𝑥) . (2)

Условие 3. Пусть
𝜙(+)(𝑥)∫︁
𝜙(−)(𝑥)

𝑓(𝑢, 𝑥) 𝑑𝑢 ≡ 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 1 2024



66 НИКУЛИН и др.

Условие 3 означает наличие баланса реакции и выделяет так называемый критический
случай. Данное условие позволяет утверждать, что сепаратриса на фазовой плоскости (𝑢̃, 𝑣)

присоединённой системы, выходящая из седла (𝜙(−)(𝑥), 0), при любом 𝑥 ∈ [−1, 1] попадает в
седло (𝜙(+)(𝑥), 0).

Основной целью данной статьи является доказательство существования решения 𝑢(𝑥, 𝜀)
задачи (1) в виде контрастной структуры типа “ступенька”, т.е. решения, которое при доста-
точно малых 𝜀 вне некоторой окрестности точки 𝑥𝑝 близко к функциям 𝜙(−)(𝑥) и 𝜙(+)(𝑥)
и имеет резкий переходный слой между этими уровнями вблизи точки 𝑥𝑝. Методика иссле-
дования основана на применении асимптотического метода дифференциальных неравенств,
а именно: для доказательства существования решения использованы идеи работ [27–29], а по-
строение верхнего и нижнего решений с нужными свойствами проводится путём модификации
членов формального асимптотического приближения.

2. Построение формального асимптотического приближения. Введём функцию
𝑝(𝜀), определяющую уровень переходного слоя в точке 𝑥𝑝: положим 𝑢(𝑥𝑝, 𝜀) = 𝑝(𝜀). Функция
𝑝(𝜀) заранее неизвестна и определяется в процессе построения асимптотического приближе-
ния.

Асимптотическое приближение решения получается путём построения асимптотик погран-
слойного типа слева и справа от точки 𝑥𝑝:

𝑈 (−)(𝑥, 𝜀) = 𝑢̄(−)(𝑥, 𝜀) +𝑄(−)(𝜉, 𝑝, 𝜀) +𝑅(−)(𝜎−, 𝜀), 𝑥 ∈ [−1, 𝑥𝑝],

𝑈 (+)(𝑥, 𝜀) = 𝑢̄(+)(𝑥, 𝜀) +𝑄(+)(𝜉, 𝑝, 𝜀) +𝑅(+)(𝜎+, 𝜀), 𝑥 ∈ [𝑥𝑝, 1], (3)

и их дальнейшего 𝐶1-сшивания в точке 𝑥𝑝 на уровне 𝑢 = 𝑝(𝜀). Здесь 𝑢(±)(𝑥, 𝜀) — регулярная
часть асимптотики, описывающая решение вне окрестности точки 𝑥𝑝; функции 𝑄(±)(𝜉, 𝑝, 𝜀),
где 𝜉 = (𝑥− 𝑥𝑝)/𝜀, описывают решение вблизи точки 𝑥 = 𝑥𝑝 (внутренний переходный слой).

Пограничные функции 𝑅(±)(𝜎±, 𝜀), описывающие поведение решения вблизи точек 𝑥 = 1
и 𝑥 = −1, строятся известными стандартными методами [2] и являются экспоненциально
убывающими по переменным 𝜎± = (1 ∓ 𝑥)/𝜀 при удалении от границ 𝑥 = 1 и 𝑥 = −1,
поэтому они не влияют на поведение решения вблизи внутреннего переходного слоя в точке
𝑥 = 𝑥𝑝 и не рассматриваются в настоящей работе. Заметим, что в силу условий второго рода
на границах 𝑥 = 1 и 𝑥 = −1 пограничные функции в нулевом порядке по 𝜀 отсутствуют.

Каждое слагаемое в (3) ищется в виде рядов по степеням 𝜀:

𝑢̄(±)(𝑥, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑢
(±)
𝑘 (𝑥)𝜀𝑘, 𝑄(±)(𝜉, 𝑝, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑄
(±)
𝑘 (𝜉, 𝑝)𝜀𝑘,

коэффициенты которых определяются стандартным образом по алгоритму, изложенному в [2].
Функции регулярной части нулевого и первого порядков имеют вид

𝑢̄
(±)
0 (𝑥) = 𝜙(±)(𝑥) и 𝑢̄

(±)
1 (𝑥) = −𝑓

(±)
1 (𝜙(±)(𝑥), 𝑥)

𝑓𝑢(𝜙(±)(𝑥), 𝑥)

соответственно.
Для определения функций 𝑄

(±)
0 получаем следующие задачи:

𝜀0 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑄0

(±)

𝜕𝜉2
= 𝑓(𝑢̄

(±)
0 (𝑥𝑝) +𝑄0

(±), 𝑥𝑝),

𝑄0
(±)(0, 𝑝) = 𝑝− 𝑢̄0

(±)(𝑥𝑝),

𝑄0
(±)(±∞, 𝑝) = 0 .

(4)
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Зависимость функции 𝑄0 от переменной 𝑝 объясняется наличием этой переменной в началь-
ном условии.

Хорошо известно (см., например, [2]), что при выполнении условия 2 каждая из задач (4)
имеет единственное монотонное решение, экспоненциально убывающее при 𝜉 → ±∞.

Функции 𝑄
(±)
1 находятся как решения задач

𝜀1 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑄1

(±)

𝜕𝜉2
=
𝜕𝑓 (±)

𝜕𝑢
𝑄

(±)
1 + 𝑟

(±)
1 ,

𝑄1
(±)(0, 𝑝) + 𝑢̄1

(±)(𝑥𝑝) = 0,

𝑄1
(±)(±∞, 𝑝) = 0,

(5)

где

𝑟
(±)
1 (𝜉, 𝑝) = 𝜉

(︂
𝜕𝑓 (±)

𝜕𝑢

𝜕𝜙(±)

𝜕𝑥
(𝑥𝑝) +

𝜕𝑓 (±)

𝜕𝑥

)︂
+
𝜕𝑓 (±)

𝜕𝑢
𝑢̄
(±)
1 (𝑥𝑝) + 𝑓

(±)
1 ,

а символ ∼ означает, что функция берётся при аргументе (𝑢̄
(±)
0 (𝑥𝑝) +𝑄

(±)
0 , 𝑥𝑝).

Решения задач (5) можно получить в явном виде:

𝑄
(±)
1 (𝜉, 𝑝) = −𝑢̄(±)

1 (𝑥𝑝)
𝑣(±)(𝜉, 𝑝)

𝑣(±)(0, 𝑝)
+ 𝑣(±)(𝜉, 𝑝)

𝜉∫︁
0

d𝑠

(𝑣(±)(𝑠, 𝑝))2

𝑠∫︁
±∞

𝑣(±)(𝜂, 𝑝) 𝑟
(±)
1 (𝜂, 𝑝)𝑑𝜂, (6)

где введено обозначение 𝑣(±)(𝜉, 𝑝) := 𝜕𝑄
(±)
0 (𝜉, 𝑝)/𝜕𝜉.

Задачи для определения функций внутреннего переходного слоя следующих порядков по
𝜀 аналогичны (5), а их решения находятся в явном виде по формулам вида (6).

3. Определение уровня перехода 𝑝(𝜀). Подробнее остановимся на определении коэф-
фициентов асимптотического приближения уровня перехода

𝑝(𝜀) = 𝑝0 + 𝜀𝑝1 + . . . (7)

Из условия 𝐶1-сшивания разложений (3) в точке 𝑥𝑝 получим

𝜀

(︂
𝜕𝑈 (+)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑝

− 𝜕𝑈 (−)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑝

)︂
=

[︂
𝜕𝑄0

𝜕𝜉
(0, 𝑝)

]︂+
−
+ 𝜀

[︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥𝑝) +

𝜕𝑄1

𝜕𝜉
(0, 𝑝)

]︂+
−
+ . . . , (8)

где [𝐴]+− := 𝐴(+) −𝐴(−).

Главный член в правой части (8) [𝜕𝑄0(0, 𝑝)/𝜕𝜉]
+
− ≡ 0, 𝑝 ∈ (𝜙(−)(𝑥𝑝), 𝜙

(+)(𝑥𝑝)), откуда
следует тождество 𝑣(+)(0, 𝑝) ≡ 𝑣(−)(0, 𝑝) =: 𝑣0(𝑝) в силу условия 3.

Введём обозначение

𝜀

[︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥𝑝) +

𝜕𝑄1

𝜕𝜉
(0, 𝑝)

]︂+
−
+ . . . =:

𝜀

𝑣0(𝑝(𝜀))
[𝐾1(𝑝(𝜀)) + 𝜀𝐾2(𝑝(𝜀)) + . . .] (9)

и каждое слагаемое в правой части (9) представим в виде рядов по степеням 𝜀, используя (7):

𝜀

(︂
𝜕𝑈 (+)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑝

− 𝜕𝑈 (−)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑝

)︂
=

𝜀

𝑣0(𝑝0)

[︂
𝐾1(𝑝0) + 𝜀

𝜕𝐾1

𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝0

𝑝1 + 𝜀 𝐾2(𝑝0)

]︂
+ . . . = 0. (10)

Можно показать, что 𝐾1(𝑝) приводится к виду

𝐾1(𝑝) = −
𝜙(+)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (+)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝) 𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(+)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢+

𝜙(−)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (−)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝) 𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(−)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 1 2024



68 НИКУЛИН и др.

Следующее условие обеспечивает выполнение равенства (10) в первом порядке по 𝜀.
Условие 4. Пусть уравнение

𝐾1(𝑝) = 0 (11)

имеет корень 𝑝 = 𝑝0 ∈ (𝜙(−)(𝑥𝑝), 𝜙
(+)(𝑥𝑝)).

Равенство (10) во втором порядке 𝜀 приводит к уравнению для определения 𝑝1:

𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝0

𝑝1 +𝐾2(𝑝0) = 0. (12)

Условие 5. Пусть выполняется неравенство

𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝0

< 0.

Это условие обеспечивает разрешимость уравнения (12) и, как будет показано ниже, устойчи-
вость контрастной структуры.

Отметим, что корень 𝑝0 уравнения (11) может быть неединственным на указанном проме-
жутке (см. пример 2). Далее будет показано, что каждому корню 𝑝𝑖 уравнения (11), удовлетво-
ряющему условию 5, отвечает асимптотически устойчивое по Ляпунову решение уравнения (1)
с переходным слоем на уровне 𝑝𝑖.

Преобразуем последнее неравенство к виду

𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝
= −

𝜙(+)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (+)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)

𝜕𝜉(𝑢, 𝑝)

𝜕𝑝

]︂
𝑑𝑢+

𝜙(−)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (−)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)

𝜕𝜉(𝑢, 𝑝)

𝜕𝑝

]︂
𝑑𝑢+

+
𝜕𝑓 (+)

𝜕𝑥
(𝑝, 𝑥𝑝) 𝜉(𝑝, 𝑝) + 𝑓

(+)
1 (𝑝, 𝑥𝑝)−

𝜕𝑓 (−)

𝜕𝑥
(𝑝, 𝑥𝑝) 𝜉(𝑝, 𝑝)− 𝑓

(−)
1 (𝑝, 𝑥𝑝).

Для 𝜉(𝑢, 𝑝) и 𝜕𝜉/𝜕𝑝 получаем

𝜉(𝑢, 𝑝) =

𝑢∫︁
𝑝

(︂
2

𝑢*∫︁
𝜙(±)

𝑓 (±)(𝑢̃, 𝑥𝑝)𝑑𝑢̃

)︂−1/2

𝑑𝑢*,

𝜕𝜉

𝜕𝑝
= − 𝜕

𝜕𝑝

(︂ 𝑝∫︁
𝑢

(︂
2

𝑢*∫︁
𝜙(±)

𝑓 (±)(𝑢̃, 𝑥𝑝)𝑑𝑢̃

)︂−1/2

𝑑𝑢*
)︂

= −
(︂
2

𝑝∫︁
𝜙(±)

𝑓 (±)(𝑢̃, 𝑥𝑝)𝑑𝑢̃

)︂
= − 1

𝑣0(𝑝)
.

После подстановки приходим к равенству

𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝
=

1

𝑣0(𝑝)

𝜙(+)∫︁
𝜙(−)

𝜕𝑓(𝑢, 𝑥𝑝)

𝜕𝑥
𝑑𝑢+ 𝑓

(+)
1 (𝑝, 𝑥𝑝)− 𝑓

(−)
1 (𝑝, 𝑥𝑝).

В силу условия 3 (критический случай) первое слагаемое в правой части последнего ра-
венства обращается в нуль, поэтому

𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝
= 𝑓

(+)
1 (𝑝, 𝑥𝑝)− 𝑓

(−)
1 (𝑝, 𝑥𝑝).

Таким образом, знак производной функции 𝐾1(𝑝) (а следовательно, и устойчивость или
неустойчивость контрастной структуры) в критическом случае определяется только разностью
предельных значений 𝑓

(+)
1 (𝑝, 𝑥𝑝) и 𝑓

(−)
1 (𝑝, 𝑥𝑝) в точке 𝑥𝑝.
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4. Существование и устойчивость решения. Решением задачи (1) назовём функцию
𝑢(𝑥, 𝜀) ∈ 𝐶1([−1, 1])∩𝐶2((−1, 𝑥𝑝)∪ (𝑥𝑝, 1)) по переменной 𝑥, удовлетворяющую уравнению (1)
при 𝑥 ∈ (−1, 𝑥𝑝) ∪ (𝑥𝑝, 1), а также граничным условиям этой задачи.

Определение. Функции 𝛽(𝑥, 𝜀) и 𝛼(𝑥, 𝜀) называются, соответственно, верхним и ниж-
ним решениями задачи (1), если 𝛽(𝑥, 𝜀) удовлетворяет неравенствам

𝜀2
𝜕2𝛽

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝛽, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝛽, 𝑥) ⩽ 0, −1 < 𝑥 < 1, (13)

𝜕𝛽

𝜕𝑥
(−1, 𝜀) ⩽ 0,

𝜕𝛽

𝜕𝑥
(1, 𝜀) ⩾ 0, (14)

а 𝛼(𝑥, 𝜀) — аналогичным неравенствам с противоположными знаками. Функции 𝛼(𝑥, 𝜀) и
𝛽(𝑥, 𝜀) могут иметь в некоторой точке 𝑥* ∈ (−1, 1) скачок производных допустимого знака, а
именно:

𝜕𝛽

𝜕𝑥
(𝑥* + 0, 𝜀)− 𝜕𝛽

𝜕𝑥
(𝑥* − 0, 𝜀) ⩽ 0,

𝜕𝛼

𝜕𝑥
(𝑥* + 0, 𝜀)− 𝜕𝛼

𝜕𝑥
(𝑥* − 0, 𝜀) ⩾ 0.

Имеет место следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия (1)–(5). Тогда при достаточно малом 𝜀 существу-

ет решение 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (1), для которого имеет место оценка

|𝑢(𝑥, 𝜀)− 𝑈𝑛(𝑥, 𝜀)| < 𝐶𝜀𝑛+1.

Здесь 𝑈𝑛(𝑥, 𝜀) — частичные суммы порядка 𝑛 асимптотических рядов (3), где положено
𝑝 = 𝑝𝑛 := 𝑝0 + 𝜀𝑝1 + ...+ 𝜀𝑛𝑝𝑛.

Доказательство. Воспользуемся следующим утверждением.
Утверждение [28, 29]. Пусть существуют верхнее 𝛽(𝑥, 𝜀) и нижнее 𝛼(𝑥, 𝜀) решения за-

дачи (1), причём 𝛽(𝑥, 𝜀) ⩾ 𝛼(𝑥, 𝜀) при 𝑥 ∈ [−1, 1]. Тогда при достаточной гладкости функций
𝑓(𝑢, 𝑥) и 𝑓

(±)
1 (𝑢, 𝑥) существует решение 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (1), удовлетворяющее неравенствам

𝛼(𝑥, 𝜀) ⩽ 𝑢(𝑥, 𝜀) ⩽ 𝛽(𝑥, 𝜀).

Поэтому достаточно построить верхнее и нижнее решения задачи (1), обладающие нужны-
ми свойствами. Это построение будем проводить путём модификации членов асимптотического
ряда (3):

𝛽𝑛+2(𝑥, 𝑝𝛿, 𝜀) = 𝑢̄
(±)
0 (𝑥) + 𝜀𝑢̄

(±)
1 (𝑥) + . . .+ 𝜀𝑛+2𝑢̄

(±)
𝑛+2(𝑥) +

+𝑄
(±)
0 (𝜉, 𝑝𝛿) + 𝜀𝑄

(±)
1 (𝜉, 𝑝𝛿) + 𝜀2𝑄

(±)
2 (𝜉, 𝑝𝑛+1) + . . .+ 𝜉𝑛+2𝑄

(±)
𝑛+2(𝜉, 𝑝𝑛+1) +

+𝑅
(±)
𝛽 (𝜎±, 𝜀) + 𝜀𝑛+2(𝛾 + 𝑞

(±)
𝛽 (𝜉, 𝑝𝑛+1)),

𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿, 𝜀) = 𝑢̄
(±)
0 (𝑥) + 𝜀𝑢̄

(±)
1 (𝑥) + . . .+ 𝜀𝑛+2𝑢̄

(±)
𝑛+2(𝑥) +

+𝑄
(±)
0 (𝜉, 𝑝−𝛿) + 𝜀𝑄

(±)
1 (𝜉, 𝑝−𝛿) + 𝜀2𝑄

(±)
2 (𝜉, 𝑝𝑛+1) + . . .+ 𝜉𝑛+2𝑄

(±)
𝑛+2(𝜉, 𝑝𝑛+1) +

+𝑅(±)
𝛼 (𝜎±, 𝜀) + 𝜀𝑛+2(−𝛾 + 𝑞(±)

𝛼 (𝜉, 𝑝𝑛+1)).

Здесь 𝛾 > 0 — постоянная, обеспечивающая выполнение неравенств (13), 𝑝𝛿(𝜀) = 𝑝0+𝜀𝑝1+ . . .
. . .+ 𝜀𝑛+1(𝑝𝑛+1 + 𝛿), 𝛿 > 0 — некоторая постоянная величина.
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Функции 𝑞𝛼,𝛽 нужны для устранения невязок в уравнениях для 𝑄
(±)
𝑛+2, вносимых посто-

янной 𝛾. Функции 𝑞𝛽 определяются как решение задачи

𝜕2𝑞
(±)
𝛽 (𝜉, 𝑝)

𝜕𝜉2
− 𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑢̄

(±)
0 (𝑥𝑝) +𝑄

(±)
0 (𝜉, 𝑝), 𝑥𝑝)𝑞

(±)
𝛽 (𝜉, 𝑝) = 𝑟

(±)
𝛽 (𝜉, 𝜀),

𝑞
(±)
𝛽 (0, 𝜀) + 𝛾 = 0,

𝑞
(±)
𝛽 (±∞, 𝜀) = 0,

где 𝑟𝛽(𝜉, 𝜀) = 𝛾(𝜕𝑓(𝑢̄
(±)
0 (𝑥𝑝) +𝑄

(±)
0 (𝜉, 𝑝), 𝑥𝑝)/𝜕𝑢− 𝜕𝑓(𝜙(±)(𝑥𝑝), 𝑥𝑝)/𝜕𝑢).

Нижнее решение 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿, 𝜀) имеет аналогичную структуру.
Прямая подстановка показывает, что

𝜀2
𝜕2𝛽𝑛+2

𝜕𝑥2
− 𝑓(𝛽𝑛+2, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝛽𝑛+2, 𝑥) = −𝜀𝑛+2 𝛾

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝜙(±)(𝑥), 𝑥) +𝑂(𝜀𝑛+3).

Таким образом, в силу условия 3 при достаточно малых 𝜀 последнее выражение отрица-
тельно. Неравенства (14), в свою очередь, выполняются за счёт аналогичной модификации
пограничных функций 𝑅(±)(𝜎±, 𝜀).

Рассмотрим разность верхнего и нижнего решений

𝛽𝑛+2(𝑥, 𝑝𝛿, 𝜀)− 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿, 𝜀) ⩾ 2𝛿𝜀𝑛+1(𝐶0𝑒
−𝑘0|𝜉| − 𝜀𝐶1𝑒

−𝑘1|𝜉|) + 2𝛾𝜀𝑛+2 +𝑂(𝜀𝑛+3) , (15)

где 𝐶0,1 и 𝑘0,1 — некоторые положительные константы.
Заметим, что неравенство 𝐶0𝑒

−𝑘0|𝜉|−𝜀𝐶1𝑒
−𝑘1|𝜉| > 0 выполнено для любых 𝜉, если 𝑘1 > 𝑘0.

В случае 𝑘1 < 𝑘0 неравенство верно для 𝜉 < ln(𝐶0/(𝜀𝐶1))
1/(𝑘0−𝑘1).

При 𝜉 = ln(𝐶0/(𝜀𝐶1))
1/(𝑘0−𝑘1) слагаемые в неравенстве равны и имеют значения

𝐶0𝑒
−𝑘0 ln(𝐶0/(𝜀𝐶1))1/(𝑘0−𝑘1) = 𝐶0(𝜀𝐶1/𝐶0)

𝑘0/(𝑘0−𝑘1). Степень при 𝜀, равная 𝑘0/(𝑘0 − 𝑘1), боль-
ше единицы, так как 𝑘0 > 𝑘1. Тогда при 𝜉 > ln(𝐶0/(𝜀𝐶1))

1/(𝑘0−𝑘1) разность 𝐶0𝑒
−𝑘0|𝜉| −

− 𝜀𝐶1𝑒
−𝑘1|𝜉| отрицательна и имеет порядок не меньше 𝜀𝑘0/(𝑘0−𝑘1). Следовательно, слагаемое

2𝛿𝜀𝑛+1(𝐶0𝑒
−𝑘0|𝜉|−𝜀𝐶1𝑒

−𝑘1|𝜉|) < 0, но имеет порядок выше 𝑂(𝜀𝑛+2). В этом случае неравенство
(15) достигается за счёт положительного слагаемого 2𝛾𝜀𝑛+2.

Таким образом, упорядоченность решений 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿(𝜀), 𝜀) и 𝛽𝑛+2(𝑥, 𝑝𝛿(𝜀), 𝜀) доказана.
Остаётся проверить условие на скачок производной верхнего и нижнего решений:

𝜕𝛽
(+)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝𝛿, 𝜀)−

𝜕𝛽
(−)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝𝛿, 𝜀) ⩽ 0,

𝜕𝛼
(+)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝−𝛿, 𝜀)−

𝜕𝛼
(−)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝−𝛿, 𝜀) ⩾ 0.

Легко видеть, что

𝜀

(︂
𝜕𝛽

(+)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝𝛿, 𝜀)−

𝜕𝛽
(−)
𝑛+2

𝜕𝑥
(𝑥𝑝, 𝑝𝛿, 𝜀)

)︂
=

= 𝜀𝑛+2 1

𝑣0(𝑝0)

(︂
𝛿
𝑑𝐾(𝑝0)

𝑑𝑝
− 𝛾

+∞∫︁
−∞

(𝑓𝑢 − 𝑓𝑢)𝑣
(±)(𝜉, 𝑝0)𝑑𝜉

)︂
+𝑂(𝜀𝑛+3),

где 𝑓𝑢 = 𝜕𝑓(𝜙(±)(𝑥𝑝) +𝑄
(±)
0 (𝜉, 𝑝0), 𝑥𝑝)/𝜕𝑢, 𝑓𝑢 = 𝜕𝑓(𝜙(±)(𝑥𝑝), 𝑥𝑝)/𝜕𝑢.

В силу условия 5 выбором достаточно большого значения 𝛿 > 0 обеспечивается необходи-
мый знак скачка производной.

Аналогичным образом проверяются неравенства для нижнего решения 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝, 𝜀).
Таким образом, из сформулированного ранее утверждения следует существование решения

𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (1), причём 𝛽𝑛+2(𝑥, 𝑝𝛿, 𝜀) ⩾ 𝑢(𝑥, 𝜀) ⩾ 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿, 𝜀). Кроме того, из (15) получа-
ем, что 𝛽𝑛+2(𝑥, 𝑝𝛿, 𝜀)− 𝛼𝑛+2(𝑥, 𝑝−𝛿, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝑛+1), откуда вытекает оценка, сформулированная
в теореме 1.
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5. Асимптотическая устойчивость решения. Рассмотрим нестационарную задачу

𝜀2
(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂
= 𝑓(𝑣, 𝑥) + 𝜀𝑓1(𝑣, 𝑥), −1 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 <∞,

𝑓1(𝑣, 𝑥) :=

{︃
𝑓
(+)
1 (𝑣, 𝑥), 𝑢 ∈ 𝐼𝑣, 𝑥𝑝 < 𝑥 ⩽ 1;

𝑓
(−)
1 (𝑣, 𝑥), 𝑢 ∈ 𝐼𝑣, −1 ⩽ 𝑥 < 𝑥𝑝,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(−1, 𝑡, 𝜀) = 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(1, 𝑡, 𝜀) = 0, 0 < 𝑡 <∞,

𝑣(𝑥, 0, 𝜀) = 𝑣0(𝑥, 𝜀), 𝑥 ∈ [−1, 1]. (16)

Очевидно, что если 𝑣0(𝑥, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝜀), где 𝑢(𝑥, 𝜀) — решение задачи (1), то задача (16)
имеет стационарное решение 𝑣 = 𝑢(𝑥, 𝜀).

Для доказательства асимптотической устойчивости по Ляпунову решения 𝑢(𝑥, 𝜀) как ре-
шения задачи (16) используем метод сжимающих барьеров [18]. Будем искать нижнее и верхнее
решения в виде

𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝜀) + 𝑒−𝜆(𝜀)𝑡(𝛼𝑛+2(𝑥, 𝜀)− 𝑢(𝑥, 𝜀)),

𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝜀) + 𝑒−𝜆(𝜀)𝑡(𝛽𝑛+2(𝑥, 𝜀)− 𝑢(𝑥, 𝜀)).

Легко видеть, что 𝛼(𝑥, 𝑡, 𝜀) < 𝛽(𝑥, 𝑡, 𝜀), поэтому остаётся проверить выполнение неравенств
𝑁𝜀𝛽 < 0 и 𝑁𝜀𝛼 > 0. Для 𝑁𝜀𝛽 получаем

𝑁𝜀𝛽 = 𝑒−𝜆(𝜀)𝑡
[︂(︂
𝜀2
(︂
−𝜕𝛽𝑛+2

𝜕𝑡
+
𝜕2𝛽𝑛+2

𝜕𝑥2

)︂
− 𝑓(𝛽𝑛+2, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝛽𝑛+2, 𝑥)

)︂
+

+ 𝜀2
(︂
−𝜕𝑢
𝜕𝑡

+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

)︂
− 𝑓(𝑢, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥) + 𝑓(𝛽𝑛+2, 𝑥) + 𝜀𝑓1(𝛽𝑛+2, 𝑥)−

− 𝑓(𝑢, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥)− (𝑓*𝑢 + 𝜀𝑓*1𝑢)(𝛽𝑛+2 − 𝑢) + 𝜀2𝜆(𝜀)(𝛽𝑛+2 − 𝑢)

]︂
,

где символ * означает, что значение функции берётся при аргументе

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝜃𝑒−𝜆(𝜀)𝑡(𝛽𝑛+2(𝑥, 𝜀)− 𝑢(𝑥, 𝜀)), 0 < 𝜃 < 1.

Используя доказанные ранее оценки, а также учитывая, что 𝑓(𝛽𝑛+2, 𝑥) + 𝜀𝑓1(𝛽𝑛+2, 𝑥) −
−𝑓(𝑢, 𝑥)− 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥)− (𝑓*𝑢 + 𝜀𝑓*1𝑢)(𝛽𝑛+2 − 𝑢) = 𝑂(𝜀2𝑛+2), получаем

𝑁𝜀𝛽 = 𝑒−𝜆(𝜀)𝑡
(︂
−𝛾 𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝜙(±)(𝑥), 𝑥)𝜀𝑛+2 +𝑂(𝜀𝑛+3) +𝑂(𝜀2𝑛+2) + 𝜀2𝜆(𝜀)(𝛽𝑛+2 − 𝑢)

)︂
.

Выбирая 𝛾 > 0 достаточно большим, а 𝜆 > 0 произвольной постоянной, получаем 𝑁𝜀𝛽 < 0
при 𝑛 ⩾ 0. Аналогично можно показать, что 𝑁𝜀𝛼 > 0.

Таким образом, доказана следующая
Теорема 2. Если выполнены условия (1)–(5), то при достаточно малом 𝜀 стационарное

решение 𝑣 = 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (16) асимптотически устойчиво по Ляпунову с областью устой-
чивости по крайней мере

[︀
𝛼2, 𝛽2

]︀
и, следовательно, 𝑢(𝑥, 𝜀) — единственное решение задачи

(1) в указанной области.
Для каждого корня 𝑝𝑖 уравнения (11), удовлетворяющего условию 5, справедливы теоре-

мы 1 и 2, обеспечивающие существование локально единственного асимптотически устойчи-
вого по Ляпунову решения 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (1) с уровнем перехода 𝑝(0) = 𝑝𝑖. Можно показать,
как это было сделано в работе [30], что каждому корню 𝑝𝑖 уравнения (11), удовлетворяющему
неравенству 𝑑𝐾1(𝑝0)/𝑑𝑝 > 0, отвечает неустойчивое решение задачи (1) с уровнем перехода
𝑝(0) = 𝑝𝑖.

Таким образом, внутренний переходный слой в 𝜀-окрестности точки 𝑥𝑝 имеет структуру,
которая полностью определяется расположением корней уравнения (11).
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6. Примеры.
Пример 1. Рассмотрим следующую задачу:

𝜀2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢(𝑢2 − 1) + 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥), −1 < 𝑥 < 1,

𝑓1(𝑢, 𝑥) :=

{︃
𝑓
(+)
1 , 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, 𝑥𝑝 < 𝑥 ⩽ 1;

𝑓
(−)
1 , 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, −1 < 𝑥 ⩽ 𝑥𝑝,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−1, 𝜀) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝜀) = 0, (17)

где 𝑓
(±)
1 = const.

Очевидно, что условие 1 выполнено. Кроме того, выполнено и условие 2, где

𝜙(±)(𝑥) = ±1, 𝜙0(𝑥) = 0.

Легко проверить, что выполняется и условие 3.
Остановимся подробнее на проверке условий 4 и 5. В рамках поставленной задачи 𝐾1(𝑝)

определяется как

𝐾1(𝑝) = −
𝜙(+)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (+)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(+)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢+

𝜙(−)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (−)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(−)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢 =

= −
1∫︁
𝑝

𝑓
(+)
1 𝑑𝑢+

−1∫︁
𝑝

𝑓
(−)
1 𝑑𝑢 = −(1− 𝑝)𝑓

(+)
1 + (−1− 𝑝)𝑓

(−)
1 ,

откуда имеем 𝑝0 = (𝑓
(+)
1 + 𝑓

(−)
1 )/(𝑓

(+)
1 − 𝑓

(−)
1 ).

Легко видеть, что
𝑑𝐾1(𝑝)

𝑑𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝0

= 𝑓
(+)
1 − 𝑓

(−)
1 < 0.

Учитывая, что 𝑝0 ∈ (−1, 1), получаем следующие ограничения на 𝑓
(±)
1 : 𝑓 (+)

1 < 0, 𝑓
(−)
1 >

> 0. При таких 𝑓
(±)
1 задача удовлетворяет условиям 4 и 5. Например, при 𝑓

(+)
1 = −1 и

𝑓
(−)
1 = 0.5 уровень перехода 𝑝0 = 1/3. Следовательно, существует асимптотически устойчивое

по Ляпунову решение 𝑢(𝑥, 𝜀) задачи (17), для которого справедлива оценка

|𝑢(𝑥, 𝜀)− 𝑈0(𝑥, 𝜀)| < 𝑂(𝜀).

Пример 2. Рассмотрим задачу

𝜀2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢(𝑢2 − 1) + 𝜀𝑓1(𝑢, 𝑥), −1 < 𝑥 < 1,

𝑓1(𝑢, 𝑥) :=

{︃
−7.5𝑢2 + 5𝑢, 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, 0 < 𝑥 ⩽ 1;

0.15, 𝑢 ∈ 𝐼𝑢, −1 ⩽ 𝑥 < 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−1, 𝜀) = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝜀) = 0. (18)
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Все условия, сформулированные ранее, для поставленной задачи выполнены. Выражение
для 𝐾1(𝑝) принимает следующий вид:

𝐾1(𝑝) = −
𝜙(+)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (+)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(+)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢+

𝜙(−)∫︁
𝑝

[︂
𝜕𝑓 (−)

𝜕𝑥
(𝑢, 𝑥𝑝)𝜉(𝑢, 𝑝) + 𝑓

(−)
1 (𝑢, 𝑥𝑝)

]︂
𝑑𝑢 =

= −
1∫︁
𝑝

𝑓
(+)
1 (𝑢)𝑑𝑢+

−1∫︁
𝑝

𝑓
(−)
1 (𝑢)𝑑𝑢 = −2.5𝑝3 + 2.5𝑝2 − 0.15𝑝− 0.15 = 0.

Рис. 1. Зависимость 𝐾1 от 𝑝.

На сегменте [−1, 1] уравнение имеет три корня,
наибольший и наименьший из которых отвечают
устойчивым решениям задачи (18) (рис. 1). Можно
показать, что третий корень, находящийся между
ними, соответствует неустойчивому решению зада-
чи (18).

На рис. 2 показано поведение решения нестацио-
нарной задачи для различных начальных значений.
Видно, что фронт движется к устойчивым решени-
ям стационарной задачи.

Рис. 2. Численное решение задачи (18): штриховые линии — начальные
положения, жирные сплошные — решения стационарной задачи; тонкие
сплошные — решения задачи для различных значений 𝑡, взятых с по-
стоянным шагом. 𝑥𝑝 = 0, 𝜀 = 0.01.
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