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Heavy ion collision experiments at RHIC and the
LHC led to the discovery of the Quark Gluon Plasma
(QGP) formation in AA collisions. The most striking
manifestations of the QGP formation in AA collisions
are the strong suppression of high-pT hadron spectra
(jet quenching) and the transverse flow effects in the
azimuthal correlations for soft hadrons. Jet quenching
in AA collisions is due to radiative and collisional en-
ergy loss of fast partons in the hot QGP. The domi-
nant contribution to the parton energy loss comes from
the radiative mechanism due to induced gluon radiation
[1, 2]. Hydrodynamic analyses of soft hadron production
in AA collisions show that the QCD matter produced
in AA collisions flows almost as a perfect fluid (for re-
views, see, e.g., [3, 4]). In recent years, the azimuthal
correlations in soft hadron production (the ridge effect),
similar to that observed in AA collisions, have been ob-
served in pp/pA collisions. The formation of a mini QGP
(mQGP) fireball is the most popular explanation of the
ridge/flow effects in pp/pA collisions (for a review, see
[5]). There are several experimental evidences support-
ing the onset of the mQGP regime in pp/pA collisions
at the charged hadron multiplicity density dNch/dη & 5

[6, 7]. It is important that, from the point of view of the
multiplicity density, conditions for the mQGP formation
in pp/pA collisions are more favorable for events with
jet production. Because in jet events the average multi-
plicity density of soft (underlying-event (UE)) hadrons
is larger than the minimum-bias multiplicity by a factor
of ∼ 2−2.5 [8]. At the LHC energies in pp jet events we
have dNue

ch /dη ∼ 10−15 (and by a factor of ∼ 2−3 larger
values for pA collisions), that seems to be large enough
to expect the mQGP formation (in the light of the re-
sults of [6, 7]). In the scenario with the mQGP formation
in pp/pA collisions, the jet quenching effects must ap-
pear. Similarly to AA collisions, they should modify the
jet fragmentation functions (FFs) and hadron spectra

1)e-mail: bgz@itp.ac.ru

in pp/pA collisions as compared to predictions of the
standard pQCD. The recent ALICE [9] measurement of
the jet FF modification factor Ipp for the hadron-tagged
jets in pp collisions at

√
s = 5.02TeV seems to confirm

the scenario with the mQGP formation and jet quench-
ing in pp collisions, since the data [9] show a monotonic
decrease of Ipp with the UE multiplicity expected for
the scenario with the mQGP formation [10]. The re-
sults of [9] agree within errors with calculations of [11]
in the framework of the light-cone path integral (LCPI)
approach to induced gluon emission [2].

One of the promising ways to probe the jet quench-
ing effects in pA collisions is measurement of the
medium modification factor IpA for the photon-tagged
FFs for γ+ jet events. In analogy with the medium mod-
ification factor IAA in AA collisions (see, e.g., [12, 13]),
IpA, for a given photon transverse momentum pγT , is
defined as the ratio

IpA(zT , p
γ
T ) = DpA

h (zT , p
γ
T )/D

pp
h (zT , p

γ
T ), (1)

where DpA,pp
h are the photon-tagged FFs of the away-

side hard partons to the associate charged hadron
h for pA and pp collisions, zT = phT /p

γ
T , and phT

is the hadron transverse momentum. Experimentally,
the photon-tagged FF Dh is the away-side associated
hadron yield per trigger photon. In terms of the inclu-
sive cross sections, Dh reads

Dh(zT , p
γ
T ) =

pγTd
3σ

dphTdp
γ
Tdy

γ

( d2σ

dpγT dy
γ

)−1

. (2)

The advantage of IpA is that experimental Dh do not
suffer from the uncertainties of the yield normalizations
in pA/pp collisions (since both the numerator and the
denominator in (2) are hard cross sections, and the nor-
malization uncertainties are largely canceled in Dh). For
the same reason, the theoretical IpA, contrary to the nu-
clear modification factor RpA for pA hadron spectra, is
insensitive to uncertainties in the nuclear and proton
PDFs.
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4 B. G. Zakharov

Recently, the midrapidity IpA has been measured by
the ALICE collaboration [14] for 5.02 TeV p+ Pb col-
lisions for the trigger photon momentum 12 < pγT <

< 40GeV. The ALICE measurement gives 〈IpA〉 ≈
0.84± 0.11(stat)± 0.19(sys). The zT -dependence of IpA
obtained in [14] has some tendency of IpA towards de-
crease with increasing zT . This pattern, at least roughly,
is what is expected in the scenario with the mQGP for-
mation. Of course, to understand better whether the
results of [14] are consistent with the scenario with the
mQGP formation in pp/pA collisions, quantitative cal-
culations of IpA for this scenario are necessary. In this
paper, we perform calculations of IpA for conditions of
the ALICE experiment [14]. We use the LCPI approach
[2] to induced gluon emission with temperature depen-
dent αs [15], which has successfully been used in our
recent analysis [16] of the available data on the nuclear
modification factor RAA.

We have calculated the medium modification factor
IpA for the photon-tagged jets in 5.02 TeV p+ Pb colli-
sions for the conditions of the ALICE experiment [14]
in the scenario with the mQGP formation. Radiative
and collisional energy losses of fast partons in the QGP
have been evaluated with running αs(Q, T ) that has a
plateau around Q ∼ κT . We perform calculations us-
ing κ = 2.55 fitted to the LHC heavy ion data on the
nuclear modification factor RAA. To understand the rel-
ative contribution to dNue

ch (pA)/dη in pA jet events of
hadrons that are not related to the mQGP fireball, we
have performed simulation of the entropy deposition for
pA jet events within the Monte Carlo wounded nucleon
Glauber model in the form suggested in [17], which was
successfully used in [18, 19] for description of a large
amount of experimental data on AA and pA collisions
from RHIC and the LHC. Our calculations show that
jet quenching can lead to a deviation of IpA from unity
by ∼ 0.1−0.2 for zT ∼ 0.5−0.8 for the scenario with the
mQGP formation both in p+ Pb and pp collisions. This,
within errors, is consistent with the data from ALICE
[14]. However, a definite conclusion about the presence
or absence of jet quenching in pA collisions cannot be
drawn due to large experimental errors of the ALICE
data [14]. Our results demonstrate that this requires a
significantly more accurate measurement of IpA (with
errors . 0.1−0.2).

This work is supported by Russian Science Foun-
dation grant # 20-12-00200 in association with Steklov
Mathematical Institute.

This is an excerpt of the article “Jet quenching
in mini-quark-gluon plasma: medium modication
factor IpA for photon-tagged jets”. Full text of
the paper is published in JETP Letters journal.
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The issue of the stability of the de Sitter (dS) vac-
uum is still an unsolved problem, see, e.g., [1, 2] and
references therein. It is not excluded that even if the
particle creation by Gibbons–Hawking (GH) radiation
takes place, the dS expansion may immediately dilute
the produced particles preventing the vacuum decay.
One may think that study of the black hole in the dS
environment – the Schwarzschild–de Sitter (SdS) space-
time with the presence of two horizons simultaneously –
can be even more difficult task. Each horizon is charac-
terized by its own temperature, see, e.g., [3–6]. It is not
clear, whether such configuration allows a kind of global
temperature [7].

Here we discuss the global temperatures TdS and
TSdS, which characterize the thermal activation pro-
cesses in the dS and SdS environments. These processes
are not directly related to the horizons and to the corre-
sponding Hawking radiation. The global temperatures
TdS and TSdS are obtained when one considers for ex-
ample the process of ionization of atoms in the dS and
SdS spacetimes. We find that in spite of existence of two
horizons, the temperature TSdS does not depend on the
mass of the black hole. It is solely determined by the
Hubble parameter H , but is by factor 2

√
3 larger than

the GH temperature TGH = H/2π of Hawking radiation
from the cosmological horizon in the dS spacetime.

We use the extension of Painlevé–Gullstrand (PG)
coordinates, which describes the SdS metric in the whole
range of radial coordinates [8]. In this coordinate system
there is the point r0 at which the shift function changes
sign. At this point the observer is at rest, observers at
r < r0 are free falling to the black hole and observers at
r > r0 are free falling towards the cosmological horizon,
see also [9]. The temperatures Tb and Tc of Hawking
radiation and the activation temperature TSdS are mea-
sured by the stationary observer.

1)e-mail: grigori.volovik@aalto.fi

The modified PG coordinates for SdS spacetime are:

ds2 = −N2dt2 +
1

N2
(dr − vdt)2 + r2dΩ2, (1)

where the lapse function N and shift function v in the
Arnowitt–Deser–Misner formalism are:

N2 = 1−C, v(r) =
√

C(1 − C)

√

r + 2r0
3rr20

(r−r0), (2)

where C and the stationary point r0 are:

C = 3(GMH)2/3, r30 =
GM

H2
, (3)

and M is the mass of black hole.
For the static observer at r = r0 the measured fre-

quency is red-shifted by the factor N = (1 − C)1/2. As
a result, the Hawking temperatures of black hole and
cosmological horizons are renormalized [3], Tb = Tb0/N

and Tc = Tc0/N , where Tb0 and Tc0 are determined by
gravity at horizons. The global temperature of Hawking
radiation exists only in the limit C → 1, when the black
hole horizon approaches the cosmological horizon. Two
temperatures approach the Bousso–Hawking value [3]:

TBH = Tb = Tc =
√
3
H

2π
=

1

6πGM
. (4)

In our approach, the global temperature TSdS is not
the temperature of the Hawking radiation. The TSdS de-
scribes the processes of thermal activation measured by
the stationary observer at r = r0. We consider these pro-
cesses on example of the ionization of an atom, which
is not possible in Minkowski vacuum, but is possible
in SdS. We follow the semiclassical tunneling approach
[10–12] applied in [13] to the ionization in the dS back-
gound. For small C, when Tc ≪ Tb, the imaginary mo-
mentum on the tunneling trajectory of electron is:

Im pr(r) =
√

2mǫ0 −m2v2(r), (5)

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 1 – 2 2023 5
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where m is electron mass and ǫ0 is the ionization energy.
Near the stationary point v(r) ≈

√
3H(r − r0), and the

probability of ionization is:

w ∝ exp

(

−2Im

∫

dr pr(r)

)

= exp

(

− πǫ0√
3H

)

. (6)

The ionization looks as thermal with temperature:

T =

√
3H

π
≡ TSdS. (7)

The same result (7) is valid for the general case of ar-
bitrary C < 1. This suggests that TSdS is the universal
temperature in the SdS environment, which does not
depend on the mass of black hole M and is fully deter-
mined by the Hubble parameter.

Equation (7) is also valid in the limit when the two
horizons merge, and we can compare the activation tem-
perature TSdS with the Bousso–Hawking temperature
in Eq. (4). The activation temperature is twice larger,
TSdS = 2TBH. The same takes place for the dS, where
the activation temperature TdS measured by station-
ary observer at r = 0 is double the GH temperature,
TdS = 2TGH = H/π [13–17]. The discussion of the pos-
sible origin of the doubling of the Hawking temperature
in different arrangements see in [14]. See also [18, 19] for
dS spacetime.

The activation temperature in dS is not related to
the cosmological horizon, so one may suggest that T =

= TdS = H/π plays the role of the local thermodynamic
temperature. All the points in the dS space are equiva-
lent, and thus this temperature is the same for all static
observers. Then the energy density at any point of the
dS vacuum can be viewed as the thermal energy:

ǫvac =
3

8πG
H2 =

3π

8G
T 2, (8)

and the local entropy density is

svac = −∂F
∂T

=
3π

4G
T =

3

4G
H, (9)

where the free energy density F = ǫvac−Tdǫvac/dT . The
total entropy in the volume surrounded by cosmological
horizon corresponds to the GH entropy:

Svac =
4π

3H3
svac =

π

GH2
=

A

4G
. (10)

But it is the thermodynamic entropy coming from the
local entropy density of the dS quantum vacuum.

Different temperatures for vacuum and for matter
have been suggested in [20]. The present temperature
H/π of the vacuum is much smaller than the temper-
ature of matter degrees of freedom, TdS ∼ 10−30TCMB.

But the entropy of the vacuum highly exceeds the en-
tropy of matter due to large density of states in the
quantum vacuum, svac ∼ 1030sCMB.

In conclusion, we found that the activation tempera-
ture in SdS background, which is measured by the static
observer, is universal. It does not depend on the black
hole mass M and is fully determined by the Hubble pa-
rameter H of the dS expansion, although with different
prefactor, TSdS =

√
3H/π. This universal temperature

characterizes different processes including the process of
ionization of atoms, the decay of the composite particles
in the SdS, and all the other scattering or radiation pro-
cesses, which are not possible in the Minkowski space-
time. We also considered the local thermodynamics of
the dS vacuum.

This work has been supported by Academy of Fin-
land (grant 332964).
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В работе рассмотрена фокусировка атомного пучка с использованием двумерной магнито-оптической
ловушки с целью увеличения количества атомов в области их лазерного охлаждения и локализации
вблизи атомного чипа. Рассмотрены два режима взаимодействия атомов с фокусирующим лазерным
полем: (1) доплеровский режим взаимодействия, который реализуется при малых отстройках лазерного
поля от частоты атомного резонанса и (2) суб-доплеровский режим взаимодействия, который реализу-
ется при больших отстройках лазерного излучения от частоты атомного резонанса. В первом случае в
силу диффузии импульса эффективность фокусировки низкая. Показано, что при использовании суб-
доплеровского механизма охлаждения диффузия импульса несущественна и, как следствие, увеличение
ширины скоростного распределения атомов по поперечным скоростям незначительно. В таком режиме
взаимодействия возможна острая фокусировка атомного пучка.

DOI: 10.31857/S1234567823130037, EDN: fzjdgk

1. Введение. Важной задачей при создании
квантовых сенсоров является формирование ансам-
бля ультрахолодных атомов в магнито-оптической
ловушке. Такой атомный ансамбль в дальнейшем
используется в качестве источника атомов при по-
строении квантового сенсора. Количество атомов в
ансамбле определяет точность квантовых сенсоров.
По этой причине необходимо формировать ультра-
холодные ансамбли как можно с большим количе-
ством атомов. При этом важным является не толь-
ко количество атомов в магнито-оптической ловушке
(МОЛ), но и время, требуемое для создания атом-
ного ансамбля. Существенным параметром в реше-
нии данной задачи является величина потока ато-
мов в области их последующего лазерного охлажде-
ния и локализации в МОЛ. Величина потока ато-
мов важна и при формировании атомного ансамбля
в МОЛ в схеме с использованием атомного чипа.
Эффективная область захвата атомов при их лазер-
ном охлаждении вблизи атомного чипа значительно
меньше области захвата в традиционной трехмерной
магнито-оптической ловушке. Это связано с откло-
нением направления вектора магнитного поля МОЛ
атомного чипа от квадрупольного [1, 2].

1)e-mail: afanasiev@isan.troitsk.ru

Ранее нами [3] был рассмотрен подход по увели-
чению потока атомов в области их дальнейшего ла-
зерного охлаждения вблизи атомного чипа на осно-
ве фокусировки атомного пучка. Было показано, что
использование фокусировки пучка атомов позволяет
увеличить поток атомов в 160 раз в геометрии экс-
периментальной установки, используемой в работе
[4]. В основе фокусировки атомного пучка лежит ис-
пользование двумерной магнито-оптической ловуш-
ки атомов (2D-МОЛ) [5]. Пространственная и вре-
менная динамика атомов в такой ловушке при опре-
деленных параметрах аналогична динамике осцил-
лятора с избыточным демпфированием. Такой ре-
жим взаимодействия атомов с 2D-МОЛ приводит к
тому, что поперечная скорость атомов на выходе из
области взаимодействия с 2D-МОЛ зависит только
от поперечной координаты атома и не зависит от на-
чальной поперечной скорости. В силу этого все ато-
мы с одинаковой продольной скоростью фокусиру-
ются в одну точку. Наличие в атомном пучке распре-
деления атомов по продольным скоростям приводит
к аналогу хроматической аберрации. Было показано,
что диаметр фокального пятна составляет 250 мкм
при фокусном расстоянии 25 см.

В рассмотренном нами ранее анализе фокусиров-
ки атомов не учитывалась диффузия импульса ато-
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Рис. 1. Принципиальная схема фокусировки атомного пучка, сформированного из низкоскоростного атомного источ-
ника, в область локализации атомного чипа. Атомы после прохождения области взаимодействия с 2D-МОЛ обладают
распределением по скоростям в поперечном направлении, обусловленным диффузией импульса. Средняя скорость
определяется координатой x атома в 2D-МОЛ

мов при взаимодействии с лазерным полем 2D-МОЛ.
Диффузия импульса приводит к нагреву атомов и
увеличению ширины их скоростного распределения
в области выхода из 2D-МОЛ. Это, в свою очередь,
может приводить к увеличению поперечного размера
атомного пучка в фокусе. В настоящей работе рас-
смотрено два режима взаимодействия атомов с фо-
кусирующим лазерным полем. (1) Доплеровский ре-
жим взаимодействия, который реализуется при ма-
лых отстройках лазерного поля от точной часто-
ты атомного резонанса. В этом режиме из-за диф-
фузии импульса атомов эффективность фокусиров-
ки при рассмотренных параметрах низкая. (2) Суб-
доплеровский режим взаимодействия, который реа-
лизуется при больших отстройках лазерного излу-
чения. Показано, что при суб-доплеровском режиме
взаимодействия диффузия импульса атома незначи-
тельна, и, как следствие, реализуется эффективная
острая фокусировка атомов.

2. Схема фокусировки атомного пучка. Для
загрузки МОЛ вблизи атомного чипа (рис. 1) в ра-
боте [3] предлагается использовать низкоскоростной
атомный пучок [6]. Атомный пучок формируется из
трехмерной магнито-оптической ловушки через от-
верстие диаметром 1 мм в одном из зеркал, фор-
мирующих МОЛ. В данной работе рассматривает-
ся загрузка ловушки атомного чипа в той же кон-
фигурации, но с использованием фокусировки атом-
ного пучка. Для этого в схеме рис. 1 на расстоянии
7 см от отверстия расположена двумерная магнито-
оптическая ловушка (2D-МОЛ). 2D-МОЛ формиру-
ется проводниками с током, которые создают требуе-

мый градиент магнитного поля и соответствующими
лазерными полями. Данная конфигурация магнит-
ных и лазерных полей 2D-МОЛ может быть исполь-
зована для фокусировки атомного пучка [7].

Основная идея фокусировки атомов с использо-
ванием 2D-МОЛ следующая [5]. Атомы, пройдя че-
рез область взаимодействия с лазерными и магнит-
ными полями, изменяют свое направление попереч-
ной скорости. На рисунке 1 схематично представлено
распределение атомов по поперечным скоростям на
выходе их 2D-МОЛ. Средняя скорость атомов в этой
точке определяется координатой x атома в 2D-МОЛ.
Изменение направления скорости связано с действи-
ем силы светового давления на атомы со стороны
лазерного поля. Величина этой силы зависит от по-
перечной координаты атома в атомном пучке из-за
наличия градиента магнитного поля. Эти два фак-
тора, при выполнении условия достаточно долгого
нахождения атома в области 2D-МОЛ, обеспечива-
ют независимость длины фокусировки от начальной
поперечной скорости [7].

В данной работе область взаимодействия атомов
в 2D-МОЛ составляет длину 2 см, а расчетное фо-
кусное расстояние составляет величину 25 см. Такая
геометрия обусловлена имеющейся эксперименталь-
ной установкой [4].

Существует два основных отличия рассматрива-
емой конфигурации от конфигурации в эксперимен-
те [7], в котором была продемонстрирована фокуси-
ровка с использованием 2D-МОЛ. Первым отличием
является величина фокусного расстояния. Фактиче-
ски в эксперименте [7] была продемонстрирована ко-
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роткофокусная атомная линза с фокусным рассто-
янием 8 см. Вторым отличием является температура
атомного пучка. Фокусировка была продемонстриро-
вана для скоростной группы 100 м/с в тепловом пуч-
ке. В силу этого диффузия импульса в поперечном
направлении не приводила к значительному ушире-
нию области фокусировки, которая составила значе-
ние порядка 270 мкм.

Следует отметить, что существенной особенно-
стью рассматриваемой атомной линзы является то,
что сила, действующая на атомы в поле линзы, яв-
ляется диссипативной по своей природе. В такой лин-
зе при взаимодействии атома с лазерным излучением
необходимо учитывать не только изменение скорости
атома, но и его диффузию импульса. Это приводит
к тому, что атом приобретает дополнительную сто-
хастическую добавку к импульсу на выходе из 2D-
МОЛ, а, следовательно, и скорости атомов в направ-
лении оси X получают распределение вблизи сред-
ней скорости (схематично представлено на рис. 1). Не
трудно показать, что размер атомного пучка ∆x в об-
ласти фокусировки из-за этого эффекта в попереч-
ном направлении будет порядка:

∆x =
f

vz
∆vx, (1)

где f – фокусное расстояние, vz – продольная ско-
рость атомов, а ∆vx – ширина скоростного распре-
деления атомов в поперечном направлении. Шири-
на скоростного распределения атомов в поперечном
направлении определяется доплеровским пределом
охлаждения. Для условий эксперимента [7] оценки
параметров фокусировки следующие: f = 0.08м,
vz = 100м/с, ∆vx = 0.25м/с, ∆x = 200мкм. Эти
значения хорошо согласуется с экспериментальными
данными [7].

Из выражения (1) следует, что увеличение фокус-
ного расстояния и уменьшение продольной скорости
атомов будет приводить к увеличению размера атом-
ного пучка в области его фокусировки. Так, для гео-
метрии работы [3] и рассматриваемой в настоящей
статье, ожидаемый диаметр фокусировки составит
значение ∆x = 4.5мм при значении продольной ско-
рости низкоскоростного атомного пучка vz = 14м/с.

Из приведенных оценок видно, что при задан-
ной геометрии эксперимента существует две принци-
пиальные возможности уменьшения диаметра пятна
фокусировки атомного пучка. Первая заключается
в увеличении продольной скорости атомов. Данный
подход позволит уменьшить диаметр пятна фокуси-
ровки примерно на порядок. Однако, атомные пуч-
ки с малой скоростью необходимы как при загрузке

МОЛ атомного чипа, так и при загрузке классиче-
ских трехмерных МОЛ, так как в них локализуют-
ся только атомы, скорость которых меньше критиче-
ской скорости захвата [8]. Ее величина не превышает
значение 100 м/с. По этой причине, увеличение про-
дольной скорости атомного пучка приведет не толь-
ко к уменьшению диаметра фокусировки атомного
пучка, но и к уменьшению количества захваченных
атомов.

Другим подходом к уменьшению диаметра сфо-
кусированного пучка может быть подход на осно-
ве уменьшения ширины скоростного распределения
атомов на выходе из 2D-МОЛ. Этого можно достичь
с применением метода суб-доплеровского охлажде-
ния атомов в 2D-МОЛ. При этом ширина скорост-
ного распределения может быть уменьшена на поря-
док, что приведет к аналогичному уменьшению ди-
метра пятна фокусировки.

3. Параметры фокусировки атомного пучка
с использованием 2D-МОЛ.

3.1. Доплеровский механизм взаимодействия

атомов с излучением в 2D-МОЛ. Рассмотрим атом,
движущийся вдоль оси Z с продольной скоростью vz
и поперечной vx. В области 2D-МОЛ атом взаимо-
действует с лазерным излучением, частота которого
отстроена от частоты точного атомного перехода на
величину δ. Лазерное излучение формируется двумя
лучами: один направлен вдоль оси X , второй –
в обратном направлении. Поляризация лазерного
излучения – циркулярная. Помимо лазерного поля,
в области 2D-МОЛ существует градиент магнитного
поля.

Траектории движения атома в 2D-MOЛ может
быть определена из решения уравнения Ньютона
ẍ(t) = avxvx(t) + axx(t) с начальными условиями
x(0) = x0, vx(0) = vx0

, где x(t) – координата ато-
ма вдоль оси х в момент времени t, ax и avx – чис-
ленные коэффициенты, определяемые действующей
на атом в области 2D-МОЛ силой Fx(x, vx). Коэф-
фициенты являются первыми членами разложения
выражения для ускорения атома a = Fx(x, vx)/m в
пределе x→ 0 и vx → 0, где m – масса атома.

Для нахождения аналитического решения данно-
го уравнения удобно предположить, что атом не ме-
няет свою координату вдоль оси X при пролете зо-
ны взаимодействия 2D-МОЛ. Это предположение со-
гласуется с результатами численного расчета траек-
торий движения атомов, которое было рассмотрено
в [3]. Для определения точки фокусировки на оси Z
необходимо определить скорость vx атомов на выходе
из зоны взаимодействия. Для этого можно рассмот-
реть решение уравнения v̇x(t) = avxvx(t)+axx0. Мож-
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но показать, что при условии avx < 0 и |avx | ≫ L/vz
фокусное расстояние f будет определяться выраже-
нием:

f =
avx
ax

vz. (2)

Как было показано в работе [3], при доплеров-
ском режиме лазерного охлаждения атомов условие
avx < 0 выполняется при выборе отстройки δ < 0

относительно частоты атомного перехода. Условие
|avx | ≫ L/vz выполняется при использовании низ-
коскоростных атомных пучков для длин взаимодей-
ствия с 2D-МОЛ более 2 мм. При рассмотрении до-
плеровского режима взаимодействия атомов с лазер-
ным полем можно ограничиться случаем атомов с
полным моментом основного состояния Fg = 0 и воз-
бужденного Fe = 1. В этом случае сдвиг частоты
перехода, вызванный эффектом Зеемана, будет опи-
сываться выражением ωe(x) =

µBge
~
gx, где µB – маг-

нетон Бора, ge – фактор Ланде возбужденного со-
стояния, а g – градиент магнитного поля вдоль оси
x (g = dB/dx).

В этом случае сила, действующая на атом, будет
определяться выражением:

Fx(x, vx) = −~kγG







1

1 +G+
(

δ+kvx+ωe(x)
γ

)2 −

− 1

1 +G+
(

δ−kvx−ωe(x)
γ

)2






, (3)

где γ – полуширина резонансной линии поглощения
атома, G – параметр насыщения атомного перехода,
k = 2π

λ – модуль волнового вектора лазерного поля.
Линеаризуя данное выражение при x→ 0 и

vx → 0, можно получить для параметров ax и avx
следующие выражения:

ax = 4kγ3
GδµBgeg

m((1 +G)γ2 + δ2)2
; (4)

avx = 4~k2γ3
Gδ

m((1 +G)γ2 + δ2)2
.

Используя (2) и (4), получаем для фокусного рассто-
яния выражение:

f =
~kvz
µBgeg

. (5)

Из (5) следует, что при доплеровском механизме
взаимодействия атомов с 2D-МОЛ отсутствует зави-
симость фокусного расстояния от отстройки часто-
ты лазерного излучения от резонансной линии по-
глощения атома. Фокусное расстояние для атомов
с типичной поперечными и продольной скоростями

vx0
= 1 см/с и vz = 14м/с при величине градиента

магнитного поля g = 0.51Гс/см равно f = 25 см.
3.2. Суб-доплеровский механизм взаимодействия

атомов с излучением в 2D-МОЛ. При переходе к
суб-доплеровскому механизму взаимодействия ато-
мов с 2D-МОЛ картина фокусировки пучка атомов
отличается. Для определения параметров ax и avx
воспользуемся приближением неподвижного атома
вблизи начала координат. Для возникновения суб-
доплеровского механизма взаимодействия атома с
лазерным полем рассмотрим атом с полным момен-
том основного состояния Fg = 1 и возбужденного
Fe = 2. В этом случае основное состояние состоит из
трех уровней, а возбужденное из пяти, т.е. конфи-
гурация уровней (3 + 5). Если пренебречь многоча-
стичными переходами, то силы взаимодействия тако-
го атома с лазерным полем будут эквивалентны слу-
чаю атома с конфигурацией (5+7), которая отвечает
атому 87Rb на переходе Fg = 2 → Fe = 3, исполь-
зуемого в качестве циклического перехода при охла-
ждении и локализации атомов в магнито-оптических
ловушках. В этом случае силу можно линеаризовать
по координате и скорости [9] и получить следующие
выражения для ax и avx :

ax = − 5

748

gkµBγ
3G|δ|(17γ2Ggg + 176(3ge − gg)µ

2)

(δ2 + γ2)2µ2M
;

(6)

avx = − 5

748

~k2γ3G|δ|(17γ2G+ 357µ2)

(δ2 + γ2)2µ2M
,

где параметр µ определяется выражением:

µ =
1

4

√

17

33

Gγ2
√

5γ2 + δ2

γ2 + δ2
.

Тогда выражение для фокусного расстояния прини-
мает вид:

f =
~k

gµB

17Gγ2 + 352µ2

176µ2(3ge − gg) + 17Gγ2ge
vz. (7)

Фокусное расстояние, определяемое выражением
(7), зависит от отстройки лазерного излучения от
частоты атомного перехода, поскольку от нее зави-
сит параметр µ. Так же от отстройки частоты лазер-
ного излучения зависит и ширина скоростного рас-
пределения. В предположении, что δ ≫ γ

√
G, тем-

пература атомов T будет определяться выражением
[10, 11]:

T =
~γ2

4δkB
G. (8)

Пользуясь выражением (8), можно оценить
ожидаемую величину перетяжки сфокусированного
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость фокусного рас-
стояния при суб-доплеровском механизме взаимодей-
ствия атомов с фокусирующим лазерным полем (чер-
ная кривая) и оценка ожидаемого размера перетяжки
сфокусированного атомного пучка, ограниченной диф-
фузией импульса для моноскоростного атомного пучка
(красная кривая) от отстройки частоты фокусирующе-
го лазерного излучения. На вставке представлена та же
зависимость фокусного расстояния в увеличенном мас-
штабе

атомного пучка при фокусной длине 25 см. На
рисунке 2 представлены зависимости фокусного
расстояния и величины перетяжки в зависимости
от величины отстройки δ при G = 1. Значения
представлены для отстройки частоты лазерного
излучения δ < −4γ, при которой выполняется усло-
вие суб-доплеровского взаимодействия. Из рисунка
2 видно, что зависимость фокусного расстояния
от частоты отстройки лазерного излучения от
резонанса носит слабый характер и практически
не изменяется при больших отстройках. При этом
размер перетяжки уменьшается с увеличением
отстройки. Это связано с тем фактом, что ширина
проекции скоростного распределения атомов на ось
X уменьшатся. Из рисунка 2 видно, что при боль-
ших отстройках возможна фокусировка в диаметр
менее одного миллиметра.

4. Пространственное распределение атомов
в фокальной плоскости. Проведенные выше рас-
четы сделаны для моноскоростного атомного пучка.
Учет распределения скоростей атомов не только по
осиX , но и в продольном направлении (ось Z) приво-
дит к дополнительному увеличению размера фокаль-
ного пятна. Для более точного анализа фокусировки
атомов и учета диффузии импульса атома необходи-
мо рассмотреть эволюцию функции распределения
атомов w(t, x, z, vx, vz). Эволюция данной функции
описывается уравнением Фоккера–Планка [12].

Решение уравнение Фоккера–Планка рассмотрим
только в области взаимодействия атомов с лазерным
излучением, т.е. в области 2D-МОЛ. Распростране-
ние атомного пучка в области до 2D-МОЛ и после
может быть рассмотрено с использованием кинети-
ческих уравнений, поскольку в данных областях от-
сутствует лазерное поле и, следовательно, отсутству-
ет диффузия импульса.

В области 2D-МОЛ можно считать, что изме-
нение координаты x не происходит, поскольку об-
ласть взаимодействия мала. Так же можно не учи-
тывать изменение продольной скорости vz, посколь-
ку сила вдоль оси Z в области 2D-МОЛ отсутствует,
а изменение скорости vz вследствии диффузии им-
пульса будет лежать внутри первоначальной шири-
ны скоростного распределения атомов по продоль-
ным скоростям. Эта ширина скоростного распределе-
ния определяется доплеровским режимом охлажде-
ния атомов в МОЛ, используемой для формирова-
ния низкоскоростного атомного пучка. В силу это-
го диффузия импульса вдоль оси Z не приведет к
уширению пятна фокусировки. Можно исключить
и зависимость скорости атомов от координаты z,
поскольку отсутствует сила вдоль оси Z. При сде-
ланных предположениях функция распределения за-
висит только от t и vx: w(t, x, z, vx, vz) = w(t, vx).
Эволюцию данной функции достаточно рассмотреть
только на временном интервале T = L/vz. Учет ско-
ростного распределения атомов по продольным ско-
ростям vz может быть сделан нормировкой функции
w(t, vx) на количество атомов

∫∞
−∞ w(t, vx)dvx|vzdvz =

M(vz)dvz , где M(vz) – максвелловский контур рас-
пределения атомов по продольным скоростям с тем-
пературой Tz. Таким образом, для рассмотрения эво-
люции функции распределения достаточно решить
следующее уравнение:

∂w

∂t
= − ∂

∂vx

(

Fx

m
w

)

+
∂2

∂v2x

(

Dxx

m2
w

)

, (9)

где vx – проекция скорости атома на ось x, Fx – си-
ла, действующая на атомы в области 2D-МОЛ,Dxx –
тензор диффузии импульса атома, m – масса ато-
ма. Тензор диффузии импульса атома при взаимо-
действии с 2D-МОЛ при доплеровском режиме вза-
имодействия имеет вид [13]

Dxx(x, vx) = −0.7~2k2γG







1

1 +G+
(

δ+kvx+αgx
γ

)2 +

+
1

1 +G+
(

δ−kvx−αgx
γ

)2






. (10)
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При суб-доплеровском режиме взаимодействия с
2D-МОЛ тензор диффузии импульса будет описы-
ваться выражением [14]:

D0 = Dxx(0, 0) = −23

17
~
2k2γ

Gγ2

δ2
. (11)

Уравнение (9) может быть решено численно
при следующих предположениях. Низкоскоростной
атомный пучок формируется в трехмерной МОЛ,
в одном из зеркал которой сделано отверстие диа-
метром 1 мм, которое служит входной апертурой
атомного пучка при фокусировке и локализации
атомов вблизи атомного чипа. Данное отверстие
формирует геометрию атомного пучка. Продоль-
ное скоростное распределение предполагается как
максвелловское с температурой Tz = 15мК вблизи
среднего значения скорости vz0 = 14м/с. Такое
значение скорости характерно для низкоскоростных
атомных пучков атомов рубидия [6]. Поперечное
распределение определяется диафрагмированием
атомного пучка. Использованное в расчете рас-
пределение поперечной скорости задавалось как
максвелловское распределение с температурой
Tx = 250мкК вблизи значения vx0

= 0м/с.
От выходной апертуры до области взаимодей-

ствия с 2D-MOЛ атомы свободно распространяют-
ся. Для численного решения необходимо задать рас-
пределение поперечной скорости в плоскости непо-
средственно перед 2D-MOЛ. Нетрудно видеть, что в
каждой точке этой плоскости скоростное распределе-
ние по vx зависит от продольной скорости vz . Иско-
мое распределение будет являться кусочно-заданной
функцией координаты x и скорости vx:

w0(x, vx) =



















































0, vx <
x− r0
l

vz ;

√

m

2πkBTx
exp

(

− mv2x
2kBTx

)

,

x− r0
l

vz < vx <
x+ r0
l

vz;

0, vx >
x+ r0
l

vz .

где r0 – это начальная координата по оси X у вход-
ной апертуры, а l – длина распространения пучка
от входной апертуры до зоны взаимодействия с 2D-
МОЛ. Данное значение w0(x, vx) будет являться на-
чальным для решения уравнения (9).

Уравнение Фоккера–Планка решалось для об-
ласти взаимодействия атомов с 2D-MOЛ длиной
L = 2 см. Скоростные распределения по vz и vx раз-
бивались на области с малым шагом, и уравнение

численно решались для каждого получившегося на-
бора vz и vx, а также для всех начальных коорди-
нат атомов r0 в пределах входной апертуры. Урав-
нения решались как для случая доплеровского ре-
жима взаимодействия атомов с 2D-МОЛ, так и при
суб-доплеровском режиме.

В ходе решения уравнения Фоккера–Планка
определялось распределение атомов по поперечным
скоростям в зависимости от координаты x для каж-
дой из скоростных групп с продольной скоростью
vz на выходе из зоны взаимодействия с 2D-МОЛ.
Атомы с полученным распределением поперечной
скорости свободно распространялись до фокальной
плоскости. Для расчета результирующего простран-
ственного распределения атомов область фокальной
плоскости разбивается на ячейки, в каждой из
которой суммируется количество атомов, дошедшее
до нее.

На рисунке 3 представлено распределение атомов
вдоль оси X в фокальной плоскости для трех слу-
чаев: (1) отсутствие фокусировки (черная кривая),
(2) при фокусировке в 2D-МОЛ с доплеровским ме-
ханизмом охлаждения (красная кривая) и (3) при
фокусировке в 2D-МОЛ с суб-доплеровским меха-
низмом охлаждения (синяя кривая). Параметры ла-
зерного поля и величины градиента магнитного по-
ля выбирались таким образом, чтобы фокусное рас-
стояние было равно 25 см. Представленные функции
нормированы на единичную площадь под кривой.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Функция пространственного
распределения плотности атомов вдоль поперечной оси
X в фокальной плоскости: (1) без фокусировки (черная
кривая); (2) фокусировка в 2D-МОЛ при доплеровском
режиме охлаждения (красная кривая); (3) фокусиров-
ка в 2D-МОЛ при суб-доплеровском механизме охла-
ждения (синяя кривая)
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Из рисунка 3 видно, что при свободном распро-
странении пучка холодных атомов в отсутствие фо-
кусировки ширина пространственного распределе-
ния атомов вблизи области локализации чипа состав-
ляет 9 мм (черная кривая). При использовании же
фокусировки атомного пучка с помощью 2D-МОЛ с
доплеровским режимом охлаждения (с отстройкой
лазерного излучения относительно частоты точного
резонанса δ = −4γ, параметром насыщения G = 10

и градиентом магнитного поля g = 0.51Гс/см [3])
ширина сфокусированного пучка сужается незначи-
тельно до 8 мм (красная кривая).

Суб-доплеровский режим взаимодействия ато-
мов с 2D-МОЛ рассматривался при следующих па-
раметрах: отстройка частоты лазерного излучения
δ = −20γ, параметр насыщения G = 1 и градиент
магнитного поля g = 0.93Гс/см. В этом случае про-
странственное распределение атомов по координате
X в фокальной плоскости имеет характерную шири-
ну 0.7 мм (синяя кривая), что позволяет говорить об
эффективной фокусировке атомного пучка в область
локализации чипа.

Физическим смыслом функции пространственно-
го распределения атомов, представленной на рис. 3
является распределение локальной концентрации
атомов. Действительно, из условия нормировки
представленных кривых, количество атомов в эле-
менте dx определяется выражением: dn = N0n(x)dx,
где n(x) =

∫∞
0

∫∞
−∞ w(x, z, vx, vz)dvxdvz|z=f – функ-

ция распределения, представленная на рис. 3. Из
проведенных расчетов следует, что локальное уве-
личение плотности атомов, при фокусировке в
суб-доплеровском режиме взаимодействия в рас-
сматриваемом одномерном случае, достигает 13
раз. При рассмотрении двумерной фокусировки,
локальное увеличение плотности достигает 169 раз.

5. Заключение. В работе представлен анализ
возможности фокусировки атомного пучка с исполь-
зованием двумерной магнито-оптической ловушки с
целью увеличения атомов в области охлаждения и
локализации вблизи атомного чипа.

В работе рассмотрено два режима взаимодей-
ствия атомов с фокусирующим лазерным полем. До-
плеровский режим взаимодействия, который реали-
зуется при малых отстройках лазерного поля от точ-
ной частоты атомного резонанса. В этом режиме в
силу диффузии импульса эффективность фокуси-
ровки при рассмотренных параметрах низкая: раз-
мер области фокусировки составил значение 8 мм
при параметрах, которые могут быть реализованы
в экспериментальных условиях [4]. При больших от-
стройках лазерного излучения характер взаимодей-

ствия атомов с лазерным полем изменяется. Су-
щественным становится суб-доплеровский механизм
взаимодействия. Это приводит к уменьшению диф-
фузии импульса и, как следствие, к уменьшению
ширины скоростного распределения атомов по попе-
речным скоростям. В таком режиме взаимодействия
расчетная область фокусировки составила значение
0.7 мм.

Увеличение плотности атомов в фокальной плос-
кости при двумерной фокусировке достигает 169 раз
по сравнению со случаем, когда фокусировка отсут-
ствует. Уменьшение области фокусировки, а следо-
вательно, и увеличение плотности, может быть до-
стигнуто за счет уменьшения фокусного расстоя-
ния. При этом использование суб-доплеровского ме-
ханизма взаимодействия может позволить произво-
дить фокусировку атомов в область с размерами по-
рядка 100 мкм.
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The current research explores the interaction be-
tween plasmonic whispering gallery modes (WGM) on
silver nanospheres’ surfaces and an exciton in the sur-
rounding organic medium. The study aims to explore
the potential for achieving strong coupling between plas-
mon modes localized on spherical metal particles’ sur-
faces and an exciton in an organic material. Consid-
ering a microsphere of radius r0 with permittivity ε1
surrounded by a medium with permittivity ε2, match-
ing the tangential field components at the media inter-
face results in an equation for eigenmodes. The interac-
tion between the obtained plasmon modes and excitons
in the organic material is described by a Hamiltonian,
which involves exciton and plasmon creation and anni-
hilation operators and coupling between plasmon and
exciton. The study takes into account that the organic
exciton will interact with several plasmon modes.

Silver was chosen as the material for spherical
metal particles in this study, with its refractive index
described by the Drude model that takes plasma oscilla-
tions of electrons into account. For the organic material,
DPAVBi (4, 4′-bis[4-(di-p-tolylamino)styryl]biphenyl)
[1] was used due to its high oscillator strength. The
investigation involved solving the problem for different
metal particle radii, which resulted in obtaining a
collection of WGMs for each radius considered. Field
distribution demonstrate that the fields focus on
the metal surface, suggesting potential for a strong
interaction. Two special modes appear at the energy
edges, where the dissipation tends towards that of
the exciton mode, indicating an increase in exciton
contribution to the polariton mode. This phenomenon
is consistent with previous observations [2] and suggests
that polariton modes with a larger exciton contribution
produce more intense radiation, hence the potential for

1)e-mail: leha.s92.92@gmail.com, evtikhiev@mail.ioffe.ru

strong coupling. Spectra resulting from the interaction
of an “absorbing” exciton in DPAVBi with plasmon
modes localized on the metal sphere were calculated
for various radii (Fig. 1). For larger radii, the Rabi
splitting increases, and two main peaks appear. It was
observed that as the radius increases, the intensity of
the emitted radiation decreases, imposing constraints
on finding the optimal sphere radius that provides both
sufficient radiation intensity and a large Rabi splitting.

Fig. 1. (Color online) Theoretical spectra formed as a re-
sult of the interaction of the “absorbing” exciton mode in
the organic material DPAVBi and plasmon modes formed
on the surface of a silver spheres of different diameters

Thus, for sufficiently large radii of metallic spheres,
the dense spectrum of surface plasmon modes can ef-
fectively interact with excitons in the organic material
surrounding the sphere. This can result in significant
modification of both absorption and radiation charac-
teristics of the system. These observations highlight the
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potential of such hybrid systems for a range of applica-
tions in optoelectronics and photonics.
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Теоретически рассмотрен алгоритм построения структуры одномерного фотонного кристалла, при
отражении от которого фемтосекундный световой импульс с гауссовой огибающей преобразуется в им-
пульс с огибающей произвольной заданной временной зависимости. Метод проиллюстрирован на при-
мере прямоугольного импульса. Приведены примеры для простых форм импульса, оценено влияние
оптического поглощения и предложен способ его компенсации.

DOI: 10.31857/S1234567823130050, EDN: fzyrbg

Введение. Устройства для управления формой
фемтосекундных импульсов востребованы во многих
областях науки. Модулированные импульсы исполь-
зуются для управления химическими реакциями [1],
в приложениях квантовой оптики [2], при генерации
когерентных фотонов [3], в исследованиях молеку-
лярной электронной плотности [4] и молекулярной
фрагментации [5], генерации сверхкоротких импуль-
сов [6] и в других приложениях.

Благодаря большой востребованности, задача
формирования импульсов света с произвольной
огибающей актуальна уже на протяжении более 35
лет [7, 8]. Существует несколько техник для фор-
мирования огибающей импульсов [9]. Как правило,
эти техники основаны на спектральном разложе-
нии исходного импульса, модуляции отдельных
спектральных компонент по амплитуде и/или фазе
и объединении спектральных компонент в новый
импульс нужной формы [10]. Экспериментально
для спектрального разложения и обратной сборки
импульса используются пары призм, дифракцион-
ных решеток или других дисперсионных элементов,
объединенных в так называемую 4f -систему [11].
В промежутке между дисперсионными элемента-
ми разные спектральные компоненты импульса
распространяются по разным пространственным
траекториям. Компоненты проходят через много-
канальный модулятор, в качестве которого могут
быть использованы жидкокристаллические матрицы
[12, 13], акустооптические фильтры [14], деформиру-

1)e-mail: sse@shg.ru

емые зеркала [15], а также цифровые микрозеркала
[16], используемые сегодня в проекторах.

С теоретической точки зрения [9, 17] фор-
мирование огибающей фемтосекундных импульсов
представляет собой преобразование Фурье желаемой
функции огибающей импульса и получение спек-
тральных коэффициентов ее разложения. Однако,
пространственные модуляторы и другие компонен-
ты 4f -систем могут иметь сложный спектральный
отклик, связь между амплитудой и фазой и другие
технические нюансы, которые требуется учесть в
расчетах. Поэтому применяются более сложные
техники, использующие подбор фаз и амплитуд при
помощи эволюционных алгоритмов [18, 19], нейрон-
ных сетей [20, 21] и других алгоритмов машинного
обучения.

4f -системы достаточно громоздкие, собираются
на оптическом столе из дорогих компонент и чув-
ствительны к настройке, поэтому ведутся поиски
альтернативных способов формирования фемтосе-
кундных импульсов. Например, используются мас-
сивы чирпированных брэгговских волокон [22], и
волноводы, изготовленные прямой лазерной записью
[23], метаматериалы и метаповерхности [25], наноан-
тенны [26]. Тонкие фотонные кристаллы использу-
ются для чирпирования лазерных импульсов [27].

В этой работе мы предлагаем идею управления
формой фемтосекундного импульса при его отраже-
нии от фотонного кристалла с модуляцией показате-
ля преломления в виде суммы гармонических функ-
ций. Идея состоит в селективном управлении ам-
плитудой и фазой спектральных компонент импуль-
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са при помощи амплитуды и фазы соответствующих
гармонических функций. Предлагаемая схема рабо-
тает на отражение от единственного оптического эле-
мента, не требует фокусировки света, а потому при-
годна для формирования импульсов большой мощ-
ности.

Постановка задачи. Рассмотрим прозрачную
среду оптической толщиной L с показателем прелом-
ления n0 = 1.5 и плоскими границами раздела. Пусть
свет распространяется только вдоль нормали к гра-
ницам: задача одномерная. Ось x направлена вдоль
нормали, в целях удобства вычислений координаты
внутри среды отсчитываются в единицах оптическо-
го пути. Показатель преломления среды может от-
клоняться от среднего значения и иметь некоторую
зависимость n(x).

Пусть задана функция F (t), вещественная, непре-
рывная, с ограниченным спектром. Требуется най-
ти такую функцию n(x), чтобы при падении на сре-
ду оптического импульса с гауссовой огибающей от-
раженный импульс имел огибающую, соответствую-
щую функции F (t).

Решение. Введем в этой среде пространствен-
ную модуляцию показателя преломления в виде од-
ной гармонической функции :

n1(x) = n0 +A1 cos(k1x+ φ1), (1)

где A1, φ1, k1 – амплитуда, фаза и волновой век-
тор (в случае одномерной задачи – волновое число)
пространственной решетки показателя преломления.
Известно (см., например, [28]), что падающая волна,
имеющая волновой вектор вдвое меньше k1 по моду-
лю, будет испытывать дифракционное отражение от
этой решетки, так как к волновому вектору волны
прибавляется волновой вектор решетки, в результа-
те чего направление движения волны меняется на
обратное. Амплитуда и фаза отраженной волны при
этом будут пропорциональна амплитуде и фазе мо-
дуляции решетки показателя преломления.

Выберем функцию F (t). Для иллюстрации рас-
смотрим оптический импульс длительностью 800 фс
и центральной длиной волны λ0 = 800 нм с прямо-
угольной огибающей (рис. 1a). Найдем спектр этого
импульса. Согласно свойствам преобразования Фу-
рье, спектр будет иметь вид Фурье-образа F (ω), сме-
щенного на частоту оптических колебаний световой
волны ω0 = 2πc/λ0, где c – скорость света. График
модуля комплексной функции F (ω − ω0) показан на
рис. 1b, для наглядности вместо частотной зависи-
мости на графике показана зависимость от длины
волны, т.е. F (2πc/λ− 2πc/λ0).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Пошаговая иллюстрация ме-
тода: (a) – желаемая форма огибающей оптического
импульса; (b) – спектр импульса с этой огибающей;
(c) – структура ФК, построенная согласно предлага-
емому методу, показаны первые и последние 4 мкм

Каждой Фурье-компоненте функции F (ω−ω0) по-
ставим в соответствие пространственную гармонику

nω(x) = n0 + δn · Aω cos

(

2ωx

c
+ φω

)

, (2)

где положим амплитуду и фазу гармоники равной
амплитуде и фазе Фурье-компоненты:

Aω = |F (ω − ω0)|, φω = argF (ω − ω0). (3)

Множитель 2 в аргументе косинуса в уравнении
(2) обозначает, что пространственная решетка име-
ет вдвое больший волновой вектор, чем отраженная
волна. Величина δn – коэффициент модуляции, для
примера взятый равным 0.0005.

Теперь объединим все пространственные гармо-
ники и получим:

n(x) = n0 + δn

∞
∫

−∞

Aω cos

(

2ωx

c
+ φω

)

dω. (4)

Рассмотрение зависимости n(x) от оптической
толщины x позволяет учесть дисперсию среды, в
этом случае в подынтегральном выражении следует
учесть зависимость показателя преломления в опти-
ческом пути xω от частоты.

Пример зависимости n(x) для прямоугольного
импульса показан на рис. 1c, зависимость имеет вид
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квазигармонической функции, представляющей со-
бой сумму гармонических функций с близкими ча-
стотами. Задача решена.

Преобразование Фурье вычислялось по алгорит-
му Fast Fourier Transform, при расчете временных ха-
рактеристик использовалось 8192 точек по времени
с шагом 1 фс.

Проверка решения. Теперь по известной за-
висимости n(x) найдем функцию временного опти-
ческого отклика этой среды на падающий импульс
с гауссовой огибающей. Это реализуется при помо-
щи комбинации известных методов. Вначале най-
дем спектр коэффициента отражения этой структу-
ры. Для произвольных функций n(x) удобнее всего
находить спектр методом матриц распространения
[29] или рекуррентным методом [30]. Приведем n(x)

к дискретному виду, аппроксимировав ее кусочно-
постоянной функцией, что физически эквивалентно
разделению оптической среды на слои. Корректность
применения этой аппроксимации обсуждалась в [31].
Выберем шаг по координате δx много меньше опти-
ческой длины волны. В этой работе использовалось
значение δx = 20 нм. Координаты могут принимать
значения xj = j · δx, таким образом, показатели пре-
ломления слоев равны nj = n(xj), а их геометри-
ческие толщины dj = δx/nj. Исходя из набора nj ,
dj , матричным методом вычислялся спектр ампли-
туды комплексного коэффициента отражения r(λ).
Модуль этой величины показан на графике рис. 2a.
Хорошо видно, что график |r(λ)| очень похож на гра-
фик спектра функции F .

Cпектр коэффициента отражения модулирован-
ной среды имеет сравнительно небольшое макси-
мальное значение 0.15, кроме того, большая часть
(по площади под графиком) спектра исходного им-
пульса попадает в области еще более низкого ко-
эффициента отражения. Таким образом, большая
часть исходного сигнала пройдет сквозь среду. Это
объясняется малой амплитудой модуляции δn =

= 0.0005. Для увеличения эффективности преобра-
зования можно повысить эту величину, но в целях
иллюстрации метода достаточно и этого значения.

Теперь вычислим отклик этой многослойной
структуры на импульс с гауссовой огибающей G(t)

(рис. 2b, для примера длительность импульса выбра-
на 30 фс). Расчет выполняется известным методом
спектрального разложения [9]. А именно, найдем
Фурье-образ импульса G(ω − ω0) (рис. 2a), после
чего домножим каждую Фурье-компоненту на коэф-
фициент отражения r(2πc/ω) и выполним обратное
преобразование Фурье, чтобы получить временную
форму огибающей импульса, отраженного от среды:

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – спектр коэффициен-
та отражения модулированной среды в сравнении со
спектром входного сигнала (амплитудные значения);
(b) – интенсивности огибающих входного и выходно-
го сигнала

S(t) =

∞
∫

−∞

r(2πc/ω)G(ω − ω0)e
iωtdω. (5)

Результат вычисления показан на рис. 2b. Вре-
менная зависимость огибающей имеет вид прямо-
угольной функции со сглаженными фронтами и дли-
тельностью на полувысоте 780 фс, что повторяет
форму функции F (t).

Результаты и обсуждение. Можно заметить
на рис. 2b, что фронты получившегося импульса
сглаженные, а конкретнее, время нарастания с уров-
ня 20 до 80 % составило 30 фс. Причина этого в том,
что исходная функция F (t) имеет неограниченный
спектр: ее фронты абсолютно резкие, а спектр вход-
ного импульса имеет гауссову форму и быстро зату-
хает при отдалении от центральной частоты. Поэто-
му во входном импульсе отсутствуют нужные гармо-
ники для формирования достаточно резких фронтов,
соответственно по формуле (5) эти гармоники будут
отсутствовать и в выходном.

На рисунке 3 показано, как меняется передний
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Интенсивности огибающих
входного и выходного сигнала (показан передний
фронт, выходной импульс сдвинут во времени для на-
глядного сравнения со входным) при варьировании
длительности входного импульса, равной 20, 30, 50,
100 фс. Вставка: сравнение спектров отражения опти-
ческой среды и исходного импульса

фронт выходного импульса при увеличении длитель-
ности входного. Фронт импульса становится более
сглаженным, время нарастания увеличивается: на
рис. 3 указано значение времени нарастания фрон-
та с 20 до 80 %. Это время с хорошей точностью сов-
падает с длительностью исходного импульса, неболь-
шая разница объясняется округлением до ближайше-
го дискретного значения времени. На рисунке 3 для
импульса 100 фс дополнительно показан спектр ко-
эффициента отражения среды в сравнении со спек-
тром мощности исходного импульса. Видно, что из-за
узкого спектра входного импульса обрезаются почти
все особенности спектра среды. В общем случае не
получится создать в выходном импульсе особенно-
сти (пики, фронты, спады), длительность которых
меньше, чем длительность исходного импульса.

Зависимость от толщины оптической сре-
ды. Вычислим такое распределение n(x), которое
при отражении будет формировать последователь-
ность 4 импульсов с гауссовой огибающей, для дан-
ного примера пусть их длительность (полная шири-
на на полувысоте) составляет 500 фс. Соответству-
ющая функция F (t) показана на рис. 4a. В каче-
стве входного импульса был использован гауссов им-
пульс длительностью 30 фс, результаты принципи-
ально не изменяются при варьировании этой величи-
ны в диапазоне 30–200 фс. Получившаяся в резуль-

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Заданная функция вре-
менного отклика F (t) и соответствующее ей (b) про-
странственное распределение показателя преломления
оптической среды. (c) – Выходная функция временного
отклика, получившаяся при отражении от модулиро-
ванной среды гауссова импульса длительностью 30 фс

тате огибающая выходного импульса (рис. 4a) ожи-
даемо имеет вид четырех последовательных гауссо-
вых импульсов одинаковой амплитуды, временная
задержка между ними соответствует заказанной и
равна τ = 1630± 1фс.

Обратим внимание на профиль показателя пре-
ломления n(x). Эта функция имеет 4 максимума
в форме гауссиана с набивкой в виде гармониче-
ских функций с близкими частотами. Гауссова фор-
ма этих максимумов объяснима тем, что преобразо-
вание Фурье гауссовой функции дает гауссову функ-
цию. Пространственное расстояние между максиму-
мами равно ∆x = 242± 2 нм.

Каждый из максимумов функции n(x) отвеча-
ет за определенный импульс из последовательности,
причем более глубокие максимумы отвечают за более
поздно приходящие импульсы. Продемонстрируем
это: искусственно обрежем оптическую среду, сохра-
нив только первые 3, 2, 1 максимумов (рис. 5). Уда-
ление соответствующих максимумов функции моду-
ляции показателя преломления приводит к исчезно-
вению импульсов во временном отклике.

Отметим, что имеет место соотношение 2∆x =

= cτ . Таким образом, временная задержка между
импульсами на выходе физически получается из то-
го, что импульс отражается с большей глубины опти-
ческой среды. Следовательно, максимально возмож-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Выходные функции времен-
ного отклика, получившиеся при отражении от опти-
ческой среды, искусственно обрезанной в точках 860,
620, 370 мкм соответственно

ная длина получаемой последовательности импуль-
сов во времени ограничена величиной Tmax = 2L/c.

Влияние оптического поглощения. В реаль-
ных оптических средах присутствует поглощение
или рассеяние, которое ухудшает рассматриваемые
оптические эффекты. Для оценки влияния оптиче-
ского поглощения введем мнимую часть показателя
преломления: положим n0 = 1.5+0.0001i и повторим
расчет. На рисунке 6a показана функция отклика по-
глощающей среды. Она имеет вид четырех максиму-
мов гауссовой формы, амплитуда которых экспонен-
циально падает со временем, причем импульсы, кото-
рые пришли позже, испытали большее ослабление за
счет более длинного пройденного оптического пути.

Для компенсации поглощения предлагается мо-
дифицировать задаваемую функцию F (t), искус-
ственно увеличивая амплитуду более поздних компо-
нент. На рисунке 6b показан профиль n(x), постро-
енный для задаваемой функции, в которой ампли-
туда каждого следующего гауссова импульса в 1.31
раза больше предыдущего. Отраженный от такой
среды импульс преобразуется в последовательность
(рис. 6с), в которой оптическое поглощение скомпен-
сировано за счет увеличения коэффициента отраже-
ния среды, таким образом, оптический отклик снова
соответствует желаемому.

Возможности экспериментальной реализа-
ции. Изложенный метод построения модуляции оп-
тической среды для формирования фемтосекундных
импульсов может быть реализован в эксперименте
при помощи методов изготовления фотонных струк-
тур, в которых возможно создавать произвольную

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – выходная функция вре-
менного отклика, получившаяся при отражении от оп-
тической среды с поглощением. (b) – Профиль пока-
зателя преломления с компенсацией поглощения. (c) –
Выходная функция для среды с компенсацией погло-
щения

непрерывную или квазинепрерывную модуляцию по-
казателя преломления:

• Электрохимическое травление пористого крем-
ния [32], алюминия [33, 34] и титана [35]. Ме-
тоды позволяют изготовлять оптические сре-
ды толщиной до 1 мм, контраст показателя пре-
ломления достигает 0.2, среды не имеют погло-
щения света в материале, однако существенно
наличие рассеяния света на порах.

• Двухфотонная лазерная литография [36, 37].
С ее помощью можно создавать среды, име-
ющие градиентный показатель преломления.
Перспективным является метод создания реше-
ток при помощи двухфотонной литографии в
окисленном пористом кремнии [38]. Контраст
показателя преломления при этом не превосхо-
дит 0.05, однако расчеты показывают, что та-
кая величина приемлема. Ограничение на оп-
тическую толщину в этом случае порядка 1 см
и определяется, главным образом, стоимостью
времени работы установки.

• Брэгговские волокна, созданные прямой лазер-
ной записью [39]. Продольная модуляция по-
казателя преломления достигается облучением
сердцевины волокна мощным лазерным излу-
чением [40]. Контраст показателя преломления
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не превосходит 10−3−10−4, однако это может
быть компенсировано за счет длины волокна.
Линейный размер оптических волокон в рамках
этой задачи можно считать неограниченным.

Заключение. В работе теоретически продемон-
стрирован метод построения оптической среды, спо-
собной при отражении формировать фемтосекунд-
ный импульс или последовательность импульсов с за-
данной формой огибающей. Установлены следующие
ограничения метода: 1) спектр задаваемой последо-
вательности не должен быть шире спектра импуль-
са, падающего на среду, соответственно временные
особенности (максимумы, минимумы, фронты) же-
лаемой последовательности не должны быть коро-
че длительности входного импульса. 2) Общая дли-
на последовательности не может превышать удво-
енную оптическую толщину среды, разделенную на
скорость света.

Кроме того, было рассмотрено влияние оптиче-
ского поглощения на работу метода и показана тех-
ника, позволяющая скомпенсировать поглощение за
счет увеличения коэффициента отражения.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке Российского научного фонда, проект
21-72-10103, https://rscf.ru/project/21-72-10103/.
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Зависимость резонансного обращения волнового фронта света на

поляритонах от интенсивности оптической накачки в пленках
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Теоретически и экспериментально показана возможность резонансного обращения волнового фронта
света в возбужденной полупроводниковой среде. На эпитаксиальных пленках ZnO при комнатной тем-
пературе и накачке азотным лазером обнаружено индуцированное обращение волнового фронта света
в инфракрасной области спектра для энергии фотонов, равной половине энергии излучательной реком-
бинации поляритонов. Исследованы зависимости интенсивности сигнала обращения волнового фронта
от энергии падающего фотона и интенсивности лазерной накачки.

DOI: 10.31857/S1234567823130062, EDN: gawrst

1. Введение. В полупроводниковых материалах
существуют для некоторых частот радио и оптиче-
ского диапазона собственные резонансные колебания
(плазмоны, фононы, экситоны и т.д.), приводящие к
резонансному колебанию поляризации кристалличе-
ской решетки и возникновению особых состояний ма-
териала под общим названием – поляритоны. Харак-
тер дисперсионных кривых частота–волновой вектор
для этих квазичастиц дает высокую локальную плот-
ность состояний в точках с нулевым волновым век-
тором для резонансных частот. Именно поляритоны
обуславливают целый ряд интересных для практи-
ческого применения свойств полупроводников, таких
как комбинационное рассеяние света (КРС), оптиче-
ское поглощение, люминесценция и резонансное об-
ращение волнового фронта света. В данной работе
мы будем исследовать экситонные состояния в ши-
рокозонном материале – оксиде цинка, имеющие ре-
зонанс в фиолетовой области спектра 380–400 нм. В
этом полупроводнике энергия связи экситона имеет
рекордно высокое значение 60 мэВ [1], что позволя-
ет получать высокие плотности данных поляритонов
при небольшой интенсивности оптической накачки
при комнатной температуре. Для других соедине-
ний (например, GaN) требуется создание квантово-
размерных структур, чтобы получить высокие плот-
ности экситонов в различных диапазонах спектра.
При этом спектральное положение экситонных резо-
нансов можно менять не только химическим соста-

1)e-mail: gran@iptm.ru

вом, но и геометрическим размером квантовых ям,
нитей или точек. Благодаря высокой эффективно-
сти излучательной рекомбинации в пленках ZnO в
ряде работ наблюдалась стимулированная люминес-
ценция в ультрафиолетовой области 390–400 нм при
возбуждении азотным лазером [2, 3]. В этом случае
происходило усиление света при излучательной ре-
комбинации экситонов или электрон-дырочной плаз-
мы (ЭДП) в сильно возбужденном оксиде цинка при
мощном лазерном импульсном возбуждении.

Для нас особый интерес вызывает такое нели-
нейное явление, как обращение волнового фронта
(ОВФ) световой волны в возбужденной среде [4–6].
Поскольку в этом случае падающая волна всегда от-
ражается в строго обратном направлении, независи-
мо от угла падения на поверхность образца возника-
ет возможность создания устройств аддаптивной оп-
тики для фокусировки обращенной и усиленной вол-
ны на подсвеченные объекты. Такая система может
самонастраиваться и ОВФ может исправлять иска-
жения, вызванные усиливающей средой или оптиче-
скими элементами в лазерном резонаторе. В первых
экспериментах [6] по ОВФ использовалось трехвол-
новое смешение в средах с кубической нелинейно-
стью (1) и мощности накачки двух встречных волн
порядка 1.6 × 107 Вт/см2, а мощность отраженной
волны составляла примерно 2 · 10−3 от мощности
третьей сигнальной волны (коэффициент отражения
среды). Из-за этого первые зеркала ОВФ имели боль-
шой объем, малый коэффициент отражения и бы-
ли не применимы для довольно миниатюрных по-
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лупроводниковых лазеров. В работе [7] теоретиче-
ски и экспериментально показана возможность резо-
нансного ОВФ в возбужденной полупроводниковой
среде. На эпитаксиальных пленках ZnO при накачке
азотным лазером было обнаружено обращение света
для энергии фотонов, равной половине энергии излу-
чательной рекомбинации свободных экситонов. Бы-
ло предложено объяснение данного эффекта ОВФ:
квадратичное взаимодействие световых и экситон-
ных электромагнитных колебаний в возбужденной
полупроводниковой среде. Ранее [8] теоретически и
экспериментально была показана возможность нере-
зонансного обращения светового волнового фронта
(ОВФ) в возбужденной полупроводниковой среде –
на порошке ZnO при комнатной температуре и на-
качке импульсным азотным лазером. Впервые обна-
ружено обращение света при ступенчатом времен-
ном изменении диэлектрической проницаемости сре-
ды во время перехода Мотта. Исследованы зависи-
мости интенсивности сигнала ОВФ от угла его ре-
гистрации. Предложено объяснение эффекта: взаи-
модействие световых и электрон-дырочных плазмен-
ных колебаний в полупроводниковой среде во вре-
мя изменения поляризации полупроводниковой сре-
ды под действием мощной оптической накачки.

Интересно подробнее исследовать эффект резо-
нансного ОВФ при интенсивном оптическом возбуж-
дении в пленках оксида цинка в зависимости от ин-
тенсивности накачки. При этом происходит процесс
всего лишь двухволнового смешения электромагнит-
ных колебаний, вероятность которого довольно вели-
ка в нецентросимметричных электрооптических по-
лупроводниковых материалах типа оксида цинка. В
этом случае при комнатной температуре происхо-
дит ОВФ на поляритонной волне с нулевым волно-
вым вектором, обусловленной образованием свобод-
ных экситонов или рекомбинацией ЭДП в тонком
слое порядка 100 нм. Целью данной работы являет-
ся исследование эффектов резонансного обращения
волнового фронта света на поляритонах разного ти-
па в пленках ZnO в зависимости от энергии фотона
падающего света, типа поляритона и от интенсивно-
сти возбуждающего ультрафиолетового лазера.

2. Теория. Выражение для поляризации Р полу-
проводниковой среды при воздействии электромаг-
нитных колебаний E1 и E2 с двумя разными часто-
тами Ω и ω можно записать в тензорном виде [7]:

Pi = χ1
ijEj + χ2

ijkEjEk + χ3
ijklEjEkEl + ..., (1)

где суммирование в правой части идет по всем оди-
наковым индексам (j, k, l = 1, 2, 3) или трем состав-
ляющим суммарного электрического поля, а χ1, χ2 и

χ3 – линейная, квадратичная и кубическая оптиче-
ская восприимчивость среды, представляющая в об-
щем случае тензора второго, третьего и четвертого
рангов, соответственно. Остановимся в (1) более по-
дробно на члене с квадратичной оптической воспри-
имчивостью, характерном для кристаллов с отсут-
ствием центра симметрии в кристаллической решет-
ке и ответственном за генерацию второй гармоники и
электрооптической эффект в материале (имеющим в
ZnO с решеткой гексагонального вюрцита значитель-
ную величину [7]). Для упрощения выкладок поло-
жим, что вектор поляризации Р и оба электрических
поля E1 и E2 направлены вдоль оси роста кристал-
ла, совпадающей с осью Z пространства. Световая
волна движется в направлении оси X и имеет вид:
E2 = {E20 exp(−iωt+ ikx) +E∗

20 exp(iωt− ikx)}. При
этом второе электромагнитное колебание в полупро-
воднике соответствует на кривой дисперсии поляри-
тона точке экситона в состоянии покоя (волновой
вектор K = 0) и имеет вид: E1 = {E10 exp(−iΩt) +
E∗

10 exp(iΩt)}. Тогда второй член в уравнении (1) бу-
дет иметь вид:

χ2(E1+E2)(E1+E2) = 2χ2E1E2+χ
2E2

1 +χ
2E2

2 . (2)

Остановимся подробнее на первом слагаемом в пра-
вой части (2) и распишем его в предположении, что
частота световой волны равна половине экситонной
частоты, т.е. ω = Ω/2.

2χ2E1E2 = 2χ2{E10E20 exp(−i3ωt+ ikx) +

+ E10E
∗
20 exp(−iωt− ikx) + К.С.}, (3)

где К.С. обозначает комплексно сопряженные чле-
ны к первым двум слагаемым в (3). Выражение (3)
для поляризации полупроводника дает две электро-
магнитных волны, но первая из них не укладывает-
ся на кривую дисперсию кристалла. Тогда как вто-
рая представляет собой обращенную световую волну,
движущуюся навстречу падающей – E2 не зависимо
от угла падения света на поверхность полупровод-
ника. Ее интенсивность пропорциональна интенсив-
ности падающей волны, интенсивности экситонных
колебаний и квадратичной нелинейной оптической
восприимчивости среды. Если возбуждать экситоны
ультрафиолетовым азотным импульсным лазером в
ZnO, глубина поглощения которого составляет по-
рядка 0.1–0.2 мкм, то легко получить условия боль-
ших интенсивностей накачки для ОВФ в тонком при-
поверхностном слое полупроводника.

Выше мы рассматривали второй квадратичный
по полю член в выражении для поляризации сре-
ды (1), но поляритон характерен тем, что дает из-
менение поляризации и в первом линейном члене за
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счет резонансной раскачки поляризуемости χ1 в эк-
ситонной области (или за счет изменения населен-
ности электронных уровней в полупроводнике). При
этом временная зависимость поляризуемости имеет
вид: χ1 = χ10 + {χ11 exp(−iΩt) + χ11∗ exp(iΩt)}, где
χ10 – постоянная величина. Остановимся подробнее
на первом слагаемом в правой части (1) и распишем
его в предположении, что частота световой волны E2

равна половине экситонной частоты, т.е. ω = Ω/2.

χ1E2 = χ10E2 + {χ11E20 exp(−i3ωt+ ikx) +

+ χ11E∗
20 exp(−iωt− ikx) + К.С.}. (4)

Выражение (4) для поляризации полупроводника
уже дает три электромагнитных волны, но вторая
из них не укладывается на кривую дисперсию кри-
сталла. Тогда как третья представляет собой обра-
щенную световую волну, движущуюся на встречу
падающей – E2 не зависимо от угла падения света
на поверхность полупроводника. Ее интенсивность
пропорциональна интенсивности падающей волны и
влиянию поляритонных колебаний на линейную оп-
тическую восприимчивость среды. В этом случае
имеем аналог КРС [9] на собственных колебаниях –
поляритонах среды. Тогда как в случае квадратич-
ной поляризуемости (3) обращение волнового фронта
является аналогом параметрической генерации света
(ПГС). Можно предположить, что второй механизм
резонансного ОВФ – аналог КРС (4) дает большую
интенсивность обращенного света, особенно, для ма-
териалов с центром симметрии в кристаллической
решетке. Но даже ОВФ на квадратичной поляризу-
емости больше по интенсивности обычной ПГС из-
за наличия 100 % фазового синхронизма обращенной
волны для любого материала и из-за большой плот-
ности локальных состояний фотонов для поляритон-
ной волны.

3. Эксперимент. В работе использовались плен-
ки ZnO, нанесенные на сапфир основной ориента-
ции (0001) методом электронно-лучевого высокова-
куумного напыления на установке L-560 (Leubold
Haereus). Толщина пленок составляла 0.5 мкм. Плен-
ки ZnO имели высокое кристаллическое качество с
осью роста, перпендикулярной поверхности [7]. В
спектре их люминесценции при комнатной темпе-
ратуре превалировал пик экситонного свечения с
максимумом 3.22 эВ. Спектры фотолюминесценции
(ФЛ) пленок исследовались при возбуждении им-
пульсным азотным лазером ЛГИ-505 с длительно-
стью импульса 10 нс, пиковой мощностью 15 кВт и
длиной волны 337.1 нм. Схема установки, использо-
ванной для измерения сигнала обращения волново-

го фронта и ФЛ на пленках оксида цинка подроб-
но описана в работах [7, 8]. Здесь важно отметить,
что падающая на образец световая волна была от
лампы накаливания “Нарва-100”, запитанной источ-
ником постоянного тока, и падала на образец под
углом более 45 градусов, чтобы геометрически отра-
женный свет не попадал в регистрирующий монохро-
матор МДР-6. Свет лампы накаливания после про-
хождения через светосильный монохроматор МДР-
12 был непрерывным во времени и имел спектраль-
ную полуширину не хуже 4 нм. Сиcтема регистра-
ции спектра была настроена на частоту возбуждаю-
щего лазера ЛГИ-505 и состояла из усилителя пере-
менных сигналов “Unipan-237” с выходом на компью-
тер. Образец оксида цинка находился при комнатной
температуре и был сориентирован так, чтобы элек-
тромагнитные колебания лазерной и световой вол-
ны имели составляющие вдоль оси роста пленки. Ла-
зерный луч фокусировался на поверхности пленки в
пятно диаметром менее 100 мкм, что позволяло по-
лучать максимальную плотность мощности накач-
ки порядка 108 Вт/см2. Совмещение светового и ла-
зерного пятна на образце контролировалось с помо-
щью оптического микроскопа. В качестве расщепите-
ля света использовалась обычная кварцевая пласти-
на. При регистрации спектров обращенного сигнала
и люминесценции пленки использовались светофиль-
тры ЖС-12 и СЗС-23 соответственно, для удаления
паразитных сигналов второго порядка двойного мо-
нохроматора МДР-6 в регистрируемых спектрах.

4. Результаты и их обсуждение. На рисун-
ке 1 показаны спектры сигнала обращения волнового
фронта образцов ZnO в красной области спектра при
мощности импульсной оптической накачки азотного
лазера 70 кВт/см2 и для разной энергии фотонов па-
дающего непрерывного света от 1.75 эВ (рис. 1, кри-
вая 1) до 1.42 эВ (рис. 1, кривая 12). В этом случае
перед регистрирующим монохроматором МДР-6 ста-
вился инфракрасный (ИК) светофильтр КС-15, кото-
рый не пропускал не только рассеянный свет лазера
337.1 нм, но и сигнал люминесценции пленки ZnO.
Это делалось для зарезания возможного в монохро-
маторе второго порядка линии люминесценции. Мы
видим, что при световой подсветке с энергией фотона
1.75 эВ (рис. 1, кривая 1) в красной области спектра
отсутствует какой-либо обращенный сигнал. Однако
при приближении энергии фотона к половине экси-
тонной 3.22/2 = 1.61 эВ появляется узкий пик обра-
щенной световой волны, энергетическое положение
которого совпадает с энергией падающих на образец
фотонов. Метод регистрации сигнала говорит также
о том, что он, в отличие от падающей волны, име-
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Рис. 1. Спектры сигнала обращения волнового фрон-
та пленки ZnO в красной области спектра при энергии
фотонов падающего света, эВ: 1 – 1.75, 2 – 1.72, 3 –
1.70, 4 – 1.67, 5 – 1.65, 6 – 1.63, 7 – 1.61, 8 – 1.57, 9 –
1.53, 10 – 1.49, 11 – 1.46 и 12 – 1.42. Интенсивность воз-
буждающего азотного лазера: 70 кВт/см2. T = 300К

ет импульсный характер с частотой возбуждающе-
го лазера. Спектральная полуширина сигнала ОВФ
совпадает с шириной падающей световой волны, а
интенсивность обращенной волны зависит от ее спек-
трального положения.

На рисунке 2 представлены спектры ФЛ пле-
нок при различных интенсивностях возбуждающего
азотного лазера. Видно, что при малых плотностях
мощности возбуждения 70 КВт/см2 (кривая 1) в ФЛ
пленок ZnO превалирует полоса свободных эксито-
нов, максимум которой незначительно сдвигается в
длинноволновую сторону от 3.22 эВ с увеличением
мощности накачки на три порядка величины. Харак-
тер зависимости площади под кривой свечения и ши-
рины экситонной линии люминесценции на полувы-
соте от интенсивности лазерного возбуждения свиде-
тельствуют о ее спонтанном характере. Далее с мощ-
ности накачки более 22 МВт/см2 (кривая 2) в спек-
тре ФЛ появляется линия стимулированной люми-
несценции с максимумом 3.18 эВ (так называемая P -
полоса), обусловленная рассеянием двух свободных
электронов с излучением одного из них [10]. В слу-
чае стимулированной люминесценции рост площади
был сверхлинейным с явно выраженным пороговым
значением, а ширина линии, наоборот, уменьшалась
для надпороговых плотностей мощности. При интен-
сивностях возбуждения 70 МВт/см2 (рис. 2, кривая
3) в люминесценции появляется N-пик с максиму-
мом 3.12 эВ, связанный со стимулированной реком-
бинацией ЭДП оксида цинка. Теперь одновременно
с импульсным возбуждением азотным лазером на-

Рис. 2. Спектры ФЛ пленок ZnO при различных интен-
сивностях возбуждающего азотного лазера: 70 кВт/см2

(1); 22 MВт/см2 (2) и 70MВт/см2 (3). T = 300К

правим на образец непрерывный по времени свето-
вой поток из инфракрасной спектральной области
с фиксированной энергией фотона от 1.5 до 1.7 эВ,
равной половине энергии излучательной рекомбина-
ции ЭДП или экситона в оксиде цинка. В момент
лазерного импульса возникает обращение волнового
фронта непрерывной подсветки на поляритонных ко-
лебаниях пленки (рис. 3). Мы видим, что при разной

Рис. 3. Интенсивность максимума сигнала ОВФ пленок
ZnO в зависимости от энергии фотона падающего све-
та для различной мощности возбуждающего азотного
лазера: 70 кВт/см2 (1); 22MВт/см2 (2) и 70MВт/см2

(3). T = 300К

мощности азотного лазера обращенный световой сиг-
нал, повторяющий спектр падающего непрерывного
света, присутствует не для всех ИК длин волн. Од-
нако, при приближении энергии фотона к 1.61 эВ,
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равной половине энергии рекомбинации экситона,
интенсивность обращенной волны резко возрастает.
Метод регистрации сигнала говорит о том, что в от-
личии от падающей волны обращенная имеет им-
пульсный характер с частотой возбуждающего лазе-
ра. Спектральная полуширина сигнала ОВФ совпа-
дает с шириной падающей световой волны, а интен-
сивность волны зависит от ее спектрального положе-
ния и мощности возбуждающего азотного лазера. На
рисунке 3 построены зависимости интенсивности об-
ращенной волны в максимуме от его спектрального
положения. Видно, что, как и на рис. 1, сигнал ОВФ
имеет максимальную интенсивность при энергии па-
дающих фотонов 1.61 эВ, почти совпадающей с поло-
виной энергии экситонного пика ФЛ для минималь-
ных мощностей азотного лазера 70 кВт/см2. Причем,
на кривой 2 рис. 3 положение максимума сигнала
ОВФ находится уже при энергии 1.59 эВ, равной по-
ловине энергии P -полосы в спектрах люминесценции
для тех же мощностей оптического возбуждения ла-
зера 22 МВт/см2. Для максимальной мощности азот-
ного лазера 70 МВт/см2 (рис. 3, кривая 3) характер-
но появление второго пика ОВФ в длинноволновой
области с энергией фотона 1.56 эВ, аналогичное появ-
лению пика рекомбинации ЭДП с энергией 3.12 эВ на
кривой ФЛ (рис. 2, кривая 3). На рисунке 3 постро-
ены зависимости интенсивности обращенной волны
в максимуме ее спектрального положения для раз-
ных мощностей азотного лазера. Видно, что сигнал
ОВФ имеет три максимума интенсивности с энерги-
ей фотонов 1.61, 1.59 и 1.56 эВ для мощности лазера
70 кВт/см2, 22 МВт/см2 и 70 МВт/см2 (рис. 3, кри-
вые 1, 2 и 3, соответственно) при энергии падающих
фотонов, совпадающей с половиной энергии пиков
рекомбинации одиночных экситонов, рассеянных эк-
ситонов и ЭДП в оксиде цинка. Именно рекомбина-
ция данного типа поляритонов превалирует в спек-
трах ФЛ пленок оксида цинка для данных мощно-
стей азотного лазера (рис. 2).

В нашем случае происходит резонансное ОВФ на
электро-магнитных колебаниях взаимодействующих
экситонов и ЭДП, обладающих нулевым волновым
вектором. Отметим, что согласно приведенным в [7]
теоретическим выкладкам для сред с квадратичной
оптической нелинейностью может возникать резо-
нансное обращение волнового фронта при энергии
фотонов падающего света, равной половине энергии
электро-магнитных колебаний-поляритонов в среде
с нулевым волновым вектором (экситоны, плазмо-
ны, фононы или примесные состояния). При этом,
интенсивность резонансной обращенной волны про-
порциональна интенсивности падающего света и ин-

тенсивности стоячей волны электро-магнитных коле-
баний поляритонов (3). Интересно отметить, что для
случая оксида цинка, в процессе образования ЭДП,
имеется также сигнал ОВФ света в нерезонансных
видимой и ИК областях спектра [8]. При этом интен-
сивность сигнала нерезонансного обращения волно-
вого фронта на порядок меньше интенсивности резо-
нансного ОВФ и увеличивается с увеличением дли-
ны волны падающего непрерывного света в ИК спек-
тральную область.

Остановимся подробнее на зависимости сигнала
резонансного ОВФ с энергией фотона в максимуме
1.61, 1.59 и 1.56 эВ от мощности накачки импульсно-
го азотного лазера (рис. 4). Использование калибро-

Рис. 4. Зависимость интенсивности сигнала ФЛ в мак-
симуме 3.22 эВ (1); 3.18 эВ (2) и 3.12 эВ (3), а также
сигнала модулированного ОВФ пленок ZnO для энер-
гии фотона отраженного света: 1.61 эВ (4); 1.59 эВ (5) и
1.56 эВ (6) от интенсивности возбуждающего азотного
лазера. T = 300К

ванных поглотителей света позволило нам получить
набор мощностей от 0.070 МВт/см2 до 70 MВт/см2

ультрафиолетового (УФ) возбуждения пленок ZnO.
Видно, что интенсивность сигнала обращения волно-
вого фронта с энергией фотона 1.61 эВ (рис. 4, кривая
4) растет почти линейно с интенсивностью УФ на-
качки во всем диапазоне измерений аналогично ро-
сту люминесценции свободных экситонов с энерги-
ей фотона 3.22 эВ (рис. 4, кривая 1). Максимум ОВФ
с энергией фотонов 1.59 эВ показывает нелинейный
рост интенсивности (рис. 4, кривая 5) для накачки
выше 2500 кВт/см2 аналогично росту ФЛ рассеян-
ных экситонов с максимумом 3.18 эВ (рис. 4, кри-
вая 2). Рост же сигнала ОВФ с максимумом 1.56 эВ
(рис. 4, кривая 6) начинается с больших мощностей
накачки 22 МВт/см2 аналогично росту ФЛ ЭДП с
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максимумом 3.12 эВ (рис. 4, кривая 3). При столь
высокой интенсивности накачки происходит переход
Мотта в газе свободных экситонов с образованием
множества свободных носителей заряда электронов
и дырок (ЭДП), что видно по трансформации спек-
тров свечения пленок (рис. 2).

Отметим, что согласно выше приведенным теоре-
тическим выкладкам для сред с квадратичной опти-
ческой нелинейностью может возникать обращение
волнового фронта при энергии фотонов падающего
света, равной половине энергии поляритонных ко-
лебаний (3)–(4). При этом интенсивность обращен-
ной волны пропорциональна интенсивности падаю-
щего света и интенсивности поляритонной волны. В
нашем случае, интенсивность падающего красного
света практически постоянна в исследованном спек-
тральном диапазоне 1.4–1.7 эВ. Поэтому спектраль-
ная кривая интенсивности сигнала ОВФ повторяет
кривую экситонной или ЭДП интенсивности (рис. 2,
кривые 1–3, соответственно), а сам процесс проис-
ходит лишь в момент большой плотности экситонов
в полупроводнике. Поскольку время излучательной
рекомбинации экситонов в пленках ZnO при комнат-
ной температуре составляет порядка пикосекунд, то
экситонные колебания существуют лишь в момент
действия лазерного импульса накачки. Следователь-
но, ОВФ носит также импульсный характер, что под-
тверждается регистрацией переменного сигнала на
частоте лазера в наших исследованиях. Ввиду ярко
выраженной спектральной зависимости интенсивно-
сти пика обращенного сигнала (рис. 3) обнаружен-
ный нами процесс не может быть рассеянием непре-
рывного света на поликристаллических зернах плен-
ки ZnO, а сигнал чисто геометрического отражения
света от поверхности образца не попадал в регистри-
рующую систему.

Схематически возможные процессы излучатель-
ной рекомбинации поляритонов возбужденной среды
между уровнями электрона |1〉 и |0〉 представлены на
рис. 5. При этом по оси X показано изменение вол-
нового вектора фотона или электрона, а по оси Y –
изменение энергии. На рисунке 5а изображена сти-
мулированная ФЛ с испусканием одного фотона и
фонона, необходимого для выполнения закона сохра-
нения импульса. Поскольку энергия фонона доволь-
но мала, то излучается фотон с энергией hΩ, почти
равной энергии электронного перехода (экситона или
ЭДП, в нашем случае). Однако, аналогично двухфо-
тонному поглощению в среде может происходить и
двухфотонная стимулированная ФЛ с участием вир-
туального уровня энергии, расположенного между
уровнями электрона |1〉 и |0〉 (рис. 5b). Если энер-

Рис. 5. Схема электронных переходов между энергети-
ческими уровнями |1〉 и |0〉 поляритонов возбужден-
ной среды с излучением фотонов в процессе обычной
стимулированной ФЛ (а), двухфотонной нерезонанс-
ной ФЛ (b) и двухфотонной резонансной ФЛ (с)

гии двух фотонов не равны, то сохранение волнового
вектора не происходит и требуется еще дополнитель-
ное излучение фонона. Другое дело при резонансном
двухфотонном процессе (рис. 5c), когда энергии двух
излученных фотонов равны hω = h/2 и их волновые
векторы противоположны. Тогда уже не требуется
дополнительный фонон для сохранения импульса и
имеем всего лишь двухчастичный процесс с гораз-
до большей вероятностью. Видно возникновение при
этом, кроме фотона, аналогичного стимулирующему,
еще и обращенного фотона с половиной энергии пере-
хода (поляритона), что описано формулой (4). Воз-
бужденная среда подразумевает колебание поляри-
зуемости в линейном члене с частотой Ω поляритона
(экситонов или ЭДП), превалирующего при данной
интенсивности накачки.

5. Заключение. Таким образом, теоретически
предсказан (3)–(4) и экспериментально исследован
процесс обращения волнового фронта световой вол-
ны, падающей на поверхность сильно возбужденной
азотным лазером пленки ZnO. Показано, что ОВФ
происходит при энергиях падающих фотонов, рав-
ных половине энергии излучательной рекомбинации
превалирующих поляритонов (экситонов или ЭДП).
Следовательно, можно сказать, что в данном случае
обращение волнового фронта происходит на экситон-
ных или ЭДП состояниях полупроводниковой плен-
ки, превалирующих для данной интенсивности воз-
буждения. Если учесть, что лазерное излучение при
зона-зонном возбуждении поглощается в субмикрон-
ном (0.1 мкм) поверхностном слое [8], то легко по-
лучить высокую плотность экситонов при накачке
полупроводника импульсным азотным лазером. При
этом, для обращения света возможно использование
именно тонких пленок ZnO, обладающих высоким
кристаллическим и люминесцентным качеством. В
нашем случае из-за большой энергии связи экситона
практически вся энергия лазерной накачки перехо-
дила в экситонные или ЭДП колебания оксида цин-
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ка, на которых и происходит процесс ОВФ. Для про-
цесса резонансного ОВФ необходимо наличие каких-
либо поляритонных колебаний в оптически возбуж-
денной среде и интенсивность обращенного сигнала
пропорциональна интенсивности рекомбинации этих
поляритонов (рис. 4), что согласуется с теоретиче-
скими формулами (3)–(4). При этом интенсивность
обращенной волны может быть выше падающей из-
за перекачки энергии от рекомбинирующих поляри-
тонов.

Обнаруженный нами механизм ОВФ в полупро-
водниковой среде существенно отличается от процес-
са четырехволнового смешения на встречных пуч-
ках в оптически нелинейной среде [11–15]. Там также
происходит ОВФ сигнальной волны, но среда долж-
на быть прозрачной для всех пучков света и обла-
дать кубической оптической нелинейностью. Из-за
малой величины кубической оптической восприим-
чивости эффективность обращения света невысока
и требуется большой объем нелинейной среды. В на-
шем случае имеют место механизмы ОВФ на квадра-
тичной (3) [16–18] или даже линейной (4) [19, 20] оп-
тической поляризации полупроводника, которые по
определению выше кубической. Для проверки уча-
стия линейной поляризуемости (4) в нашем эффекте
мы использовали падающий ИК свет, поляризован-
ный только перпендикулярно оси роста пленок. Тем
самым исключалось влияние квадратичной поляри-
зуемости (3) оксида цинка. При этом интенсивность
сигнала ОВФ падала лишь в полтора раза, что гово-
рит о существенном вкладе линейной поляризуемо-
сти и наличии КРС на поляритонных колебаниях (4).
Ранее [21] мы наблюдали также нерезонансное ОВФ
в пленках ZnO в широком диапазоне спектра от ви-
димых до ИК волн. Этот эффект был на порядок
меньше резонансного ОВФ и связан с изменением
показателя преломления света на индуцированных
лазером свободных носителях заряда в полупровод-
никовой среде.

Автор выражает благодарность В. Т. Волкову за
предоставление пленок оксида цинка.
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Вычислен интерференционный вклад в оптический кондактанс (полное пропускание) образца неупо-
рядоченной фарадеевской среды. Показано, что причиной подавления интерференции волн в магнитном
поле являются акты рассеяния с переворотом спиральности. Магнитное поле не разрушает интерфе-
ренцию волн с заданной спиральностью, но подавляет ее, если спиральность на различных участках
траектории меняется. Это приводит к уменьшению интерференционного вклада в кондактанс с ростом
магнитного поля. Аналогичное явление – отрицательное магнетосопротивление – известно как следствие
слабой локализации электронов в металлах с примесями. Обнаружено, что с ростом магнитного поля
изменение интерференционной поправки к оптическому кондактансу стремится к некоторому предель-
ному значению, зависящему от отношения транспортной длины свободного пробега к длине рассеяния с
переворотом спиральности. Обсуждается возможность управления с помощью поля переходом к режи-
му сильной “андерсоновской” локализации в квазиодномерном случае.

DOI: 10.31857/S1234567823130074, EDN: gbfzgg

1. Поиск оптических аналогов квантовых эф-
фектов, наблюдаемых при транспорте электронов в
твердотельных структурах, привлекает внимание на
протяжении более тридцати лет [1–3]. Полученные
в этом направлении результаты открывают новые
возможности для манипуляции когерентными све-
товыми полями [3] и важны для многих приложе-
ний, например, для создания элементов оптических
устройств (фотопреобразователей [4], сенсоров, спек-
трометров [5, 6], случайных лазеров [7] и др.). В ка-
честве примеров, иллюстрирующих аналогию меж-
ду оптическими и квантовыми электронными яв-
лениями, можно указать андерсоновскую локализа-
цию света в случайных слоистых структурах [8, 9],
оптические таммовские состояния в фотонных кри-
сталлах [10], универсальные флуктуации оптическо-
го кондактанса [11, 12], фотонный аналог эффекта
Ааронова–Бома [13, 14].

Хотя оптический кондактанс обсуждался в ря-
де теоретических и экспериментальных работ (см.
[11, 12, 15]) в контексте изучения его флуктуаций в
Q1D-системах (волноводах), вклад эффекта слабой
локализации электромагнитных волн в кондактанс
до сих пор не изучен. В отличие от электронов, для
которых известны различные способы манипуляции
интерференционным вкладом в кондактанс [16–18],

1)e-mail: gorodn@theor.mephi.ru

применительно к оптическому кондактансу этот во-
прос не рассматривался. Эффект слабой локализа-
ции света обсуждался только в дифференциальном
по углам коэффициенте отражения, где он проявля-
ется как когерентное усиление обратного рассеяния
(см., например, [2, 19, 20] и ссылки в них).

Эффект слабой локализации в металлах с при-
месями есть, как известно [2, 16–18], следствие ин-
терференции электронных волн, проходящих по об-
ращенным во времени траекториям. Он проявляет-
ся, в частности, в виде отрицательного магнетосо-
противления [2, 16–18] – уменьшения отрицательной
интерференционной поправки к кондактансу с рос-
том магнитного поля. Случайный сдвиг фаз между
интерферирующими электронными волнами в этом
случае обусловлен эффектом Ааронова–Бома [2, 16].
Для световых волн, для которых влияние магнит-
ного поля на интерференцию обусловлено эффектом
Фарадея, ситуация иная. В отличие от электронов,
магнитное поле вообще не приводит к разрушению
интерференции волн, если их спиральность не меня-
ется [21–23]. Механизм разрушения интерференции
включается только из-за процесса деполяризации –
рассеяния с переворотом спиральности. При интер-
ференции волн с одинаковой спиральностью обуслов-
ленные магнитным полем фазовые сдвиги склады-
ваются, а с противоположной – сокращаются. Воз-
никающий при многократном рассеянии случайный
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сдвиг фаз между волнами с одинаковой спирально-
стью приводит к подавлению интерференции.

В настоящей работе вычислена интерференцион-
ная поправка к оптическому кондактансу неупорядо-
ченного образца фарадеевской среды. Расчеты про-
ведены на основе системы уравнений диффузии для
двух куперонных мод, описывающих интерферен-
цию обращенных во времени волн с заданной спи-
ральностью. Показано, что, как и в случае отрица-
тельного магнетосопротивления металлов с примеся-
ми, с ростом магнитного поля интерференционный
вклад в оптический кондактанс уменьшается. В пре-
деле сильного магнитного поля возникает эффект
“насыщения” – интерференционный вклад в опти-
ческий кондактанс достигает предельной величины,
которая не зависит от напряженности поля и опре-
деляется отношением транспортной длины упругого
рассеяния к длине затухания циркулярной поляри-
зации. В случае волновода (Q1D геометрии) интер-
ференционный вклад оказывается обратно пропор-
циональным напряженности поля и длине образца L.
Это позволяет сделать вывод о критическом значе-
нии поля, препятствующем переходу к режиму силь-
ной андерсоновской локализации с ростом L.

2. Рассмотрим прохождение электромагнитных
волн через образец магнитоактивной среды с рас-
сеивающими центрами. Предполагается, что его
линейные размеры Lx, Ly, L значительно превы-
шают транспортную длину упругого рассеяния,
Lx, Ly, L ≫ ltr, и выполнено условие слабой лока-
лизации, k0ltr ≫ 1 (k0 – волновое число). Число
поперечных мод N , в которых происходит распро-
странение электромагнитных волн через образец,
велико, N = k20A/(4π) ≫ 1 (A = LxLy – площадь
поперечного сечения образца) [12].

Согласно [2, 3, 15], кондактанс (полное пропуска-
ние) образца есть сумма коэффициентов прохожде-
ния Tab, связывающих входные и выходные моды a

и b, соответственно,

T =
∑

a,b

Tba. (1)

В первом приближении по 1/(k0ltr) усредненный по
расположению рассеивателей кондактанс 〈T 〉 опреде-
ляется лестничными диаграммами и равен [2, 3, 11]

〈T 〉 = 2N ltr/L. (2)

Множитель 2 в 〈T 〉 учитывает две независимые по-
ляризации волн, ортогональные линейные или две
круговые по и против часовой стрелки. Интерфе-
ренционный вклад 〈δT 〉 в кондактанс описывается

диаграммой, содержащей одну вершину Хиками (см.
рис. 1 и [2, 16–18]). Входящая в диаграмму средняя

Рис. 1. (a) – Интерференционный вклад в кондактанс.
(b) – Вершина Хиками [2]. Сплошные линии соответ-
ствуют средним функциям Грина в среде. Пунктирные
линии обозначают рассеяние на неоднородностях сре-
ды. Входящий i и выходящий f лестничные пропага-
торы содержат суммирование по модам

функция Грина 〈Gik (r, r
′|h)〉 описывает распростра-

нение электромагнитных волн в магнито-активной
среде между актами рассеяния и определяется вы-
ражением [22–26]

〈Gik (r, r
′|h)〉 = 〈Gscal (|r− r′|)〉×

×
[

P
(+)
ik (n) e−ih(r−r′)/2 + P

(−)
ik (n) eih(r−r′)/2

]

, (3)

где 〈Gscal (|r|)〉 – скалярная функция Грина [2], n =

= (r− r′)/|r− r′| и

P
(±)
ik (n) =

1

2
· (δik − nink ± ieikjnj) (4)

– проекционные операторы на состояния поля с опре-
деленной спиральностью (eikj – антисимметричный
тензор). Вектор h в (3) пропорционален напряжен-
ности приложенного магнитного поля H, h = 2VH

(V – постоянная Верде [27]).
При вычислении изображенной на рис. 1 диаграм-

мы будем предполагать, что магнитное поле доста-
точно слабое, hl ≪ 1 (l – длина свободного пробе-
га, l/ltr = 1 − 〈cosϑ〉, 〈cosϑ〉 – средний косинус угла
однократного рассеяния), и набег фазы, обусловлен-
ный полем, происходит в результате многих актов
рассеяния. В этом приближении можно пренебречь
влиянием магнитного поля на амлитуду однократно-
го рассеяния и не учитывать поле при вычислении
вершины Хиками (см. рис. 1b). Диаграмму на рис. 1
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можно вычислить, “перезамыкая” входящие пропага-
торы в формуле для корреляционной функции флук-
туаций интенсивности поляризованного света, полу-
ченной в [28, 29]. Возникающий в результате “внут-
ренний” пропагатор (см. ”петлю” на рис. 1a) описы-
вает интерференцию волн, распространяющихся по
обращенным во времени траекториям. Он определя-
ется суммой максимально перекрестных диаграмм –

купероном Ĉ =
〈

Gik (r, r
′|h)G∗

jl (r1, r
′
1|h)

〉

C
. С помо-

щью равенства G∗
jl (r1, r

′
1|h) = G∗

lj (r
′
1, r1| − h) купе-

рон можно свести к сумме лестничных диаграмм, в
которых в одной из функций Грина переставлены по-
ляризационные индексы и координаты, и направле-
ние магнитного поля заменено на противоположное
(см. рис. 2 и [25, 26]),

Рис. 2. Преобразование максимально перекрестных
диаграмм к лестничным

〈

Gik (r, r
′|h)G∗

jl (r1, r
′
1|h)

〉

C
=

=
〈

Gik (r, r
′|h)G∗

lj (r
′
1, r1| − h)

〉

L
. (5)

В случае L ≫ ltr при вычислении входящих и
выходящих лестничных пропагаторов в диаграмме,
показанной на рис. 1a, можно воспользоваться стан-
дартным диффузионным приближением (см., напри-
мер, [28, 29]). В результате для интерференционного
вклада в кондактанс приходим к следующему выра-
жению:

〈δT (h)〉 = −4

3

ltr
L2

×

×
∫

dr 〈Gik (r, r|h)G∗
ki (r, r| − h)〉L . (6)

Если в выражении (6) пренебречь векторной при-
родой электромагнитного поля (т.е. считать, что
функция Грина Gik пропорциональна δik), то из (6)
получим известный результат [2, 16–18] для поправки
к электронному кондактансу на слабую локализацию
в магнитном поле.

3. При диффузии света через образец рассеива-
ющей среды только интенсивность волн с заданной
спиральностью может затухать на расстояниях, су-
щественно превышающих транспортную длину упру-
гого рассеяния ltr [30–33]. Линейно поляризованные

волны всегда затухают на расстояниях, не превыша-
ющих ltr [30–33]. В связи с этим при вычислении ку-
перона в диффузионном приближении учтем только
медленно затухающие циркулярно поляризованные
моды.

При k0l ≫ 1 последовательные акты рассеяния
происходят в волновой зоне, и входящий в (6) кор-

релятор
〈

Gik (h)G
∗
lj (−h)

〉

L
можно записать в пред-

ставлении Вигнера следующим образом:

〈

Gik (r, r
′|h)G∗

lj (r1, r
′
1| − h)

〉

L
=

∫

dk

(2π)3
dk′

(2π)3
eik(r−r1)−ik′(r′−r′1) δ(k − k0)

k2
δ(k′ − k0)

k′2

Γil,kj

(

r+ r1

2
,n =

k

k0

∣

∣

∣

∣

r′ + r′1
2

,n′ =
k′

k0

)

, (7)

где пропагатор Γil,kj (r,n|r′,n′) подчиняется транс-
портному уравнению (см. рис. 3 и [23, 24]), которое
аналогично уравнению переноса электромагнитных
волн. При переходе из лабораторной системы отсчета
в сопутствующую матрица Γil,kj преобразуется как

Γil,kj (R,n|R′,n′) =
∑

α,β,γ,δ

e
(α)
i (n)

(

e
(β)
l (n)

)∗

Γαβ,γδ (R,n|R′,n′) e(γ)k (n′)
(

e
(δ)
j (n′)

)∗
, (8)

где α, β, γ, δ принимают значения ±1. Тройка век-
торов n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) и e(±) (n) =

= (∂n/∂θ∓ i[n×∂n/∂θ])/
√
2 образуют циркулярный

базис (см., например, [34]).

Рис. 3. Интегральное транспортное уравнение для про-
пагатора Γil,kj

Для того, чтобы перейти к приближению, в ко-
тором остаются только циркулярно поляризованные
моды, в сумме (8) нужно сохранить слагаемые с
α = β и γ = δ. Тогда вместо (8) получаем [23]

Γil,kj (r,n| r′,n′) =

=
∑

α,β

P
(α)
il (n) Γαβ (r,n| r′,n′)P (β)

jk (n′) , (9)

где P
(α)
il (n) = e

(α)
i (n)

(

e
(α)
l (n)

)∗
– проекционные
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операторы (4). Комбинируя формулы (6) и (9), для
величины 〈δT 〉 приходим к выражению

〈δT (h)〉 = −4

3

ltr
L2

·
∑

α

[∫

dr Γαα (r, r)

]

, (10)

где Γαα (r, r′) =
∫

dn
∫

dn′ Γαα (r,n| r′,n′) – пропага-
тор плотности.

Если в исходном интегральном транспорт-
ном уравнении (см. рис. 3) для пропагатора
Γil,kj (r,n| r′,n′) перейти к представлению (9) и
воспользоваться диффузионным приближением,
то для пропагатора плотности Γαβ (r, r

′) получим
систему диффузионных уравнений [23]

(

D̂2
− + ζ2 −ζ2 − χ D̂+D̂−

−ζ2 − χ D̂+D̂− D̂2
+ + ζ2

)

·
(

Γ++ (r, r′) Γ+− (r, r′)

Γ−+ (r, r′) Γ−− (r, r′)

)

=

3n0σtr(1 − χ) · δ (r− r′)

(

1 0

0 1

)

, (11)

где D̂± = −i∇± h,

ζ2 = 3n2
0σdep(σ

(2)
tr + σdep) ·

σtr

σtr + σ
(2)
tr + σdep

, (12)

χ =
σtr − σ

(2)
tr − σdep

σtr + σ
(2)
tr + σdep

, (13)

n0 – число рассеивателей в единице объе-
ма, σtr =

∫

dn′ (1 − (nn′))a1(nn′) и σ
(2)
tr =

=
∫

dn′ (1 − (nn′))a2(nn′) – транспортные сечения
рассеяния для интенсивности и четвертого пара-
метра Стокса, a1(nn

′) и a2(nn
′) – диагональные

элементы матрицы однократного рассеяния [34],
σdep =

∫

dn′ (a1(nn′) − a2(nn
′)) – сечение рассеяния

с переворотом спиральности [30, 32].
В отсутствие магнитного поля величины Γ±± и

Γ±∓ могут быть выражены через интенсивность I

и четвертый параметр Стокса V как Γ++ = Γ−− =

(I + V )/2, Γ+− = Γ−+ = (I − V )/2. В этом случае
уравнение (11) сводится к двум независимым урав-
нениям диффузии для I и V [35].

В условиях медленного затухания циркулярной
поляризации [30–32, 36] разница между a1(nn

′) и
a2(nn

′) мала и, как следствие, σdep ≪ σtr и σtr −
−σ(2)

tr ≪ σtr . Параметр χ (13) также мал, χ≪ 1. При
сильной деполяризации, σtr ∼ σdep, значение χ уве-
личивается. Например, в условиях рэлеевского рас-
сеяния χ = 1/3 [23], при рассеянии на Ми-частицах в

окрестности второй точки Керкера [36] χ = 1/2. Со-
гласно расчетам входящих в (12), (13) величин [37],
при сильно деполяризующем рассеянии на коррели-
рованных Ми-частицах параметр χ достигает значе-
ния 0.6÷ 0.7.

4. Вычислим интерференционную поправку 〈δT 〉
к кондактансу плоского слоя. Предполагаем, что
Lx, Ly ≫ L ≫ ltr, ltr = (n0σtr)

−1. В случае отно-
сительно сильного магнитного поля, но в условиях
применимости приближения диффузии, 1/L ≪ h ≪
≪ 1/ltr, при вычислении пропагатора плотности Γαα

можно считать среду неограниченной. В этой ситуа-
ции

〈δT (h)〉 − 〈δT (h = 0)〉 = − 4〈T 〉
πk20ltr

∞
∫

0

Q2dQ

[

(1− χ)
(

Q2 + h2 + ζ2
)

2Qh · Φ(Q)
ln

Φ(Q) + 2Qh

Φ(Q)− 2Qh
−

−
(

1

Q2
+

(1− χ)

(1 + χ)Q2 + 2ζ2

)]

, (14)

где 〈T 〉 – оптический кондактанс (2),

Φ(Q) =
[(

Q2 + h2
) (

Q2 + h2 + 2ζ2
)

−
−χ
(

Q2 − h2
) (

χ
(

Q2 − h2
)

+ 2ζ2
)]1/2

. (15)

Выражение (14) определяет зависимость интерфе-
ренционной поправки к кондактансу от магнитного
поля. Как известно [2, 16, 18], сама интерференци-
онная поправка в 3D случае расходится (каждый из
вкладов в формуле (14) является расходящейся ве-
личиной). Наблюдаемым является изменение интер-
ференционной поправки в зависимости от фактора,
разрушающего интерференцию.

В условиях эффекта сохранения циркулярной по-
ляризации, σdep ≪ σtr (в этом случае параметр χ

также мал, χ ≪ 1), в зависимости 〈δT 〉 от h можно
выделить два участка. При h ≪ n0

√
σtrσdep величи-

на 〈δT 〉 линейно меняется с магнитным полем h,

〈δT (h)〉 − 〈δT (h = 0)〉 = 2 〈T 〉
(k0ltr)2

(hltr) . (16)

Согласно (14)–(16), в случае h ≫ 1/L интерферен-
ционный вклад δT не зависит от направления по-
ля. Ориентационная зависимость проявляется толь-
ко при h ≤ 1/L, когда важны эффекты, обусловлен-
ные ограниченностью образца. Однако влияние поля
на изменение интерференционной поправки в этом
случае незначительно.
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При h ≥ n0
√
σtrσdep интерференционный вклад

〈δT 〉 выходит на плато (см. рис. 4) и стремится к

〈δT (h)〉 − 〈δT (h = 0)〉 = 2√
2 + 1

〈T 〉
(k0ltr)2

√

3σdep

σtr
.

(17)

Рис. 4. (Цветной онлайн) Изменение интерференцион-
ного вклада 〈δT (h)〉−〈δT (h = 0)〉 в оптический кондак-
танс с ростом магнитного поля в условиях эффекта
медленного затухания циркулярной поляризации (χ =

= 0, σtr/σdep = 10, нижняя кривая) и в его отсутствие
(рэлеевские рассеиватели, χ = 1/3, σtr/σdep = 1, верх-
няя кривая)

В отсутствие эффекта сохранения циркулярной
поляризации, σdep ∼ σtr (например, для рэлеевско-
го рассеяния χ = 1/3 и σdep = σtr), наклон в ли-
нейной зависимости 〈δT (h)〉 − 〈δT (h = 0)〉 от h при
h≪ 1/ltr увеличивается, а выход на плато сдвигает-
ся в область больших h ∼ 1/ltr, где диффузионное
описание теряет свою применимость (см. рис. 4).

Выход на плато зависимости 〈δT (h)〉−〈δT (h = 0)〉
от магнитного поля можно объяснить уменьшени-
ем вероятности деполяризующих столкновений на
длине h−1 с ростом поля. В сильном поле, h ≫ ζ,
при медленном затухании циркулярной поляриза-
ции, χ ≪ 1, недиагональными элементами в систе-
ме уравнений (11) можно пренебречь, и тогда (11)
сводится к двум независимым уравнениям

{

(

1

i
∇± h

)2

+ ζ2

}

Γ±± (r, r′) =

= 3n0σtr(1 − χ)δ (r− r′) . (18)

Преобразованием

Γ±± (r− r′) = Γscal (r− r′) e∓ih(r−r′) (19)

магнитное поле исключается из уравнения (18). При
совпадающих аргументах из (19) следует равенство
Γ±± (r = r′) = Γscal (r = r′), и интерференционный
вклад в кондактанс (6) оказывается независящим от
магнитного поля. Входящая в (19) величина – ска-
лярный куперон Γscal (r− r′) – удовлетворяет диф-
фузионному уравнению с коэффициентом затухания
ζ, который описывает рассеяние с переворотом спи-
ральности.

5. При распространении света в волноводе,
Lx, Ly ≪ L (Q1D-геометрия), ситуация меняется.
В этом случае, если не рассматривать волновод со
специально подобранным поперечным профилем
показателя преломления, эффект сохранения цир-
кулярной поляризации подавляется. При каждом
отражении от боковых границ волновода знак
циркулярной поляризации меняется на противо-
положный [38]. В этой ситуации основной вклад
в интерференционную поправку (10) будет давать
выживающая при больших L линейная комбина-
ция элементов Γ±± + Γ±∓, которая в отсутствие
магнитного поля соответствует скалярной моде –
интенсивности. Разность Γ±± − Γ±∓ затухает на
масштабах Lx, Ly и оказывается малой величиной.
Поэтому в первом приближении можно считать, что
все элементы Γαβ равны друг другу, Γαβ = Γ, и
подчиняются уравнению

[

∇2 − 1 + χ

1− χ
· h2
]

Γ (r, r′) = −3

2
n0σtrδ (r− r′) (20)

с граничными условиями

Γ (r, r′)|z=0,L = 0, (21)

на входном и выходном сечениях волновода и

∂

∂x
Γ (r, r′)

∣

∣

∣

∣

x=±Lx/2

= 0,
∂

∂y
Γ (r, r′)

∣

∣

∣

∣

y=±Ly/2

= 0

(22)

на боковых поверхностях волновода.
Решение уравнения (20) можно искать в виде

разложения по собственным модам cos qxnx cos qymy,
где qxn = (2πn/Lx), qym = (2πm/Ly) (n,m =

= 0,±1,±2, . . .). Тогда формула (10) преобразуется
следующим образом:

〈δT (h)〉 = −8

3

ltr
L2





∑

q

L
∫

0

dz Γ (z, z|q)



 , (23)

где Γ (z, z|q) – коэффициенты разложения величины
Γ (r, r′) по собственным поперечным модам волново-
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да. Согласно (20) и (21), они определяются следую-
щим выражением

Γ (z, z|q) = 3

4γltr

shγz · sh (γ (L− z))

shγL
. (24)

где

γ2 = q2 + h̃2, h̃ =

√

1 + χ

1− χ
· h (25)

В Q1D геометрии (L ≫ Lx, Ly) мода с q = 0 ха-
рактеризуется наименьшим затуханием. Оставляя в
(23) только слагаемое с q = 0, для интерференцион-
ного вклада в кондактанс получаем

〈δT (h)〉 = − 1

(h̃L)

[

cth(h̃L)− 1

h̃L

]

. (26)

Зависимость 〈δT 〉 от магнитного поля проиллю-
стрирована на рис. 5.

Рис. 5. Интерференционный вклад 〈δT (h)〉 в оптиче-
ский кондактанс Q1D-образца как функция магнитно-
го поля

В пределе h = 0 из (26) следует известный резуль-
тат [39] для интерференционного вклада в кондак-
танс скалярных волн 〈δT 〉 = −1/3. При больших
h величина 〈δT 〉 убывает как −1/h̃L. Качественно
изменение 〈δT 〉 с ростом поля напоминает поведе-
ние интерференционной поправки к электронному
кондактансу [17, 16], однако соответствующие функ-
циональные зависимости различаются.

6. Проанализируем, как меняется интерференци-
онный вклад в оптический кондактанс в зависимости
от отношения σdep/σtr и напряженности магнитного
поля.

В отсутствие магнитного поля (h = 0) интер-
ференционная поправка 〈δT 〉 к кондактансу в слу-
чае, когда вообще нет деполяризации (т.е., нет пе-
ремешивания поляризаций из-за рассеяния, и в (6)

〈GikG
∗
ki〉 = 2I [35], где I – интенсивность), была бы

равна 2〈δT (sc)〉, где 〈δT (sc)〉 < 0 – соответствующий
результат в приближении скалярных волн. В усло-
виях редких столкновений с изменением спирально-
сти (σdep ≪ σtr) интерференционный вклад в опти-
ческий кондактанс приобретает дополнительное сла-
гаемое

〈δT 〉 = 2〈δT (sc)〉+ 2〈T 〉
(k0ltr)2

√

3σdep

σtr
. (27)

Соотношение (27) определяется вторым слагаемым
выражения (14). В случае сильной деполяризации
волн, когда изменение спиральности происходит при
каждом рассеянии, 〈δT 〉 = 〈δT (sc)〉 (это следует непо-
средственно из формулы (6) при 〈GikG

∗
ki〉 = I [35]).

Если не было бы рассеяния волн с изменением
спиральности, то при наложении магнитного поля
интерференционный вклад в оптический кондактанс
остался бы неизменным, 〈δT 〉 = 2〈δT (sc)〉 (см. (14)).
Деполяризация включает влияние магнитного поля
на величину 〈δT 〉. В условиях медленной деполяри-
зации (σdep ≪ σtr) изменение интерференционного
вклада с магнитным полем описывается выражени-
ями (16)–(17), и при h ≫ n0

√
σdepσtr величина 〈δT 〉

стремится к значению

〈δT 〉 = 2〈δT (sc)〉+ 2〈T 〉
(k0ltr)2

√

6σdep

σtr
, (28)

т.е., отличие 〈δT 〉 от 2〈δT (sc)〉 меняется при измене-
нии поля h от нуля до больших значений приблизи-
тельно в полтора раза.

При сильной деполяризации интерференционный
вклад в кондактанс с ростом напряженности маг-
нитного поля стремится к нулю. В условиях диффу-
зии волн через Q1D-образец (волновод) реализуется
именно этот случай.

Следует отметить, что в Q1D-случае магнитное
поле позволяет управлять переходом к режиму ан-
дерсоновской локализации света в длинном, L ∼
∼ lloc = N ltr [39], волноводе. Поскольку 〈T 〉 и 〈δT 〉
убывают с ростом L как 1/L (см. (2) и (26)), то пере-
ход к режиму андерсоновской локализации наруша-
ется при h̃ > hc ∼ 1/N ltr. В многомодовом оптово-
локне (N ≫ 1) критическое значение магнитного по-
ля hc оказывается намного меньше, чем то, которое
приводит к заметному эффекту в когерентном обрат-
ном рассеянии от фарадеевской среды [21, 23]. При
транспорте электронов в Q1D-системах (проволоках)
наблюдать подобный эффект трудно, поскольку при
увеличении L происходит разрушение когерентности
электронных волн из-за неупругих взаимодействий,
температуры и других факторов [17, 18].
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Anomalous f -systems, which are usually described
as Kondo lattices, show unusual behavior of thermo-
dynamic and transport properties, e.g., large electron
specific heat, γ = C/T ∼ 1/TK (TK the Kondo temper-
ature) or even a non-Fermi-liquid behavior. At the same
time, a number of such systems with frustrated mag-
netic structures demonstrate spin-liquid features with
γ ∼ 1/J where J is the Heisenberg exchange interac-
tion.

A scaling theory of the Kondo lattices [1, 2] demon-
strates that during the scaling procedure the process of
magnetic moment compensation terminates somewhere
at the boundary of the strong coupling region, which
can results in the formation of a finite (although pos-
sibly small) saturation moment. Thus a unified energy
scale is established, both the effective spin-fluctuation
frequency (i.e., J) and TK being strongly renormalized,
as well as frustration parameters [3].

In Ref. [4], a mean-field description of the magnetic
ground state of the Kondo lattices was proposed. Here
we generalize this approach and formulate the effective
hybridization model describing the competition of mag-
netic and non-magnetic Kondo and spin-liquid states.
We also go beyond the mean-field theory by taking into
account fluctuations contribution, including gauge field
ones.

Unlike previous works [5], we use the formulation
by Coleman and Andrei [6] which reduces the s − f
exchange coupling to the effective hybridization V and
yields the correct value of the Kondo temperature TK .
As for Heisenberg term, we use the representation of
pseudofermions f †

iσ. In the spin-liquid state, they are es-
sentially operators of spinons – neutral fermions which
have dispersion on the scale J , so that the spinon Fermi
surface is formed. The single-occupancy constraint can
be enforced by a gauge field. The presence of hy-
bridization results in the formation of a unified “large”
Fermi surface including both conduction electrons and
f -states.

1)e-mail: valentin.irkhin@imp.uran.ru

To take into account fluctuations effects, we use the
slave-particle representation fiσ → fiσbi, the effective
hybridization being determined by the boson conden-
sate b0 = 〈b〉. Fluctuations can destroy the condensate
picture, so that b0 vanishes. Then we obtain a spin-
liquid-like state where spinon and electron Fermi sur-
faces are distinct, i.e., a “small” Fermi surface. This state
was called fractionalized Fermi-liquid (FL∗) [7].

In the quantum critical regime, a topological trans-
formation from large Fermi surface (Kondo lattice state)
to small Fermi surface is possible, which can be ac-
companied by magnetic-order instability. A topological
“Kondo breakdown” transition can occur between FL∗

and “usual” heavy Fermi liquid (FL) states. In the spin-
liquid state, gauge field fluctuations can play a role in
thermodynamics and heat transport even in the insulat-
ing phase (in the absence of conduction electrons, but
in the presence of the spinon Fermi surface). In par-
ticular, there occurs a spinon contribution to specific
heat. This contribution retains in FL∗ state and in FL
state near the topological transition. As demonstrate
the calculation [7], the specific heat coefficient γ = C/T
diverges logarithmically at T → 0 in the FL∗ phase,
which means the non-Fermi-liquid behavior (in the 2d
case, C(T ) ∼ T 2/3). At approaching the transition from
the FL side, we have γ ∼ ln(1/b0).

In the quantum critical regime, the fluctuations of
order parameter field b yield additional contributions to
thermodynamic properties. Unlike gauge field (neutral
spinon) ones, they contribute also to electronic trans-
port. Due to mismatch of electron and spinon Fermi
surfaces, the decay of bosons into particle-hole pairs be-
comes possible above an energy E∗, which can be small
if the distance between the two Fermi surfaces is small.
Then at T > E∗ one obtains a T lnT contribution to
specific heat. Besides that, the fluctuation scattering re-
sults in the T lnT dependence of resistivity R(T ) in
this regime [8]. For T < E∗, the behavior of thermo-
dynamic and transport properties depends on that the
Fermi surfaces intersect or not [9]. In the first case we
have R(T ) ∼ T 3/2 and R(T ) ∼ T lnT in 3d and 2d
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cases, respectively. In the FL states, this contribution is
cut at the Kondo gap of order of TK , which is related
to the boson condensate, TK ≃ πρV 2b20 in the vicinity
of the critical point.

The FL∗ state with the spinon Fermi surface should
be unstable with to a broken-symmetry antiferromag-
netic (AFM) ordering (spin-density wave, SDW state)
with the wavector Q [7]. The exotic AFM order on the
spinon Fermi surface is called AFM∗ or SDW∗ phase.
The presence of an SDW∗ condensate does not cause
a radical change in the structure of the gauge fluctu-
ation in comparison with the FL* state: the spinons
remain deconfined and coupled to a gapless U(1) gauge
field. The gauge field excitations coexist with the gap-
less Goldstone magnon mode and with a Fermi surface
of conduction electrons. Because of the broken trans-
lational symmetry, there is no clear difference between
small and large Fermi surfaces now [7].

With increasing s− d(f) exchange coupling, the de-
confined phase with small Fermi surface can pass first
into usual itinerant AFM state with a large Fermi sur-
face volume, and then into FL state. The spinon Fermi
surface of the FL∗-phase is expected to evolve smoothly
into the FL region in some vicinity of the topological
transition, so that the SDW order can continue to FL
in the ground state, as discussed in [1]. Thus there is
no sharp transition between the FL and FL∗ regions,
and there is instead expected to be a large intermediate
quantum-critical region [7].

The contribution of transverse spin fluctuation to
conduction-electron self-energy reads

Σ
(2)
k (E) = V 2S

∑

q

(uq − vq)
2 ×

×
(

1− nk+q +Nq

E − ǫk+q − ωq

+
nk+q +Nq

E − ǫk+q + ωq

)

, (1)

where nk = 〈f †
kfk〉 and Nq = 〈β†

qβq〉 are Fermi and
Bose functions of spinons and magnons, ǫk the spinon
spectrum, uq, vq the Bogoliubov transformation factors.

The contribution (1) is similar to that of the usual
perturbation theory in the s − d(f) exchange model
[10], but works on the scale of the spinon bandwidth.
In the FL∗ state the hybridization V plays the role
of the s − f exchange parameter and mediates the
RKKY (Ruderman–Kittel–Kasuya–Yosida) type inter-
action between f -states. The contribution (1) survives
in the FL state where a unified electron-spinon Fermi
surface arises and a correlated s− f band with narrow
density-of-states peaks is formed. However, in such a
situation the spectrum ǫk and prefactor in (1) change.

In the case of weak antiferromagnetism we have an
energy scale T ∗ = (∆/vF )J (∆ is the AFM splitting of
the spectrum), so that for T ∗ < T < J the transitions
between AFM subbands become singular. It should be

noted that the splitting and magnon frequency are, gen-
erally speaking, renormalized in a different way – both
in scaling equations [1] and due to frustrations. This fa-
vors formation the scale T ∗ even in the absence of the
small parameter of the s− f exchange coupling I.

In the general d = 3 case we have ImΣ(2)(E) ∝ E2

for T ∗ < T < J . For d = 2 ImΣ(E) is linear in |E|. The
corresponding intersubband correction to specific heat
can be derived similar to [10]. In the 2d (or “nesting”
3d) case the integral in (1) is logarithmically divergent
at q → Q and the divergence is cut at max(T, T ∗), so
that

δCinter(T ) ∝ T ln
ω̄

max(T, T ∗)
. (2)

Thus for T > T ∗ we obtain the T lnT -dependence.
The result (2) holds also in the case of frustrated (2d-
like) magnon spectrum. For the 2d magnon spectrum or
“nested” 3d situation one obtains for spin-wave resistiv-
ity

R(T ) ∝ T ln(1 − exp(−T ∗/T )) ≃ T ln(T/T ∗).

The role of magnetic fluctuations depends on the
relation between J and TK (in frustrated and low-
dimensional systems with strong short-range order the
scale J can be considerably larger than TN ). Similar
to [4], we can find singular corrections to sublattice mag-
netization owing to spin-wave damping, which may be
of order of unity.

The research was carried out within the state as-
signment of the Ministry of Science and Higher Ed-
ucation of the Russian Federation (theme “Quantum”
# 122021000038-7).

This is an excerpt of the article “Magnetism, non-
Fermi-liquid behavior and deconnement in Kondo lat-
tices”. Full text of the paper is published in JETP Let-
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Методом когерентного потенциала изучен генезис электронного спектра в кубических твер-
дых растворах феррита стронция SrFe1−xAlxO3, SrFe1−xMnxO3, SrFe1−xCoxO3, SrFe1−2xAlxCoxO3,
SrFe1−y−zMnyCozO3, где 0 ≤ x ≤ 0.15 и 0 ≤ y, z ≤ 0.125. Учет электронных корреляций на
3d атомах позволил воспроизвести экспериментальные концентрационные тенденции изменения элек-
тронных и магнитных свойств. Показано, что солегирование феррита кобальтом и алюминием эф-
фективно повышает как концентрацию электронных носителей, так и степень их локализации в
SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3, что представляет интерес при разработке оксидных термоэлектриков. Отно-
сительно большой вклад делокализованных состояний на уровне Ферми позволяет идентифицировать
твердые растворы SrFe1−y−zMnyCozO3, где y = z = 0.1−0.12, в качестве перспективных электродных
материалов.

DOI: 10.31857/S1234567823130098, EDN: gbxpmt

Значительный интерес к перовскитоподобным ок-
сидам ABO3 (A= Sr, La) переходных металлов (ПМ)
связан с их уникальными свойствами, такими, на-
пример, как металлическая проводимость, колос-
сальное магнетосопротивление, высокотемператур-
ная сверхпроводимость, ферромагнетизм и др. [1–3].
В частности, необычное сочетание транспортных и
магнитных характеристик обнаружено в кубических
фазах SrBO3, где В = Mn, Fe и Co. Например, сте-
хиометрические оксиды SrFeO3 и SrCoO3 имеют про-
водимость металлического типа (∼ 103 Ом−1 см−1)
[4, 5]. При этом, SrFeO3 является неколлинеарным
антиферромагнетиком [6], SrCoO3 – ферромагнети-
ком [5], а SrMnO3 – коллинеарным антиферромаг-
нетиком [7]. Интересно, что для кубической струк-
туры SrCoO3 характерны высокие значения коэф-
фициента Зеебека [8]. Также обнаружено, что да-
же относительно небольшие концентрации легиру-
ющей добавки (∼ 5-25 ат. %) в В-подрешетке приво-
дят к значительным изменениям свойств [9–12]. В
частности, в твердых растворах SrFe1−xCoxO3 воз-
никает магнитный переход из антиферромагнитно-
го (АФМ) состояния в ферромагнитное (ФМ) око-

1)e-mail: veronika@ihim.uran.ru; michael.korotin@imp.uran.ru;
kozhevnikov@ihim.uran.ru

ло x = 0.2 [9], сопровождающийся аномалиями
электросопротивления и магнитного момента [9–
11]. Более сложные схемы солегирования, напри-
мер, SrFe1−x−y−zAlxMnyCozO3, позволяют влиять
на термодинамическую стабильность, термоэдс и
другие свойства [12]. Электромагнитные свойства та-
ких твердых растворов в значительной мере опреде-
ляются электронной структурой вблизи уровня Фер-
ми, которая, в свою очередь, зависит от степени ло-
кализации 3d электронов и силы электронных кор-
реляций на узлах ПМ [5, 13]. Однако систематиче-
ское моделирование особенностей электронного спек-
тра во взаимосвязи с изменениями состава твердых
растворов SrFe1−x−y−zAlxMnyCozO3 до настоящего
времени не проводилось.

Современные подходы к моделированию элек-
тронной структуры сложных твердофазных соеди-
нений основаны на теории функционала электрон-
ной плотности [14] и используют ряд приближений.
Для магнитных материалов наиболее широко приме-
няется приближение локальной спиновой плотности
(LSDA) [15]. Тем не менее расчеты электронных спек-
тров ABO3 методом LSDA часто приводят к недоста-
точно корректным результатам [16], поскольку элек-
тронные корреляции учитываются недостаточно [17].
В расчетах таких сильно коррелированных соедине-
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ний широко применяется метод LSDA+ U [18], в ко-
тором используется важный параметр кулоновско-
го (U) взаимодействия на d- оболочке ПМ. В вы-
боре параметра U существует большая неопределен-
ность даже в случае простых перовскитов ABO3.
Так, для отдельных соединений, например, SrFeO3

и SrCoO3, в зависимости от базисного набора вол-
новых функций, валентности и спинового состояния
ПМ, величина параметра может меняться в преде-
лах U ∼ 3.0–7.5 эВ [13, 19–21]. Очевидно, что в слу-
чае наличия нескольких 3d элементов одновремен-
но в B-подрешетке вопрос о выборе наиболее под-
ходящих значений параметра U остается открытым
[22]. Не менее важным эффектом является разная
степень локализации t2g- и eg-состояний в перовски-
тах ABO3 [5, 23, 24]. Сильная B 3d(eg) – O 2p ги-
бридизация приводит к уширению полос eg симмет-
рии (делокализации), в то время как состояния t2g
симметрии образуют узкие (локализованные) зоны.
Обычно данный эффект не учитывается в расчетах.
Другой эффект, который влияет на формирование
электронных свойств многокомпонентно легирован-
ного феррита – разупорядочение примесей. Примене-
ние традиционных подходов, основанных на исполь-
зовании сверхъячеек, в данном случае приводит к
методическим проблемам учета псевдоупорядочения
допантов, особенно в случае наличия нескольких ти-
пов примесей. Альтернативным подходом к расче-
ту электронного спектра неупорядоченных твердо-
фазных систем является приближение когерентного
потенциала (КП) [25]. В настоящей работе была ис-
пользована современная версия метода когерентного
потенциала [26], основанная на идеях теории динами-
ческого среднего поля [27], которая позволяет учиты-
вать эффекты разупорядочения, вызванные приме-
сью [28]. В рамках данной версии метода когерентно-
го потенциала возможно проведение расчетов элек-
тронной структуры сильно коррелированных систем
в приближении LSDA+ U [29, 30] и с разной степе-
нью локализации t2g и eg состояний на 3d-оболочках
атомов ПМ.

Исследование концентрационных зависимо-
стей электронных свойств проведено для куби-
ческих стехиометрических твердых растворов
SrFe1−xAlxO3, SrFe1−xMnxO3, SrFe1−xCoxO3,
SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3, SrFe1−y−zMnyCozO3 в
пределах области гомогенности, 0 ≤ x ≤ 0.15,
0 ≤ y ≤ 0.125 и 0 ≤ z ≤ 0.125. Установлена вза-
имосвязь электронных свойств твердых растворов
(положение примесных Mn и Co полос t2g и eg
симметрии относительно уровня Ферми EF , пол-
ная плотность состояний на уровне Ферми n(EF ),

степень локализации состояний на EF , величи-
на спинового магнитного момента, заселенность
d-орбиталей, спиновое состояние атомов ПМ и
др.) с экспериментальными электротранспортными
и магнитными свойствами. Показано, что твердые
растворы SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3 с высокими значе-
ниями n(EF ) и вкладом локализованных состояний
Co в n(EF ) представляют интерес для создания
термоэлектрика, а составы SrFe1−y−zMnyCozO3 с
доминированием делокализованных состояний Co
и Mn в n(EF ), при y = z = 0.1−0.12, являются
перспективным электродным материалом.

Таблица 1. Вычисленные потенциальные параметры ∆V в
примесных узлах железа (эВ)

Параметр AlFe MnFe CoFe

∆V (s)↑ −8.8682 0.3396 −0.5237

∆V (s)↓ −8.8682 −0.3065 −0.9042

∆V (p)↑ −15.4571 3.2053 −1.3748

∆V (p)↓ −15.4571 3.0677 −2.4481

∆V (d)↑ 41.3765 1.5972 0.8328

∆V (d)↓ 41.3765 1.0047 −0.8308

В качестве исходных данных в расчетах методом
когерентного потенциала использовали гамильтони-
ан беспримесной системы H0(k), потенциальные па-
раметры ∆V (s), ∆V (p) и ∆V (d), описывающие вли-
яние одиночного “примесного” атома на состояния
“собственного” атома, и параметры кулоновского вза-
имодействия U(t2g-Mn), U(t2g-Fe) и U(t2g-Co). Са-
мосогласованный гамильтониан H0(k) был постро-
ен для расчетной ячейки Sr2Fe2O6 (z = 2), полу-
ченной из кубической ячейки с экспериментальным
параметром ac = 3.864 Å, являющимся средним па-
рамером для синтезированных фаз SrFe1−xAlxO3,
SrFe1−xMnxO3 и SrFe1−xCoxO3. При этом была ис-
пользована процедура проектирования гамильтони-
ана на lmto-орбиталях, установленного ранее в tb-
lmto-asa расчетах [31] на соответствующие Ванье-
орбитали [32]. Выбор размера ячейки обусловлен
предположением о наличии антиферромагнитного
упорядочения G-типа, т.е. антипаралельной ориента-
ции спинов ближайших атомов железа [6]. Величины
∆V (s), ∆V (p) и ∆V (d) в табл. 1 определяли, как раз-
ность центров s, p и d зон примеси и наиболее удален-
ного от примеси атома железа, вычисленную из са-
мосогласованного lmto гамильтониана сверхъячейки
Sr8Fe7BO24 с использованием процедуры проектиро-
вания [32]. Для примеси Mn был принят АФМ даль-
ний порядок G-типа, для примеси Co – ФМ, уста-
новленные в экспериментах [5, 7, 9]. В lmto расчетах
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использовали валентные 5s-, 4p-, 5d-орбитали Sr; 3s-
, 3p-, 3d- орбитали Al; 4s-, 4p-, 3d-орбитали Mn, Fe
и Co, и 1s-орбитали пустых сфер в междоузельных
позициях перовскита SrFeO3. Радиусы маффин-тин
сфер для Sr, Fe (Al, Mn, Co), O и двух типов пустых
сфер E1 и E2 выбирали равными 3.26, 1.76, 2.36 и
0.77, 1.01 а.е., соответственно. Электронные корре-
ляции на 3d-оболочках атомов учитывались в при-
ближении LSDA+ U [18].

Выбранные параметры кулоновского взаимодей-
ствия U(t2g) для t2g состояний Mn, Fe и Co состави-
ли 2.0, 3.2 и 1.2 эВ соответственно. Выбор значений
U(t2g) основан на предварительных расчетах, поз-
воливших достичь наилучшего совпадения вычис-
ленных электронных спектров при использовании
экспериментальных параметров кубической ячейки
и магнитного порядка и экспериментальных рент-
геновских спектров эмиссии/поглощения для куби-
ческих оксидов SrBO3. Величина параметра U ши-
роких делокализованных полос eg симметрии счи-
талась равной нулю [24]. Значения параметров об-
менного взаимодействия J , полученные из предвари-
тельных LSDA расчетов стехиометрических перов-
скитов SrMnO3, SrFeO3 и SrCoO3 по методике [32],
составили 0.72, 0.65 и 0.32 эВ соответственно.

Стехиометрический феррит SrFeO3 и твер-
дый раствор SrFe1−xAlxO3. Вычисленный элек-
тронный спектр стехиометрического АФМ феррита
стронция SrFeO3, (рис. 1а, для одной проекции спи-
на) включает широкую полосу гибридных O 2p –
Fe 3d-состояний, частично заполненную полосу ан-
тисвязывающих Fe e↑g (черная область) и O 2p со-

стояний и пустые полосы антисвязывающих Fe t↓2g- и
Fe e↓g-состояний (синяя область). Два основных мак-
симума около −6.0 и −2.5 эВ, на размытой гаусси-
аном полной плотности состояний (рис. 1а, красная
линия) совмещаются с максимумами рентгеновского
спектра фотоэмисии SrFeO3 [33, 34]. Энергетический
интервал 1.9 эВ между пиками t↓2g и e↓g-симметрии
в зоне проводимости, практически совпадает с экс-
периментальным значением 2.0 эВ [33, 34]. Неболь-
шая плотность состояний на уровне Ферми позволя-
ет объяснить наблюдаемый в эксперименте металли-
ческий тип проводимости в SrFeO3 [4]. Вычисленная
величина магнитного момента, 3.25µB, на ионах же-
леза согласуется с экспериментальными значениями
3.1µB [35] и 3.3µB [4]. Полная заселенность Fe 3d
орбиталей (d↑ = 4.21, d↓ = 0.96) соответствует высо-
коспиновому состоянию. Заметно меньшая величи-
на магнитного момента по сравнению со значени-
ем µ= 4µB в ионной конфигурации d4 указывает
на сильную гибридизацию O 2p и Fe 3d-состояний.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Вычисленные полные (чер-
ная и красная линии) и парциальные Fe 3d плот-
ности состояний АФМ SrFeO3 (a), SrFe1−xAlxO3 (b),
SrFe1−xMnxO3 (c) и ФиМ SrFe1−xCoxO3 (d) твердых
растворов при x = 0.05 и 0.15. Экспериментальные
рентгеновские спектры эмиссии (PES) и поглощения
(XAS) для SrFeO3 [33, 34], SrFe0.80Mn0.20O3 [33] и
SrFe0.80Co0.20O3−x [36] показаны точками, максимумы
отмечены стрелками. Уровень Ферми показан верти-
кальными штриховыми линиями

Следствием этого является частичный перенос элек-
тронной плотности с кислородных лигандов на ио-
ны железа. Таким образом, высокоспиновое состо-
яние ионов железа в SrFeO3 представляет суперпо-
зицию конфигураций d4 + d5L, где L-дырка на p-
оболочке кислорода, в соответствии с эксперимен-
тальными данными [13].

При легировании подрешетки железа алюминием
уменьшается ширина и интенсивность основных мак-
симумов в электронном спектре АФМ SrFe1−xAlxO3

(рис. 1b). При увеличении концентрации алюминия x
в SrFe1−xAlxO3 наблюдается некоторое уменьшение
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плотности состояний n(EF ) и смещение EF пример-
но на 0.1 эВ вниз по шкале энергий, что определя-
ется уменьшением числа валентных электронов Al
и вклада s-, p-, d-состояний Al в n(EF ) по сравне-
нию c их аналогами для Fe. Понижение величины
n(EF ) (рис. 2) согласуется с экспериментально на-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости вычисленной
полной плотности состояний на уровне Ферми, n(EF ),
от концентрации примесей, 0.05 ≤ x ≤ 0.25,
0.10 ≤ y + z ≤ 0.25, в твердых растворах
SrFe1−xAlxO3 (1), SrFe1−xMnxO3 (2), SrFe1−xCoxO3

(3), Fe1−x−0.15AlxCo0.15O3 (4), SrFe1−y−zMnyCozO3 (5)

блюдаемым уменьшением электронной проводимо-
сти в SrFe1−xAlxO3 с ростом x [12]. Кроме того, сме-
щение уровня Ферми в низкоэнергетическую область
электронного спектра при увеличении x сопровож-
дается частичным опустошением антисвязывающих
Fe e↑g-состояний и приводит, соответственно, к повы-
шению прочности связи Fe-O. Данный эффект поз-
воляет объяснить ранее обнаруженное увеличение
термодинамической стабильности феррита стронция
при легировании алюминием [12]. С ростом концен-
трации Al в интервале x = 0.05−0.25 расчетное зна-
чение локального магнитного момента на эффектив-
ных атомах железа Feeff = Fe1−xAlx понижается от
3.24 до 3.19µB, рис. 3. Полная заселенность Feeff-
орбиталей уменьшается от 5.15e до 4.98e. В целом,
можно видеть, что “легкое” легирование алюмини-
ем (x = 0.05) представляется вполне полезным, по-
скольку, с одной стороны, лишь незначительно вли-
яет на параметры электронного транспорта, а с дру-
гой – существенно повышает устойчивость феррита
в восстановительных условиях.

Твердые растворы SrFe1−xMnxO3 и

SrFe1−xCoxO3. На рисунке 1с приведены рас-
считанные полные плотности состояний АФМ
твердого раствора SrFe1−xMnxO3 в зависимости от
содержания марганца. С ростом x в SrFe1−xMnxO3

наблюдается формирование, рост и небольшое уши-
рение двух пиков плотности состояний около −1.4 эВ
и +1.6 эВ. Пик в окрестности −1.4 эВ, состоящий
из антисвязывающих Mn t↑2g -состояний, полностью
перекрывается с валентной полосой в соответствии
с экспериментом [33, 34]. Второй пик около +1.6 эВ
образован антисвязывающими Mn t↓2g-состояниями.
Величина энергетической щели ∼ 0.7 эВ, разде-
ляющая Mn t↓2g примесные состояния от Fe t↓2g
полосы проводимости, близка к эксперименталь-
ному значению ∼ 1 эВ [33], риc. 1c. Вблизи энергий
−4.9 эВ, +1.14 эВ и +3.75 эВ формируются более
широкие полосы Mn eg-состояний, гибридизованые
с 2p-состояниями O. Вычисленный электронный
спектр SrFe0.85Mn0.15O3 хорошо совмещается с
рентгеновскими спектрами поглощения и эмиссии
SrFe0.80Mn0.20O3 [33, 34]. При увеличении концен-
трации Mn установлено слабое уменьшение n(EF )
(рис. 2), что согласуется с малым вкладом Mn eg
состояний в n(EF). Величина спинового магнитного
момента 2.79µB на атомах марганца остается прак-
тически неизменной и близкой к значению 2.8 µB

в нелегированном SrMnO3, рис. 3. Таким образом,

Рис. 3. (Цветной онлайн) Концентрационные (x, y + z)

зависимости вычисленного локального/полного спино-
вого магнитного момента (µ) в твердых растворах
SrFe1−xAlxO3 (1), SrFe1−xMnxO3 (2), SrFe1−xCoxO3

(3), SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3 (4), SrFe1−y−zMnyCozO3

(5) при 0.05 ≤ x ≤ 0.25, 0.10 ≤ y + z ≤ 0.25. Приво-
дятся также экспериментальные значения магнитного
момента в SrFe1−xCoxO3 (черные квадраты) [11]
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вследствие незначительных изменений плотности
n(EF ) и локализации состояний на EF , примесь Mn
в исследованном диапазоне концентраций практи-
чески не должна влиять на уровень электронной
проводимости в SrFe1−xMnxO3.

В отличие от марганца, замещение железа
кобальтом приводит к существенным изменени-
ям прифермиевской области электронного спек-
тра ферримагнитного (ФиМ) твердого раствора
SrFe1−xCoxO3. Полные плотности состояний в
расчете на спин для составов x = 0.05 и 0.15
представлены на рис. 1d. С ростом концентрации
кобальта в SrFe1−xCoxO3 наблюдается формирова-
ние, рост и небольшое уширение узких примесных
Сo(1) t2g и Сo(2) t2g пиков около энергий −1.0,
−0.15 и +0.6 эВ. Пустой пик антисвязывающих
Co(2) t↑2g-состояний вблизи энергии 0.6 эВ частично

перекрывается с Fe(2) t↑2g зоной проводимости в
хорошем соответствии с рентгеновским спектром
поглощения твердого раствора SrFe0.8Co0.2O3−x [36],
рис. 1d. Главная особенность электронных спектров
твердых растворов SrFe1−xCoxO3 заключается
в формировании t↓2g-пика частично заполненных
антисвязывающих состояний Co(1) под уровнем
Ферми около энергии −0.15 эВ. Одновременно, в
окрестности уровня Ферми формируются широ-
кие полосы гибридизованных Co(1) eg – О 2р и
Co(2) eg – О 2р-состояний. Также следует заметить,
что вклад локализованных Co t2g-состояний в плот-
ность n(EF ) более чем в 2 раза превышает вклад
делокализованных Co eg-состояний и имеет тенден-
цию к увеличению с ростом содержания кобальта.
Сосуществование на уровне Ферми электронных
состояний, значительно отличающихся характером
локализации, может приводить к анизотропии
свойств [5] и наблюдаемым в эксперименте анома-
лиям электронной проводимости, термоэдс и др.
[9, 10, 12]. Максимальная величина плотности состо-
яний n(EF ) в SrFe1−xCoxO3 наблюдается в составе
x = 0.15, рис. 2, вблизи перехода АФМ состояния в
ФМ [9]. Расчетные значения магнитного момента на
атомах Co(1) и Co(2) в SrFe0.85Co0.15O3 составляют
−0.15 и +3.74µB, что соответствует низкоспиновому
состоянию ионов Co3+ (d6) и высокоспиновому со-
стоянию ионов Co4+ (d6L). Полученные в результате
расчета значения магнитного момента согласуются
с наблюдаемой в эксперименте тенденцией к росту с
увеличением содержания кобальта [11], рис. 3.

Наличие частично заполненного примесного пи-
ка с максимумом несколько ниже уровня Ферми на
фоне делокализованных состояний благоприятству-
ет сочетанию высокой термоэдс и проводимости [37].

Добавка акцепторной примеси алюминия позволяет
производить тонкую подстройку положения уровня
Ферми в пределах примесного пика. Действитель-
но, данные на рис. 2 показывают, что солегирова-
ние алюминием сопровождается резким увеличени-
ем плотности состояний n(EF ) в результате смеще-
ния EF в область низких энергий. При этом, плот-
ность делокализованных Co eg-состояний остается
практически неизменной. Иными словами, получен-
ные данные показывают, что феррит SrFe1−xCoxO3,
модифицированный небольшими добавками алюми-
ния, является перспективным термоэлектрическим
материалом.

Твердые растворы SrFe1−y−zMnyCozO3.
При легировании феррита стронция одновре-
менно атомами Mn и Co в электронном спектре
кубических ферримагнитных твердых растворов
SrFe0.90Mn0.05Co0.05O3 и SrFe0.75Mn0.125Co0.125O3

наблюдается формирование дополнительных со-
стояний Mn и Co, рис. 4. В первом прибли-
жении электронный спектр твердых раство-
ров SrFe1−y−zMnyCozO3 можно рассматривать
как суперпозицию спектров SrFe1−xMnxO3 и
SrFe1−xCoxO3. Положение примесных Mn t2g,
Co t2g и Co eg полос относительно уровня Фер-
ми практически не изменяется. По сравнению со
спектром SrFe1−xMnxO3 основное изменение в
спектре SrFe1−y−zMnyCozO3 связано с уширением
Mn eg полосы, рис. 4c. Это приводит к увеличе-
нию вклада делокализованных Mn eg-состояний
в n(EF ). Небольшое смещение уровня Ферми в
область высоких энергий в SrFe1−y−zMnyCozO3

в сравнении с его положением в SrFe1−xCoxO3

приводит к уменьшение вклада локализованных
состояний Co в n(EF ) и выравниванию вкладов
локализованных и делокализованных состояний
Co. В целом, с ростом концентрации Сo и Mn в
твердых растворах наблюдается тенденция роста
n(EF ), рис. 2. Следовательно, можно ожидать, что
умеренное солегирование кобальтом и марганцем
подрешетки железа должно способствовать повы-
шению концентрации и подвижности электронных
носителей в SrFe1−y−zMnyCozO3.

Заключение. Впервые с использованием ме-
тода когерентного потенциала при учете разных
величин кулоновских взаимодействий на t2g-
оболочках Mn, Fe и Co определены особенности
электронных спектров и рассчитаны значения
спиновых магнитных моментов в твердых раство-
рах SrFe1−xAlxO3, SrFe1−xMnxO3, SrFe1−xCoxO3,
SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3, SrFe1−y−zMnyCozO3 при
0.05 ≤ x ≤ 0.15, 0.05 ≤ y ≤ 0.125 и 0.05 ≤ z ≤ 0.125.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Вычисленные полные
(черная линия) плотности состояний (DOS) ФиМ
твердых растворов SrFe0.90Mn0.05Co0.05O3 (a) и
SrFe0.75Mn0.125Co0.125O3 (b). Парциальные Fe 3d (b)
и примесные Mn 3d (с) и Co 3d (d) DOS приводятся
для состава при y = z = 0.125. Черным и красным
цветом представлены состояния атома Fe t↑2g и e↑g сим-
метрии, а синим цветом и красной пунктирной линией
приводятся состояния атома Fe t↓2g и e↓g симетрии (b).
Уровень Ферми показан вертикальными штриховыми
линиями

Для всех исследованных соединений характерно
наличие конечной плотности состояний на уровне
Ферми в согласии с экспериментом. Наиболее силь-
ное влияние на электронные и магнитные свойства
оказывает примесь кобальта, приводящая к воз-
никновению узкого частично заполненного пика
Сo t2g-состояний непосредственно под EF на фоне
выходящей на уровень Ферми полосы Сo eg состо-
яний. В твердых растворах SrFe1−xCoxO3 вклад
локализованных Сo t2g-состояний в n(EF ) доминиру-
ет над вкладом делокализованных Co eg-состояний.
При увеличении концентрации Co в SrFe1−xCoxO3

наблюдается повышение n(EF ) и µtot в соответ-
ствии с имеющимися экспериментальными данными
[10, 11]. Увеличение доли локализованных состояний
в n(EF ) с ростом x способствует понижению подвиж-
ности электронных носителей. При этом, добавка
акцепторной примеси алюминия в SrFe1−xCoxO3

еще более увеличивает величину n(EF ) и степень
локализации состояний на EF . Таким образом,
солегирование феррита стронция кобальтом и
алюминием позволяет эффективно влиять как на
концентрацию электронных носителей, так и степень
их локализации. Сочетание данных особенностей
позволяет рассматривать SrFe1−x−0.15AlxCo0.15O3

в качестве перспективного термоэлектрического
материала. Иная ситуация наблюдается в твердых
растворах SrFe1−y−zMnyCozO3, где на уровне Ферми
образуется полоса Mn eg состояний, благоприят-
ствующая увеличению доли делокализованных
состояний в n(EF ) и повышению подвижности
электронных дырок. Максимальный вклад дело-
кализованных состояний и относительно высокое
значение плотности n(EF ) позволяют идентифи-
цировать твердые растворы SrFe1−y−zMnyCozO3,
где 0.10 ≤ y ≤ 0.125 и 0.10 ≤ z ≤ 0.125 в качестве
перспективных электродных материалов.
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Аномальное поведение туннельного магнетосопротивления

в нанокомпозитных пленочных структурах

(CoFeB)x(LiNbO3)100−x/Si ниже порога перколяции:

проявления со-туннельных и обменных эффектов1)

С. Н. Николаевa, К. Ю. Черноглазовa, А. В. Емельяновa, А. В. Ситниковa,c, А. Н. Талденковa, Т. Д. Пацаевa,
А. Л. Васильевa, Е. А. Ганьшинаb, В. А. Деминa, Н. С. Аверкиевd, А. Б. Грановскийb,e, В. В. Рыльковa,e,f 2)

aНациональный исследовательский центр “Курчатовский институт”, 123182 Москва, Россия

bФизический факультет, МГУ имени М.В.Ломоносова, 119991 Москва, Россия

cВоронежский государственный технический университет, 394026 Воронеж, Россия

dФизико-технический институт им. А.Ф.Иоффе РАН, 194021 Санкт-Петербург, Россия

eИнститут теоретической и прикладной электродинамики РАН, 125412 Москва, Россия

fФрязинский филиал Института радиотехники и электроники им. В. А.Котельникова РАН, 141190 Фрязино, Россия

Поступила в редакцию 19 мая 2023 г.
После переработки 1 июня 2023 г.

Принята к публикации 2 июня 2023 г.

В диапазоне температур 3–250 К в полях до 14 Тл обнаружена сильно немонотонная температурная
зависимость магнетосопротивления пленочных нанокомпозитов (CoFeB)x(LiNbOy)100−x при содержани-
ях x ≈ 40−48 ат. % вблизи перколяционного перехода на изолирующей стороне. Магнетосопротивление
имеет минимум при 40K, резко возрастая при понижении температуры. Такое поведение магнетосопро-
тивления объясняется сосуществованием в НК суперферромагнитных областей с обменно-связанными
гранулами, отделенных областями из суперпарамагнитных гранул. При этом увеличение отрицательного
магнетосопротивления при T > 40К обусловлено разрушением суперферромагнитного упорядочения, а
рост магнетосопротивления при T < 40K связан с процессами упругого совместного туннелирования че-
рез цепочки гранул. В условиях насыщения намагниченности проявляется дополнительный отрицатель-
ный вклад, обусловленный, вероятно, эффектами квантовой интерференции. При T < 4K наблюдается
двухъямный характер полевой зависимости магнетосопротивления, связанный с проявлением положи-
тельного вклада, конкурирующего с отрицательным магнетосопротивлением.

DOI: 10.31857/S1234567823130104, EDN: gbzzqc

1. Введение. Магнитные гранулированные на-
нокомпозиты (НК) металл–диэлектрик MxD100−x

представляют собой массив гранул из ферромагнит-
ного (ФМ) металла, хаотически расположенных в ди-
электрической матрице [1]. В зависимости от тем-
пературы, концентрации и формы, гранулы магнит-
ного НК могут находиться в однодоменном, супер-
парамагнитном или неоднородно-магнитном состо-
янии, сопровождаемом формированием ниже поро-
га перколяции суперферромагнитных (СФМ) обла-
стей с межгранульным обменным взаимодействием
ФМ-типа, подобных ФМ доменам в сплошной пленке

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: vvrylkov@mail.ru; rylkov_vv@nrcki.ru

(см. [2, 3], а также обзор [4]). Такие системы облада-
ют многими практически важными явлениями, таки-
ми как гигантское магнетосопротивление (MC) [5, 6],
аномальный эффект Холла c гигантским коэффици-
ентом [7–9], магниторефрактивный эффект [10], уси-
ленный магнитооптический эффект Керра [11] и др.

В наших недавних исследованиях маг-
нитных НК (Co40Fe40B20)x(Al2O3)100−x и
(Co40Fe40B20)x(LiNbO3)100−x (для краткости сплав
Co40Fe40B20 будем обозначать как CoFeB) были
обнаружены проявления эффектов СФМ упоря-
дочения, туннельный аномальный эффект Холла,
а в области относительно высоких температур
не связанный с поправками слабой локализации
логарифмический закон в температурной зависи-
мости проводимости [12–15]. Кроме того, в этих
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условиях в вертикальных структурах на основе
НК (CoFeB)x(LiNbO3)100−x был обнаружен эффект
многоуровневого резистивного переключения [14–
16], что делает данные системы привлекательными
для имитации синапсов в нейроморфных вычисли-
тельных системах [17, 18], к разработке которых в
настоящее время проявляется повышенный интерес
[19, 20].

Существенно, что пленочные НК
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x обладают необычными
магнето-резонансными свойствами, объясняемыми
наличием обменного взаимодействия магнитных
ионов и ФМ-гранул [21]. Более того, межгранульный
обмен в этом случае может значительно усиливаться
[22] вследствие высокой диэлектрической проница-
емости аморфной матрицы НК (εd ≈ 50−90 для
а-LiNbO3 [23]); аморфность структуры была уста-
новлена ранее с помощью электронной микроскопии
высокого разрешения [14, 16].

Однако, до сих пор в подобного рода НК с силь-
ным межгранульным обменом ниже порога перколя-
ции не было изучено поведение MC, тем более в силь-
ных полях при температурах ниже гелиевых. Кро-
ме того, эксперименты [12–15] проводились на НК
пленках и структурах, синтезированных на аморф-
ных ситалловых подложках. Вместе с тем более пер-
спективной для использования в микроэлектронике
являются подложки Si, которые обладают высокой
теплопроводностью и являются кристаллическими,
что может привести к заметным структурным изме-
нениям синтезированных НК пленок.

В данной работе в пленках (CoFeB)x(LiNbO3)100−x

на Si подложках, в отличие от типичного для НК
отрицательного МС, монотонно убывающего с
повышением температуры, обнаружено сильно
немонотонное его температурное поведение, обу-
словленное, как мы полагаем, проявлением в НК
ниже порога перколяции xp эффектов совместного
резонансного туннелирования [1, 24, 25] и СФМ
упорядочения [2–4].

2. Образцы и методы исследований. Пленоч-
ные структуры (CoFeB)x(LiNbO3)100−x/Si c толщи-
ной слоя НК ≈ 150 нм синтезированы методом ионно-
лучевого распыления с использованием составной
мишени из пластины литого сплава Co40Fe40B20 с
неравномерно расположенными на ней навесками ок-
сида LiNbO3. Такая мишень позволяла в едином цик-
ле синтезировать НК с различным соотношением
ФМ сплава в диапазоне 10−50 ат. % (см. детали в
[14, 15]). Осаждение пленок осуществлялось в атмо-
сфере аргона (PAr ≈ 4·10−4 Торр) со скоростью около
15 нм/мин с добавлением в процессе роста кислоро-

да в режиме заданного потока (парциальное давле-
ние PO2 ≈ 8 · 10−6 Торр) без использования прину-
дительного охлаждения подложкодержателя. Перед
осаждением подложки подвергались чистке ионами
аргона (время 15–20 с, энергия 2 кВ).

Транспортные и магнитные свойства НК изуча-
лись на универсальных образцах, выполненных с ис-
пользованием взрывной (lift-off) фотолитографии в
форме двойного холловского креста шириной про-
водящего канала w = 1.2мм и расстоянием между
потенциальными зондами l = 1.4мм на боковых гра-
нях [14]. Исследования проводимости, МС и намаг-
ниченности выполнялись с помощью универсальной
измерительной системы PPMS Dynacool-14 в темпе-
ратурном диапазоне T = 3−200K в магнитных по-
лях до 14 Tл. При исследованиях МС точность из-
мерения сопротивления была не менее 0.1 %. Преци-
зионные измерения намагниченности выполнялись
с помощью СКВИД магнитометра Quantum Design
MPMS-XL7.

Для исследования структурных особенностей
НК образцов были приготовлены их поперечные
сечения с помощью фокусированного ионного пучка
(ФИП) Ga+ в электронно-ионном микроскопе “Helios
NanoLabtm 600i” (Thermo Fisher Scientific, США).
Изображения высокого разрешения были получены
при ускоряющем напряжении 200 кэВ с помощью
просвечивающего/растрового электронного мик-
роскопа (ПЭМ/ПРЭМ) “Tecnai Osiris” (Thermo
Fisher Scientific, США), снабженного энергодис-
персионным рентгеновским спектрометром (ЭРС)
“Super-X” (Bruker, США) и высокоугловым кольце-
вым темнопольным детектором (ВКТД) (Fischione,
США).

3. Результаты и обсуждение. Согласно дан-
ным электронной микроскопии пленки НК пред-
ставляют собой ансамбль хаотично расположенных
CoFeВ гранул размером ag ≈ 2.5−4 нм в матрице
LiNbOy. При этом вытянутость гранул в направле-
нии нормали к пленке (отношение поперечного раз-
мера гранул к их латеральному размеру) в среднем
составляла около 1.5, что существенно меньше, чем
в случае пленок НК (CoFeB)x(LiNbO3)100−x, полу-
ченных на ситалле, где этот параметр достигал 4–
5 [14]. Другое важное отличие заключается в том,
что ранее методами высокоразрешающей электрон-
ной микроскопии (ВРЭМ) мы наблюдали кристал-
личность отдельных гранул CoFeB в ОЦК структуре
c постоянной элементарной ячейки ac = 0.284 нм [14].
Однако, в исследованных НК пленках подобные на-
блюдения оказались затруднительны, что указывает
на заметно большее содержание в гранулах атомов
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бора, способствующего их аморфизации [26]. Резуль-
таты ВРЭМ также показали, что пленка НК была
отделена от подложки Si тонким переходным слоем
SiOx толщиной ≈ 10 нм (см. дополнительные матери-
алы).

При исследованиях температурных зависимостей
удельного сопротивления ρ(T ) в области относитель-
но высоких температур было выявлено сильное его
уменьшение при T ≥ 300К (см. вставку к рис. 1),
свидетельствующее о шунтирующем влиянии Si под-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
проводимости НК (CoFeB)x(LiNbO3)100−xσ(T ) в коор-
динатах: (a) – log T ; (b) – ln σ − (1/T )1/2. Зависимости
получены для образцов с различным содержанием ФМ
сплава (кривые 1–5): 1 – 48; 2 – 46; 3 – 44; 4 – 42; 5 –
40 ат.%

ложки из-за недостаточно хороших изолирующих
свойств сформированного поверхностного слоя SiOx.
Из сравнения зависимостей ρ(T ) пленок НК, полу-

ченных на ситалловых и Si подложек, было пока-
зано, что при температурах ниже 250 К шунтиру-
ющее влияние Si подложки практически полностью
подавляется. Поэтому далее представлены результа-
ты исследования транспортных свойств НК пленок
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x при T ≤ 250К.

На рисунке 1 приведены температурные зависи-
мости проводимости σ(T ) в координатах σ − logT

(рис. 1а) и lnσ − (1/T )1/2 (рис. 1b) для образцов НК
(CoFeB)x(LiNbOy)100−x с различным содержанием
ФМ сплава (x = 40−48 ат. %) (кривые 1–5). Для НК
с содержанием металла x ≈ 44−48 ат. % температур-
ная зависимость проводимости σ в широком диапа-
зоне температур (T ≈ 10−110К) хорошо описывает-
ся логарифмической функцией: σ = σ∗ + β · lnT , где
σ∗ и β – параметры. В [27] (см. также обзор [1]) по-
казано, что такого рода зависимость может наблю-
даться в гранулированной системе ниже порога xp
при туннельном кондактансе между соседними гра-
нулами Gt, заметно превышающем квант проводимо-
сти: g = Gt/(2e

2/~) ≥ 1. Логарифмический закон в
проводимости не связан с поправками за счет слабой
локализации, а объясняется перенормировкой куло-
новского взаимодействия [1]. Поэтому для его наблю-
дения температура не должна быть слишком низкой
и высокой: gδ ≪ kBT ≪ Ec, где δ = (vV )−1 – средний
энергетический зазор между уровнями размерного
квантования в грануле, V = πa3g/6, v – плотность
состояний на уровне Ферми, kB – постоянная Больц-
мана, Ec = e2/(εd ·ag) – зарядовая энергия (кулонов-
ской блокады) отдельной гранулы. Полагая εd ≈ 50

(как для а-LiNbO3 на частотах 0.1–1 МГц [23]), при
среднем размере гранул ag ≈ 3 нм получим Ec/kB ≈
110,К, что хорошо согласуется с верхней темпера-
турой наблюдения закона σ(T ) ∝ lnT (см. рис. 1а).
Параметр β определяется радиусом корреляции пер-
коляционной сетки L [12, 14]: β ∼ 2e2a/~πkL2, где
k – эффективное число контактов гранулы с бли-
жайшими соседями. Найденный из эксперимента для
образца с x ≈ 48 ат. % параметр b ≈ 14 (Ом · см)−1

и занимает промежуточное значение между силь-
но вытянутыми и округлыми гранулами β ≈ 6 и
30 (Ом · см)−1, соответственно [14].

При содержании металлических гранул ниже
некоторой критической величины xc безразмер-
ный кондактанс g оказывается меньше 1. В этих
условиях согласно [1] происходит переход металл–
изолятор (ПМИ), ниже которого наблюдается закон
Эфроса–Шкловского “1/2”: lnσ ∝ −(T0/T )

1/2, обу-
словленный совместным туннелированием (или
со-туннелированием от анг. co-tunneling) электро-
нов через цепочки “резонансных” гранул. В этих
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условиях существенно снижается энергия активации
прыжка в сравнении с энергией кулоновской блока-
ды изолированной гранулы Ec, причем тем сильнее,
чем больше гранул в резонансной цепочке. При
этом параметр T0 увеличивается с уменьшением x

из-за уменьшения длины локализации электрона на
гранулах.

Описанный переход к закону “1/2” хорошо наблю-
дается и в нашем случае (см. рис. 1b). Параметр T0
достаточно резко увеличивается с уменьшением x,
более чем в 2 раза при уменьшении x от 42 к 40 ат. %.
При этом образец с x ≈ 44 ат. % оказывается погра-
ничным и одинаково хорошо “на глаз” описывается
законом σ(T ) ∝ lnT (при относительно высоких тем-
пературах, рис. 1a) и законом lnσ ∝ −(T0/T )

1/2 (при
относительно низких температурах, рис. 1b). Отме-
тим, что вероятной причиной подъема в зависимости
lnσ от (1/T )1/2, наблюдаемого при высоких темпера-
турах (малых 1/T 1/2; рис. 1b) в образцах с x ≈ 44 и
42 ат. % является переход в прыжковой проводимо-
сти от режима со-туннелирования электронов через
цепочки “резонансных” гранул к режиму прыжка на
ближайшего соседа, что обусловлено небольшой ве-
личиной T0 в этих образцах [1].

На рисунке 2 представлены в нормированном ви-
де зависимости продольного удельного сопротив-
ления ρ(B)/ρ(0) от магнитного поля для образца
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x с x ≈ 44 ат. % при различ-
ных температурах в диапазоне T = 3−200К. Мож-
но выделить три температурные области, в которых
поведение величины магниторезистивного эффекта
MR[%] = 100·[ρ(B)/ρ(0)−1] кардинально отличаются
друг от друга. Высокотемпературная область (ВT)
T ≈ 50−200К (рис. 2а), в которой величина |MR|
падает с уменьшением температуры, хотя обычно в
наногранулированных системах этот эффект растет
[28, 29]. Для сравнения на рис. 2а показана также за-
висимость отношения ρ(B)/ρ(0) при T = 10К, ко-
торое в поле 14 Тл совпадает с величиной ρ(B)/ρ(0)

при T = 200К.

В области промежуточных температур (ПT) T ≈
6−40К тенденция в поведении MС изменяется на
противоположное (рис. 2b) – в этой области абсолют-
ное значение MR резко увеличивается с понижением
температуры: от 0.44 % при T = 40К до 2.0 % при
T = 6К. Ранее значительное увеличение MС эффек-
та при T ≤ 40K наблюдалось в НК Co-Al-O, которое
было описано в рамках спин-зависимых процессов
со-туннелирования [24]. В нашем случае, однако, на-
чинает заметно проявляться вклад в отрицательном
MС, не насыщающийся в поле до 14 Тл, что указы-
вает на его не магнитную (спин-зависимую) приро-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости нормированно-
го продольного удельного сопротивления ρ(B)/ρ(0) от
магнитного поля при различных температурах для об-
разца (CoFeB)x(LiNbO3)100−x с x ≈ 44 ат.% в трех об-
ластях. (а) – ВТ область T ≈ 50−200К (HT), в кото-
рой величина отрицательного МС падает с уменьше-
нием температуры (кривые 1–5): 1 – 200; 2 – 160; 3 –
100; 4 – 50; 5 – 10К. Для сравнения на рисунке пока-
зана зависимость отношения ρ(B)/ρ(0) при T = 10К,
которое в поле 14 Тл совпадает с величиной ρ(B)/ρ(0)

при T = 200К. (b) – Область ПТ T ≈ 6−40К (IT), в
которой величина МС резко увеличивается с пониже-
нием температуры (кривые 1–6): 1 – 40; 2 – 20; 3 – 10;
4 – 6К. (c) – Область низких температур T ≈ 3−6К
(LT), где наблюдается переход к положительному МС,
сопровождаемый проявлением двух минимумов в зави-
симости ρ(B)/ρ(0) (кривые 1–7): 1 – 6.0; 2 – 4.5; 3 – 3.8;
4 – 3.4; 5 – 3.3; 6 – 3.0; 7 – 2.8 К. Поле в экспериментах
направлено перпендикулярно плоскости пленки НК
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ду. Подтверждением тому являются результаты по
изучению корреляции в изменении MR и намагни-
ченности M на примере образца с x ≈ 44 ат. % при
варьировании температуры от 5 до 10 К (рис. 3а). Из
данных рис. 3а следует, что как сама величина M ,
так и ее изменение ∆M = M(5К) −M(10К) насы-
щаются в полях µ0H ≥ 1.5Тл. При этом, однако, ве-
личина изменения МС ∆MR(B) = 100 · [ρ(B, 10К)−
ρ(B, 6К)]/ρ(0) испытывает рост с увеличением B

вплоть до 14 Тл (верхняя вставка рис. 3а). Иными
словами, в сильных полях отсутствует корреляция
в поведении MR и M .

Наконец, необычная модификация кривых MС
наблюдается при дальнейшем понижении темпера-
туры при T ≤ 6K (LT область; рис. 2с). Ниже 4 К
в зависимости ρ(B)/ρ(0) начинают проявляться два
минимума, причем тем ярче, чем ниже температу-
ра. Насколько нам известно, ранее подобное двухъ-
ямное поведение MС было обнаружено в сильно ле-
гированном (до вырождения) компенсированном по-
лупроводнике InSb, где оно объяснялось суперпози-
цией двух вкладов в MС разных знаков — отрица-
тельного и положительного [30]. Если двухъямный
характер MС в нашем случае связывать с проявлени-
ем положительного MС, то его относительный вклад
максимален в образце с промежуточным содержани-
ем x ≈ 44 ат. %, что вытекает из данных рис. 3b, где
представлены для сравнения зависимости ρ(B)/ρ(0)

при T ≈ 3 и 4 К для образцов с x ≈ 42, 44 и 48 ат. %.
Изменение величины MR в поле B = 14Тл для этих
образцов при увеличении температуры от 3 до 4 К
∆MR = 100 · [ρ(B, 3К) − ρ(B, 4К)]/ρ(0) составляет:
1.3, 2 и 0.9 %, соответственно. В образце с наимень-
шим содержанием x ≈ 40 ат. % при T = 4К положи-
тельный вклад в MС практически не проявляется.
При этом ρ(B)/ρ(0) в сильных полях описывается
корневым законом, ∆ρ(B)/ρ(0) ∝ −B1/2, который,
например, может наблюдаться в немагнитных неупо-
рядоченных системах в режиме прыжковой проводи-
мости с переменной длиной прыжка (variable-range-

hopping or VRH regime) [31]. Заметим, что сильно
немонотонное полевое поведение МС недавно наблю-
далось в антиферромагнетике типа RB12 с сильными
электронными корреляциями (см. рис. 2 в [32]). Од-
нако, в этом случае в полях B ≤ 1Тл МС является
положительным и при низких температурах не изме-
няет свой знак с ростом B.

Рассмотренное выше на примере образца с x ≈
≈ 44 ат. % температурное поведение эффекта MС
наблюдается для всех образцов из диапазона x ≈
40−48 ат. % (рис. 4а). Во всех случаях минимальная
величина |MR| наблюдается при Tmin ∼ 40K, при

Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Магнитополевая зави-
симость намагниченности в образце с x = 44 ат.% при
T = 5К. На вставке справа показана зависимость при-
ращения намагниченности ∆M(H)/Ms от магнитного
поля при уменьшении T от 10 до 5К, измеренная с по-
мощью СКВИД магнетометра (Ms – намагниченность
насыщения). На вставке слева – зависимость измене-
ния отношения ∆ρ(B)/ρ(0) от магнитного поля также
при уменьшении T от 10 до 6К. (b) – Сравнительные
зависимости ρ(B)/ρ(0) для образцов с различным со-
держанием металла x = 48 (кривые 1 и 2), 44 (кривые 3

и 4) и 42 ат. % (кривые 5 и 6) при T = 4.0 (кривые 1, 3,
5) и 3.0 К (кривые 2, 4, 6). (с) – Зависимость ρ(B)/ρ(0)

для образца с x = 40 ат.% при T = 4.0К. Сплошная
линия – результат подгонки корневой зависимостью:
∆ρ(B)/ρ(0) = 1−0.0125 ·B1/2 [Тл]
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этом наиболее сильный рост MС при уменьшении T

от 40 до 6 K (более, чем в 4 раза) достигается в об-
разце с наименьшим значением x ≈ 40 ат. %.

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости МС от тем-
пературы в диапазоне T = 6−200К для образцов с
различным содержанием металла (кривые 1–4): 1 – 40;
2 – 42; 3 – 44; 4 – 48 ат.%; MR = 100 · [ρ(14Tл) −
ρ(0)]/ρ(0) = 100 · ∆ρ/ρ0. На вставке – температурные
зависимости ∆ρ/ρmin для тех же образцов (|∆ρmin| –
минимальное значение |∆ρ| при изменении поля от 0
до 14 Тл). (b) – Инвертированные температурные за-
висимости МС для образца с x ≈ 44 ат. %, получен-
ные в сильных полях при его изменении от 5 до 14Тл:
MR5 = 100 · [ρ(14Tл) − ρ(5Tл)]/ρ(5Tл), а также при
изменении поля от 0 до 14 Тл (MR0). На вставке – тем-
пературная зависимость: ∆MR = (MR5 −MR0)

Интересно проанализировать температурное по-
ведение MС для образцов с разным x в нормирован-
ном виде: f(T ) = ∆ρ(T )/∆ρmin, где |∆ρmin| – мини-
мальное значение |∆ρ| при изменении поля от 0 до
14 Тл при Tmin ≈ 40К. Представленные на вставке

рис. 4а данные по зависимостям f(T ) ясно показыва-
ют, что относительный рост f(T ) с увеличением тем-
пературы (в диапазоне 40 < T < 200K) максимален
для образца с наибольшим x ≈ 48 ат. % и достигает
2 раз.

Столь необычная зависимость f(T ) наводит на
мысль о сосуществовании в НК пленках СФМ обла-
стей (с обменно-связанными гранулами), которые не
образуют бесконечного перколяционного кластера и
отделены друг от друга областями из слабовзаимо-
действующих суперпарамагнитных гранул (рис. 5а).

Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Нанокомпозитная перко-
ляционная система с фазовым магнитным расслоени-
ем на обменно-связанные гранулированные области и
области с преимущественным диполь-дипольным взаи-
модействием между гранулами. Розовым цветом выде-
лены обменно-связанные области, определяющие путь
электронного протекания. Стрелками изображены маг-
нитные моменты областей и гранул. (b) – Нормиро-
ванные зависимости коэрцитивной силы Hc/Hc(0) от
T 1/2 для образцов с x = 44 (кривая 1) и 48 ат.% (кри-
вая 2), подтверждающие наличие областей с высокими
эффективными температурами Кюри TSFM ≈ 230K.
Hc(0) – величина коэрцитивного поля при T → 0. На
вставке – зависимости Hc(T ) для тех же образцов

При этом увеличение отрицательного MС при T >

> 40К естественно связать с разрушением магнитно-
го упорядочения в СФМ областях, которое тем силь-
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нее должно проявляться, чем ближе температура к
температуре перехода областей из СФМ в суперпара-
магнитное состояние TSFM [3, 33]. При низких темпе-
ратурах, заметно меньших TSFM , когда магнитные
моменты гранул в SFM областях ориентированы по-
чти одинаково, данный вклад в MС полностью по-
давляется [3, 33].

Причины резкого увеличения MС при низких T <

40К заставляют предположить, что СФМ области не
являются связанными, а отделены друг от друга об-
ластями из “изолированных” гранул с прыжковым
характером транспорта электронов, который в на-
шем случае описывается закон “1/2” (рис. 1b), наблю-
даемым при доминировании процессов резонансного
со-туннелирования [1]. В этих условиях, как пред-
сказано в [25], возможно резкое увеличение отрица-
тельного MС интерференционной природы, возника-
ющего с понижением температуры при переходе от
режима неупругого резонансного со-туннелирования
к режиму упругого. Данный переход характеризует-
ся критической температурой [25]:

Tcr ∼ Λ−1(δEc)
1/2 ∝ 1/a2g, (1)

где Λ ∼ 10 – логарифмический фактор. В [25] для
гранул Al размером ag ∼ 10 нм получена оценка
Tcr ∼ 2К. В нашем случае средний размер гранул
ag ≈ 3 нм. Поэтому при прочих равных условиях из
(1) следует, что величина Tcr в исследованных НК
должна быть на порядок выше, т.е. Tcr ∼ 20К.

Для оценки значения Tcr из эксперимента следует
проанализировать поведение MС, найденного из из-
менения сопротивления в сильных полях в условиях
насыщения намагниченности. На рисунке 4b показа-
на в инвертированном виде температурная зависи-
мость MС для образца с x ≈ 44 ат. %, полученная
в сильных полях при его изменении от 5 до 14 Тл:
MR5(T ) = 100 · [ρ(14Tл) − ρ(5Tл)]/ρ(5Tл). Там же
для сравнения представлена зависимость MR0(T ),
найденная при изменении поля от 0 до 14 Тл, а так-
же на вставке – температурная зависимость разни-
цы: ∆MR = (MR5 −MR0). Из приведенных данных
следует, что высокополевое MС практически не на-
блюдается при T > 24К (MR5 < 0.1%) и резко уве-
личивается ниже температуры T ≈ 24К, которая
совпадает с приведенной выше оценкой Tcr ∼ 20К.
Отметим, что ∆MR, зависящее от намагниченности,
растет как выше, так и ниже Tmin ∼ 40К. При этом
увеличение ∆MR при T < 40К достигает ≈ 2 раз,
как в условиях спин-зависимого электронного со-
туннелирования, обнаруженного в гранулированных
пленках Co-Al-O в [24].

Иными словами, данные представленные на
рис. 3а и 4 убедительно свидетельствуют о наличии
в изученных НК существенного вклада в отри-
цательное MС, который не связан с магнитным
состоянием системы и, скорее всего, обусловлен
эффектами квантовой интерференции при пере-
ходе от режима неупругого к режиму упругого
со-туннелирования [25]. Отметим также, что в этом
случае в сильных полях также ожидается корневая
зависимость MС от поля: ∆ρ(B)/ρ(0) ∝ −B1/2

[25], как в VRH режиме [31], что наблюдается в
эксперименте (рис. 3с).

В основе объяснения наблюдения минимума
в температурном поведении эффекта MС лежат
представления о магнитном фазовом расслоении
НК системы на обменно-связанные гранулирован-
ные СФM области и области с преимущественным
диполь-дипольным взаимодействием между гра-
нулами (рис. 5а). Известно, что в этих условиях в
НК системе существенно модифицируется закон
Нееля–Броуна, описывающий температурное пове-
дение коэрцитивного поля Hc [34, 35]. В этом случае
в зависимости Hc от

√
T при некотором значении

T ∗
b ≈ Tb наблюдается излом, после которого Hc сле-

дует с ростом T по тому же закону, Hc(T ) ∝ −
√
T ,

но с меньшим наклоном вплоть до пересечения
с осью абсцисс (Hc = 0) при T ≈ TSFM . (Здесь
Tb – температура блокировки гранул в отсутствие
взаимодействия.) Такое поведение, действительно,
наблюдается в нашем случае (см. рис. 5b). Най-
денная по особенностям зависимости Hc от

√
T

температура блокирования Tb ≈ 24К, а величина
TSFM ≈ 230К. Заметим, что полученное значение
Tb хорошо совпадает с данными прямых измерений
этой величины по изменению магнитного момента
образцов с малым содержанием металла при их
нагреве в слабом поле 10 мТл после охлаждения
в нулевом поле (ZFC кривые). При x ≈ 17 aт. %
наблюдается максимум в ZFC кривых, который дает
параметр Tb ≈ 25К (в условиях межгранульного
взаимодействия при x ≈ 42 aт. % максимум сильно
размывается Tb ≈ 20−80К; см. дополнительные
материалы).

Рассмотрим теперь подробнее особенности по-
ведения MС в низкотемператуной области (T ≤
≤ 6К), где проявляется два минимума в зависимости
ρ(B)/ρ(0) (рис. 2 и 3). Как уже отмечалось, двухъям-
ный характер поведения MС может быть обусловлен
аддитивным проявлением двух магниторезистивных
вкладов с противоположными знаками – отрицатель-
ным и положительным [30]. В случае НК при x ≤ xp,
как было недавно обнаружено нами, может наблю-
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даться относительно небольшой линейный положи-
тельный вклад в MС величиной до ∼ 2 · 10−2 %/Тл
при 65 К, который был описан влиянием эффекта
Зеемана на высоту туннельного барьера из-за линей-
ного по полю уменьшения энергии Ферми в грану-
лах [36, 37]. Согласно [36] этот вклад увеличивается
с уменьшением температуры: MR ∝ T−1/2. Иными
словами, величина положительного МС при T ∼ 3K
может достигатьMR ∼ 10−1 %/Тл. Для проверки ги-
потезы о проявлении положительного вклада в МС
мы прибавили к кривой отрицательного МС, наблю-
даемого для образца с x ≈ 44 aт. % при повышен-
ной температуре T = 4.5K (рис. 6), линейный поло-

Рис. 6. (Цветной онлайн) Экспериментальные зависи-
мости ρ(B)/ρ(0) для образца с x = 44 ат. % при T = 3

и 4.5 К (кривые 1 и 2). Для сравнения также пока-
зана расчетная зависимость ρ(B)/ρ(0) при T = 3.0К
(кривая 3), полученная путем добавления к экспери-
ментальной зависимости ρ(B)/ρ(0) при T = 4.5К ли-
нейного положительного вклада ρ(B)/ρ(0) = 0.0013 ·B

[Тл]

жительный член ρ(B)/ρ(0) = c · B. При c = 1.3 ·
10−1 %/Тл экспериментальная кривая ρ(B)/ρ(0) при
T = 3K довольно хорошо описывается получен-
ной таким образом зависимостью: ρ(B, 3К)/ρ(0) ≈
≈ (B, 4.5К)/ρ(0) + 1.3 · 10−3 · B (рис. 6). Использо-
вание нелинейного по полю положительного вклада
(квадратичного или корневого типа) приводит к за-
метно худшему описанию двухъямного МС, наблю-
даемого нами при T ≤ 4K (рис. 2c, 3b и 6). И хо-
тя предложенное объяснение двухъямного МС пред-
ставляется разумным, необходимо отметить, что для
его наблюдения необходимо, чтобы линейный поло-
жительный вклад в МС резко возрастал ниже 4 К,
причем не степенным (корневым) образом, как сле-
дует из [36]. Механизм сильного возрастания поло-

жительного МС пока не ясен. Возможно, это связано
с аномальным поведением теплового коэффициента
расширения Si, который при T ≤ 150K оказывается
отрицательным, а затем ниже T ≤ 10K становится
снова положительным, т.е. подложка резко сжимает-
ся (см. [38] и ссылки там).

Таким образом, обнаруженное в на-
нокомпозитных пленочных структурах
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x/Si ниже порога перколяции
проявление различных вкладов в магниторези-
стивном эффекте не противоречивым образом
объясняется магнитным фазовым расслоением НК
системы на обменно-связанные СФМ гранулиро-
ванные области и области с преимущественным
диполь-дипольным (антиферромагнитным) взаимо-
действием между гранулами. Одна из существенных
причин, обусловливающих формирование СФМ
областей, может быть связана с высокой диэлек-
трической проницаемостью матрицы (εd ∼ 50),
усиливающей межгранульное обменное взаимо-
действие [22], влияние которого ослабляется с
повышением температуры и приводит к проявле-
нию отрицательного МС [3, 33]. С другой стороны,
аморфизирующее влияние бора в гранулах CoFeB
может способствовать уменьшению в них плотности
состояний на уровне Ферми и облегчать переход к
упругому со-туннелированию, приводя при T ≤ 20К
к сильному увеличению отрицательного МС с пони-
жением температуры [25], впервые обнаруженному
в данной работе. При T ≤ 4К выявлено также
положительное линейное МС типа описанного в [36],
причины резкого возникновения которого пока до
конца не ясны и требуют дальнейших исследований.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант # 22-19-00171) в
части исследования МС.
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Было проведено подробное исследование плазменных и магнитоплазменных возбуждений в высоко-
качественных нелегированных двумерных системах на основе SiGe/Si квантовых ям. Двумерная элек-
тронная система формировалась при приложении напряжения к верхнему затвору, частично прозрачно-
го для субтерагерцового излучения в частотном диапазоне 20−160ГГц. Для сравнения также приведе-
ны результаты для SiGe/Si квантовых ям с δ-слоем легирования Sb. Были непосредственно определены
транспортные и квантовые времена рассеяния для обеих структур. Было установлено, что величина эф-
фективной массы электронов практически не зависит от плотности двумерных электронов в широком
диапазоне значений.

DOI: 10.31857/S1234567823130116, EDN: gcfgpo

Последовательное освоение диапазона частот
электромагнитного излучения, лежащего в области
от 0.1 до 1.0ТГц, является ключевым направлением
современной физики, техники и приборостроения.
Например, в данном частотном диапазоне возможно
создание систем радиовидения, которые способны
решать целый спектр различных прикладных за-
дач в области промышленного неразрушающего
контроля качества [1–4], в сельском хозяйстве [5]
и в сфере безопасности [6–11]. Более того, именно
в субтерагерцовом частотном диапазоне предпо-
лагается построение телекоммуникационных сетей
следующего поколения [12–14]. С другой стороны,
развитие субтерагерцовых технологий позволит зна-
чительно продвинуться и в фундаментальной науке,
особенно в физике конденсированного состояния
[15–20], биомедицине [21–26] и астрофизике [27].

Для успешного развития и широкомасштабного
применения субтерагерцовых технологий на прак-
тике необходимо создание дешевых и эффективных
детекторов электромагнитного излучения, которые
при этом характеризовались бы достаточно высо-
ким быстродействием. Всем перечисленным требо-
ваниям удовлетворяют детекторы, работающие по
принципу выпрямления переменного поля плазмен-
ных волн, возбуждаемых в двумерном канале па-
дающей электромагнитной волной, на искусствен-
ном дефекте, сформированном в электронной систе-

1)e-mail: akhisameeva@issp.ac.ru

ме [28–31]. Основные параметры детектора, такие
как чувствительность и быстродействие, определя-
ются свойствами спектра плазменных волн, а значит,
изучение свойств таких коллективных колебаний за-
рядовой плотности является крайне важной научной
задачей.

В рамках данной работы были подробно исследо-
ваны свойства плазменных возбуждений в высоко-
качественных двумерных системах, формирующих-
ся в SiGe/Si квантовых ямах. Такие полупроводни-
ковые гетероструктуры имеют целый ряд уникаль-
ных характеристик, в том числе и с точки зрения ис-
пользования их как основы для детекторов субтера-
герцового излучения. В первую очередь, рассматри-
ваемые структуры характеризуются высокой чисто-
той и качеством, так, низкотемпературная подвиж-
ность в них достигает значений 2 × 106 см2/Вс, а
транспортные времена рассеяния сравнимы с вре-
менами рассеяния в GaAs гетероструктурах. С дру-
гой стороны, SiGe/Si структуры полностью совме-
стимы со стандартными кремниевыми технология-
ми, что в перспективе обеспечит низкую себестои-
мость детекторов и возможность крупноосерийного
производства. Например, омические контакты мож-
но изготавливать путем ионной имплантации с по-
следующей активацией [32]. С фундаментальной точ-
ки зрения, в подобных гетероструктурах эффектив-
ная масса двумерных электронов достаточно велика,
что обеспечивает доминирование характерной энер-
гии электрон-электронного взаимодействия над ки-
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нетической энергией. В таких условиях электрон-
электронные корреляции существенно модифициру-
ют основные свойства такой материальной систе-
мы [33]. Как следствие, изучение спектра плазмен-
ных колебаний в SiGe/Si полупроводниковых гете-
роструктурах представляет собой крайне важную
задачу.

Свойства коллективных плазменных мод уже ча-
стично были исследованы в SiGe/Si квантовых ямах
ранее в [34, 35]. В указанных работах эксперимен-
ты проводились на легированных ямах с характер-
ными низкотемпературными подвижностями µ ∼
∼ 105 см2/Вс. Ключевым отличием наших исследо-
ваний является тот факт, что плазменные возбужде-
ния изучались в структуре, не имеющей слоя допол-
нительного легирования. При этом двумерная элек-
тронная система (ДЭС) в яме формировалась при
приложении напряжения к верхнему затвору [36]. В
таких системах подвижность электронов увеличива-
ется более чем на порядок и достигает рекордных
значений в 2× 106 см2/Вс. Отметим, что в подобных
структурах спектр плазменных возбуждений изучал-
ся впервые. Во многом это связано с необходимо-
стью нанесения на образец верхнего затвора, в каче-
стве которого, как правило, используется достаточно
толстый сплошной слой золота, полностью отража-
ющего падающее излучение и, как следствие, плаз-
менные возбуждения в рассматриваемых структурах
крайне сложно возбудить. Мы же использовали спе-
циальные тонкие слои хрома, характерное сопротив-
ление на квадрат которых превышало импеданс ва-
куума. Как следствие, существенная часть излуче-
ния проходила сквозь слой металлизации. Аналогич-
ный подход, например, с успехом применялся при
изучении электронного парамагнитного резонанса в
GaN/AlGaN гетеропереходах [37].

Исследования проводились на нелегированной
высококачественной структуре SiGe/Si, выращенной
методом сверхвысоковакуумного химического оса-
ждения из газовой фазы (UHVCVD) [36]. Кванто-
вая яма с шириной w = 15 нм была сформирова-
на между барьерными слоями Si1−xGex (x = 0.14).
Образцы представляли собой стандартные холлов-
ские мостики шириной W = 120мкм с омическими
контактами, сформированными напылением AuSb
с последующим термическим отжигом. На поверх-
ность образца посредством напыления был сформи-
рован слой диэлектрика SiO (200 нм). Для форми-
рования двумерной электронной системы и после-
дующих исследований при помощи микроволновой
спектроскопии была отработана и применена мето-
дика нанесения частично прозрачного для сверхвы-

сокочастотного (СВЧ) излучения затвора в частот-
ном диапазоне 20−160ГГц путем термического на-
пыления 7 нм пленки хрома на поверхность слоя ди-
электрика. Характерное сопротивление при такой
толщине затвора составляло 1 кОм, что превосхо-
дит импеданс свободного пространства 377Ом. Ва-
риация плотности двумерных электронов в широ-
ком диапазоне ns = 1.6−2.5 × 1011 см−2 произво-
дилась посредством приложения напряжения на за-
твор Vg, типичные низкотемпературные подвижно-
сти µ были порядка 150−1000 × 103 см2/Вс. Схема-
тичное изображение архитектуры образца показано
на рис. 1d. Для сравнения были проведены аналогич-
ные измерения на структурах SiGe/Si, выращенных
методом молекулярно-пучковой эпитаксии (MBE) с
δ-слоем легирования Sb и квантовой ямой с шири-
ной w = 15 нм и барьерными слоями Si1−xGex c
x = 0.18 (рис. 1e). Также методом стандартной фо-
толитографии на образце был сформирован холлов-
ский мостик шириной W = 100мкм, омический кон-
такт создавался посредством термического напыле-
ния AuSb с последующим отжигом. Плотность дву-
мерных электронов составляла ns = 3.3 × 1011 см−2

с соответствующей низкотемпературной подвижно-
стью µ = 47 × 103 см2/Вс. Измерения проводились
при температуре T = 0.5−1.5К, в магнитном поле до
10Тл, ориентированном перпендикулярно плоскости
двумерной электронной системы. Для обеих струк-
тур при росте квантовых ям Si в направлении [001]

самыми низкими по энергии оказываются 2 долины,
имеющие изотропную эффективную массу электро-
нов m = 0.2m0 в плоскости квантовой ямы.

Экспериментальная методика детектирования ос-
новывалась на чрезвычайной чувствительности про-
дольного магнитосопротивления Rxx к разогреву
ДЭС вследствие возбуждения плазменной волны в
системе микроволновым излучением [38]. К иссле-
дуемому образцу микроволновое излучение подво-
дилось по сверхразмерному волноводному с прямо-
угольным сечением 7.0 × 3.5мм2 (WR 28) и часто-
той отсечки f ≈ 15ГГц. Измерения проводились в
диапазоне СВЧ-излучения f = 20−160ГГц, обеспе-
чиваемом серией генераторов с сопряженными бло-
ками умножения частоты. Более подробно об экс-
периментальной технике можно прочитать в наших
предыдущих работах [39, 40]. На эксперименте с це-
лью улучшения соотношения сигнал-шум использо-
валась схема двойного синхронного детектирования.
По образцу пропускался переменный ток (с ампли-
тудой I = 0.1−1мкА с частотой f = 2 кГц), напря-
жение Vxx снималось с двух потенциометрических
контактов посредством первого синхронного детек-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость добавки к про-
дольному сопротивлению ∆Rxx от магнитного поля B

для серии микроволновых частот в случае (a) – неле-
гированной структуры SiGe/Si c затвором при ns =

= 1.6 × 1011 см−2 (Vg = 0.8В) и (b) – легированной
структуры SiGe/Si при ns = 3.3 × 1011 см−2. Прямы-
ми линиями отмечены уровни сигнала без микроволно-
вого излучения; (с) – пример теоретической подгонки
согласно формуле (1) для нелегированной структуры
SiGe/Si c затвором ns = 1.6×1011 см−2 (Vg = 0.8В) при
частоте f = 97ГГц; схематическое изображение архи-
тектуры образцов для (d) – нелегированной структуры
SiGe/Si c затвором (e) легированной структуры SiGe/Si

тора. Сигнал с выхода первого синхронного детек-
тора поступал на вход второго, настроенного на ча-
стоту амплитудной модуляции СВЧ-излучения fmod,
падающего на образец. Таким образом, на экспери-
менте измерялась добавка к продольному сопротив-
лению образца δRxx. Так как механизмы рассеяния
электронов сильно восприимчивы к температуре, это
приводит к увеличению сопротивления образца Rxx,
и на эксперименте магнитоплазменные возбуждения
проявлялись как максимум при развертке магнитно-
го поля B и фиксированной частоте (рис. 1a и b).

Типичная зависимость добавки к продольному
сопротивлению ∆Rxx от магнитного поля B для се-
рии микроволновых частот f = 40, 85, 120ГГц для
случая нелегированной структуры SiGe/Si c затво-
ром c плотностью двумерных электронов n = 1.3 ×
× 1011 см−2 (Vg = 0.8В) показана на рис. 1a. Макси-
мумы соответствуют возбуждению плазмона в систе-
ме, прямыми линиями отмечены уровни сигнала без
микроволнового излучения. Каждая кривая демон-
стрирует выраженный резонанс, который с увеличе-
нием частоты СВЧ-излучения f сдвигается в сторону
больших значений магнитного поля B, что соответ-
ствует возбуждению поперечной магнитоплазменной
моды в системе. На рисунке 1b также приведены по-
казательные зависимости для легированной струк-
туры SiGe/Si без затвора (ns = 3.3 × 1011 см−2) для
f = 55, 90, 155ГГц, которые тоже демонстрируют ха-
рактерную для циклотронного магнитоплазменного
возбуждения зависимость.

Для определения положения и ширины ∆B резо-
нанса экспериментальные данные подгонялись тео-
ретической зависимостью (рис. 1c). Форма резонанса
связана с диссипативной частью продольной прово-
димости δRxx ∝ Reσxx, которая в свою очередь с
хорошей точностью описывается лоренцевой зависи-
мостью, предсказанной в рамках модели Друде:

Reσxx(ω,B) =
σ0
2τ2

∑

±

1

(ω ± ωmp(B))2 + 1/τ2
, (1)

в которой σ0 представляет собой друдевскую про-
водимость, τ – транспортное время рассеяния, а
ωmp(B) – дисперсия объемной магнитоплазменной
моды в ДЭС, которая определяется следующим вы-
ражением [41]:

ωmp(B)2 = ω2
p + ω2

c , (2)

где ωc – циклотронная частота, ωp – плазменная час-
тота в нулевом магнитном поле B = 0 Тл, подчиня-
ющаяся дисперсии двумерных плазмонов [42]:

ωp = 2πfp =

√

nse2

2mpε0ε∗
q, (3)

в которой ε∗ = (εSi+1)/2 – эффективная диэлектри-
ческая проницаемость. Волновой вектор q для ДЭС
в форме полоски с шириной W принимает значения
q = πN/W (N = 1, 2, . . .). Более точные вычисления
для N = 1 дают ωp = 0.85(2πfp) [43].

По полученным экспериментальным данным в
диапазоне частот f = 20−160ГГц были построе-
ны зависимости положения магнитоплазменных ре-
зонансов по магнитному полю от частоты для неле-
гированной структуры SiGe/Si c затвором при ns =
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Магнитодисперсия плазмен-
ных возбуждений для: (a) – нелегированной структуры
SiGe/Si c затвором при ns = 1.6×1011 см−2 (Vg = 0.8В)
и (b) – легированной структуры SiGe/Si при ns =

= 3.3×1011 см−2. Зелеными линиями показана теорети-
ческая подгонка согласно формуле (2). Прямыми чер-
ными линиями отмечены положения циклотронного
резонанса для массы m = 0.2m0. Зависимость квадрата
частоты магнитоплазменнего возбуждения от квадрата
величины магнитного поля для: (c) – нелегированной
структуры SiGe/Si c затвором при ns = 1.6× 1011 см−2

(Vg = 0.8В) и (d) – легированной структуры SiGe/Si
при ns = 3.3× 1011 см−2.

1.6 × 1011 см−2 и Vg = 0.8В (рис. 2a) и легирован-
ной структуры SiGe/Si при ns = 3.3 × 1011 см−2

(рис. 2b). На графиках сплошной черной линией от-
мечены положения циклотронного резонанса ωc =

eB/mc для массы m = 0.2m0. На рисунках 2a и 2b
зелеными сплошными линиями показаны теоретиче-
ские подгонки согласно формуле (2). Для легирован-
ной структуры SiGe/Si без затвора (рис. 1b) положе-
ния резонансов по магнитному полю следуют линии
циклотронного резонанса ωc с отклонением в низко-
частотной области из-за деполяризационного плаз-
менного сдвига. Теоретическая подгонка, согласно
формуле (2), позволила определить fp = ωp/2π =

= 41ГГц и соответствующее значение эффектив-
ной массы mp = (0.26± 0.01)m0. Получившееся зна-
чение заметно отличается от величины циклотрон-
ной массы, при этом разница между ними превыша-
ет экспериментальную погрешность. По всей види-
мости, данное явление связано с наличием сильно-
го электрон-электронного взаимодействия в системе.

Действительно, аналогичное различие наблюдалось,
например, в узких AlAs квантовых ямах [39, 44],
в которых большая величина эффективной массы
обеспечивает доминирование характерной энергии
электрон-электронного взаимодействия над кинети-
ческой энергией.

Однако для структуры с затвором (рис. 2a) маг-
нитоплазменный резонанс строго следует линии цик-
лотронного резонанса в исследуемом диапазоне час-
тот. Для наглядности также была построена тео-
ретическая магнитодисперсия согласно формуле (2)
с ωp = 27ГГц, рассчитанной для соответствующих
значений концентрации ns и ширине W структуры.
Из графика на рис. 2a видно, что экспериментальные
данные не выходят на эту частоту, что однозначно
указывает на то, что плазменные колебания возбуж-
даются в ДЭС, частично экранированной металли-
ческим затвором.

В работе [45] для системы с металлическим за-
твором и бесконечно большой проводимостью, плаз-
менная частота в пределе qd ≪ 1 определяется сле-
дующим выражением:

ωsc =

√

nse2d

ε0ε∗m∗ q. (4)

В нашем случае, когда проводимость затвора имеет
конечное значение, данная формула не вполне право-
мерна, но дает возможность провести качественную
оценку величины частоты экранированного плазмо-
на. При расстоянии от ДЭС до металлического за-
твора d = 700 нм, ns = 1.6 × 1011 см−2, а волно-
вой вектор q, в силу слабой пространственной неод-
нородности внешнего электромагнитного поля, свя-
зан с шириной полоски W = 120мкм соотношени-
ем q ≈ π/W , оценка плазменной частоты дает fsc =

ωsc/2π = 5ГГц (положение отмечено на рис. 2a), что
лежит вне исследуемого нами частотного диапазона,
вследствие частоты отсечки волновода в 15ГГц.

Также были определены значения эффективных
циклотронных масс из наклона прямой зависимости
квадрата резонансного магнитного поля от квадрата
микроволнового излучения, как показано на рис. 2с
и 2d. Значения для обеих структур совпадали с хо-
рошей точностью и составляли mc = (0.20±0.01)m0.

Полная экспериментальная зависимость эффек-
тивной циклотронной массы mc электронов от плот-
ности двумерных электронов ns показана на рис. 3.
На графике собраны результаты для серии образ-
цов: красные ромбы – для образца SiGe/Si с затво-
ром при различных напряжениях на Vg и соответ-
ствующих ns; синий круг – для легированной струк-
туры SiGe/Si; зеленый квадрат – результат, полу-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Экспериментальная зависи-
мость эффективной циклотронной массы электронов
от плотности двумерных электронов ns. Красные ром-
бы соответствуют данным, полученным для образца
SiGe/Si при различных напряжениях Vg на затворе,
синий круг – результат для легированной структу-
ры SiGe/Si. Зеленый квадрат демонстрирует результат,
полученный в работе [35]

ченный для легированной структуры Si/SiGe в ра-
боте [35]. Согласно полученным результатам, цикло-
тронная масса mc = (0.2 ± 0.01)m0 практически не
зависит от концентрации электронов ns. Ранее в ра-
ботах по исследованию магнитоплазменных резонан-
сов в двумерных системах на основе гетеропереходов
ZnO/MgZnO (m = 0.33m0) [46] наблюдалось замет-
ное возрастание эффективной массы с увеличением
электронной плотности и связывалось это с непара-
боличностью зоны в условиях сильного кулоновско-
го взаимодействия. Схожая картина наблюдалась в
узких квантовых ямах AlAs (m = 0.2m0) [39, 44].
Вследствие этого, тот факт, что циклотронная масса
не зависит от концентрации двумерных электронов в
SiGe/Si, где масса сравнима с величинами в гетеропе-
реходах ZnO/MgZnO и узких квантовых ямах AlAs,
является важным экспериментальным наблюдением.

Перейдем теперь к анализу ширины линии магни-
топлазменного резонанса. Подчеркнем, что данная
характеристика имеет исключительную важность с
точки зрения использования SiGe/Si гетероструктур
в качестве плазменных детекторов излучения суб-
терагерцового частотного диапазона. Малый лате-
ральный размер мезы (около 100 микрон) в исследо-
ванных образцах в сравнении с длинной волны воз-

буждающего электромагнитного излучения обеспе-
чивает пренебрежимо малый радиационный вклад в
ширину линии [47, 48]. При этом ширина резонан-
са определяется исключительно квантовым време-
нем рассеяния τq ∼

∫

Wkk′dk′ (здесь Wkk′ – вероят-
ность рассеяния электрона вблизи поверхности Фер-
ми) и может существенно отличаться от транспорт-
ного времени рассеяния τtr ∼

∫

Wkk′ (1 − cos θ)dk′,
θ – угол рассеяния, таким образом τq ≈ τcr, где
τcr = 1/2π∆f . Как правило, квантовое время рассе-
яния не превышает транспортное, однако при опре-
деленных условиях (например, в условиях сильной
локализации) τq становится больше τtr, как показано
в работе [48]. Характерные значения транспортного
времени рассеяния, вычисленного по значению про-
дольного магнитосопротивления в нулевом магнит-
ном поле, а также характерного времени τcr, опре-
деляемого по ширине линии резонанса, приведены в
табл. 1. Несмотря на то, что τtr различаются в ле-
гированном образце и структуре с затвором на по-
рядок, разница в ширине плазменных линий не на-
столько существенна, что отлично видно на рис. 4.
Отметим также, что для структуры с затвором отно-
шение τtr/τcr заметно больше 1, а для легированной
структуры квантовое и транспортное времена одного
порядка. Это может указывать на существенно боль-
шую неоднородность электронной системы в легиро-
ванной SiGe/Si гетероструктуре.

Таблица 1. Времена релаксации в исследуемых структурах
SiGe/Si

Структура τtr (пс) τcr (пс)

Gated SiGe/Si 50 9

Doped SiGe/Si 6 4

В заключение, впервые было проведено подроб-
ное исследование плазменных и магнитоплазменных
возбуждений в высококачественных нелегированных
двумерных системах на основе SiGe/Si квантовых
ям. Двумерная электронная система формировалась
при приложении напряжения к верхнему затвору, ча-
стично прозрачного для СВЧ излучения в частотном
диапазоне 20−160ГГц. Для сравнения также приве-
дены результаты для SiGe/Si квантовых ям с δ-слоем
легирования Sb. Были непосредственно опеределены
времена транспортной и циклотронной релаксации
для обеих структур. Было установлено, что величина
эффективной массы электронов крайне слабо зави-
сит от плотности двумерных электронов в широком
диапазоне значений.

Работа была выполнена при поддержке Россий-
ского Научного Фонда (грант # 22-72-00135).
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Сравнение зависимостей до-
бавок к продольному сопротивлению ∆Rxx от магнит-
ного поля B для нелегированной структуры SiGe/Si, с
соответствующими ns = 2.4 × 1011 см−2 (Vg = 1.3В) и
τt = 50пс (красная линия) и легированной структуры
SiGe/Si (синяя линия) с ns = 3.3×1011 см−2 и τt = 6 пс
при частоте микроволнового излучения f = 100ГГц

Авторы благодарны Новикову Алексею Виталье-
вичу и Институту физики микроструктур РАН за
предоставленные для исследования легированные ге-
тероструктуры SiGe/Si.
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1. Введение. Квантовая криптография реша-
ет центральную проблему симметричной криптогра-
фии – распределение общего секрета – криптографи-
ческого ключа между пространственно удаленными
пользователями через открытые квантовый и клас-
сический аутентичный каналы связи, которые до-
ступны для прослушивания [1].

Базовой конфигурацией квантового распределе-
ния ключей (КРК) является конфигурация точка–
точка, в которой ключ распределяется между дву-
мя узлами. В существующих на сегодняшний день
телекоммуникационных сетях требуется наличие об-
щего ключа между любой парой узлов, которые не
связаны непосредственно квантовым каналом связи.
На сегодняшний день данная проблема решается по-
средством использования доверенных узлов, через
которые происходит согласование ключей (см., на-
пример, [2–4]). Такое решение принято в китайской
национальной сети [5] и российской университетской
сети [6].

Доверенные узлы требуют полной криптографи-
ческой защиты аппаратуры, поскольку на доверен-
ном узле имеются квантовые ключи от соседних сег-
ментов сети, соединенных с данным узлом. Иначе
говоря, работа аппаратуры должна быть недоступна
нарушителю. Требуется также обеспечить защиту от
несанкционированной модификации работы аппара-
туры.

В большинстве систем КРК ключ формируется в
результате обработки фотоостчетов в паре однофо-
тонных детекторов. Отсчет в одном детекторе озна-

1)e-mail: sergei.molotkov@gmail.com

чает бит 0 в ключе, отсчет во втором детекторе озна-
чает бит 1. По этой причине результаты работы де-

текторов не должны быть доступны нарушителю.

Имеются модификации КРК, которые позволяют
сделать результаты работы детекторов доступными
нарушителю – так называемое КРК с недоверенны-
ми детекторами [7]. Однако такая модификация не
позволяет сделать недоверенным сам узел сети, а
лишь решает задачу выноса детекторов в неконтро-
лируемую зону.

В последнее десятилетие активно исследуются
системы КРК с недоверенным промежуточным уз-
лом. Такие системы КРК позволяют получить общий
ключ между двумя узлами сети, которые соединены
через промежуточный недоверенный узел, который
не требует защиты аппаратуры на нем – нарушитель
видит всю работу аппаратуры, включая результаты
работы фотодетекторов. Данная идея была предло-
жена в работе [8, 9], протокол КРК был назван MDI-
Measurement Device Independent.

В работах [8, 9] были приведены лишь соображе-
ния, почему такая система КРК обеспечивает сек-
ретность распределяемых ключей, со ссылкой на то,
что доказательство стойкости MDI протокола, кото-
рое не было приведено, аналогично доказательству
секретности КРК для базового протокола BB84 [1].

Хотя протоколы совершенно разные, формула

для длины секретного ключа для MDI протокола

КРК совпадает со знаменитой формулой для про-

токола BB84, которая в асимптотическом преде-

ле длинных последовательностей в прямом базисе

+ [11] (см. также ниже) имеет вид

ℓ+ ≥ 1− h(Q×)− leak(Q+), (1)
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здесь 1 − h(Q×) – утечка информации к подслуши-
вателю при атаках на квантовый канал связи в ба-
зисе ×, Q× – ошибка на приемной стороне Боба в
этом базисе, leak(Q+) – утечка информации к под-
слушивателю при коррекции ошибок через класси-
ческий канал связи в базисе +, Q+ – ошибка в ба-
зисе + (в шенноновском пределе leak(Q+) = h(Q+)),
h(x) = −x log2(x) − (1 − x) log2(1 − x) – бинарная
энтропийная функция Шеннона, и формула (1) пе-
реходит в ℓ+ ≥ 1− h(Q×)− h(Q+).

Цель работы – прояснить причину столь удиви-

тельного совпадения выражений для длины секрет-

ного ключа для протокола BB84 и MDI протокола, а

также привести явное доказательство стойкости

MDI протокола КРК, основанное на фундаменталь-

ных энтропийных соотношениях неопределеностей

[12, 13].

Различные подходы к доказательству стойко-

сти протокола КРК BB84. Ниже при доказатель-
стве стойкости MDI КРК и прояснении связи с базо-
вым протоколом BB84 потребуются более подробные
комментарии. Чтобы их сделать, необходимо напом-
нить различные подходы к доказательству секретно-
сти протокола BB84.

По-видимому, первое и достаточно сложное для
понимания доказательство секретности протокола
BB84 было дано в работе [14].

Далее в работе [15] доказательство стойкости
BB84 было сведено к так называемой, ЭПР ((ЭПР
от Эйнштейн–Подольский–Розен) версии протокола.
Идея доказательства сводилась к тому, что Алиса
и Боб используя “очисщение” запутанности [16], по-
лучают некоторое количество чистых (идеальных)
запутанных ЭПР пар, которые содержат идеаль-
ные корреляции состояний Алисы и Боба. Идеаль-
ные корреляции позволяют получить общий секрет-
ный ключ. Однако при очищении ЭПР пар требу-
ется квантовая память. Второй момент – запутан-
ность обладает свойством моногамии [17], т.е. если
пара пользователей имеют распределенную идеаль-
ную ЭПР пару, то данное запутанное состояние не
может быть коррелировано с другим квантовым со-
стоянием нарушителя.

Следующий важный шаг был сделан в работе [10].
В данном доказательстве использовались квантовые
коды коррекции ошибок. Было показано, что утеч-
ка информации к Еве в одном из базисов, связана с
ошибкой в канале Алиса-Боб в сопряженном базисе.
В этой работе была получена знаменитая формула
(1) для длины ключа.

Важный шаг был сделан в работе [18], где дока-
зательство секретности было дано в терминах бли-

зости в смысле следового расстояния между трехча-
стичными квантовыми состояниями Алиса-Боб-Ева,
отвечающих реальной ситуации со вторжением Евы
в квантовый канал связи и идеальным состоянием,
когда состояние Евы не коррелировано с состоянием
Алисы-Боба.

Существенное продвижение в понимании секрет-
ности протокола BB84 [19] было достигнуто с ис-
пользованием фундаментальных энтропийных соот-
ношений неопределенностей [12, 13] (см. также исто-
рию вопроса в [20], где имеется большое число ссы-
лок и вариантов соотношений неопределенностей).
Однако, энтропийные соотношения неопределенно-

стей сами по себе не дают знание о явном виде кван-

товых состояний участников протокола.

В работе [21] была построена явная атака Евы
на передаваемые состояния в протоколе BB84, ко-
торая достигает теоретического предела по крити-
ческой ошибке Qc ≈ 11%. Учет побочных каналов

утечки информации требует знания явного вида

квантовых состояний всех участников протокола.

Явное построение квантовых состояний всех участ-
ников протокола позволило в дальнейшем позволило
доказать секретность протокола не для идеальных
ситуаций, а для реальных условий работы систем
[22, 23]: в случае не строго однофотонных состояний,
разных квантовых эффективностях детекторов, по-
бочных каналов утечки информации к Еве, включая
пассивное и активное зондирование элементов систе-
мы – фазовых модуляторов, модуляторов интенсив-
ности, обратного переизлучения однофотонных де-
текторов (back flash), а также в случае конечных пе-
редаваемых последовательностей с учетом побочных
каналов утечки информации.

2. MDI квантовое распределение ключей.
Прежде чем приступить к доказательству, для са-
модостаточности изложения приведем описание MDI
протокола КРК с поляризационным кодированием в
однофотонном случае [8].

Алиса и Боб случайно, равновероятно независимо
друг от друга выбирают один из базисов + – прямой
или × – диагональный, аналогично протоколу BB84
[1]. Внутри базиса Алиса и Боб равновероятно выби-
рают одно из ортогональных состояний, отвечающих
0 и 1,

basis +

{

0 → |0+〉A′,B′

1 → |1+〉A′,B′

, basis ×
{

0 → |0×〉A′,B′

1 → |1×〉A′,B′

,

(2)

|0×〉A′,B′ =
1√
2
(|0+〉A′,B′ + |1+〉A′,B′ ,
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|1×〉A′,B′ =
1√
2
(|0+〉A′,B′ − |1+〉A′,B′ ,

где состояния |0+〉A′,B′ , |1+〉A′,B′ отвечают горизон-
тальной и вертикальной поляризациям в прямом ба-
зисе, соответственно, состояния |0×〉A′,B′ , |1×〉A′,B′

отвечают ортогональным поляризациям в диаго-
нальном базисе, повернутом на π/4 относительно
прямого базиса

Состояния (2) поступают на недоверенный узел,
на котором происходят измерения – более формаль-
но, реализуются проекции состояний на запутанные
состояния – измерения в неполном белловском ба-
зисе. В базисе + запутанные состояния имеют вид:
|Ψ±〉A′B′ = 1√

2
(|0+〉A′ ⊗ |1+〉B′ ± |1+〉A′ ⊗ |0+〉B′).

Измерения в неполном белловском базисе реали-

зуются оптической схемой с линейными элемента-

ми [8, 24].

Измерения в полном белловском базисе |Ψ±〉A′B′ ,

|Φ±〉A′B′ = 1√
2
(|0+〉A′ ⊗ |0+〉B′ ± |1+〉A′ ⊗ |1+〉B′) тре-

буют нелинейных оптических элементов, поэтому

гораздо более сложны в экспериментальной реали-

зации.

Отметим, что впервые измерения в полном бел-

ловском базисе в экспериментах по телепортации

были сделаны в работе [25].

Результаты измерений на недоверенном узле до-
ступны всем, включая нарушителя. После серии из-
мерений, посылки, в которых Алиса и Боб использо-
вали разные базисы, отбрасываются.

В базисе + после отсчета в каналах измерений
|Ψ±〉A′B′ Боб инвертирует бит, который он посылал.
В этом случае привязка происходит к биту Алисы.
Это связано со следующим. Если не было вторже-
ний в квантовый канал связи, то отсчет в каналах
измерений |Ψ±〉A′B′ будет иметь место только в том
случае, когда Алиса посылала 0, а Боб посылал 1 (и
наоборот, Алиса посылала 1, Боб 0). Для получения
общего одинакового бита, Боб инвертирует свой по-
сланный бит. Происходит синхронизация битов Али-
сы и Боба. Вторжение в квантовый канал связи будет
приводить к ошибкам.

При посылке Алисой 0 и Бобом 0, без вторжения в
квантовый канал связи, отсчета на недоверенном уз-
ле не будет. При вторжении в квантовый канал будут
отсчеты, приводящие к ошибкам в битовой последо-
вательности Боба.

Состояние |Ψ+〉A′B′ в базисе +, переходит в состо-
яние |Φ−〉A′B′ = 1√

2
(|0×〉A′ ⊗ |0×〉B′ − |1×〉A′ ⊗ |1×〉B′)

в базисе ×, которое содержит компоненты 00 и 11,
что не требует инверсии бита Боба при отсчете в
этом канале измерения. Состояние |Ψ−〉A′B′ инвари-
антно к смене базисов; оно переходит в состояние

|Ψ−〉A′B′ = 1√
2
(|0×〉A′ ⊗ |1×〉B′ − |1×〉A′ ⊗ |0×〉B′). По-

этому при отсчете в канале |Ψ−〉A′B′ также как и в
базисе +, Боб инвертирует свой бит. При отсчете в
канале |Ψ+〉A′B′ в базисе × Боб свой бит не инверти-
рует.

Далее часть посылок раскрывается для оценки
вероятности ошибки. Оценка вероятности требует-
ся для вычисления величины утечки информации к
Еве, с учетом того, что ей известны отсчеты на недо-
веренном узле.

Рис. 1. (a) – Схематическое изображение запутанных
состояний для ЭПР версии протокола BB84. (b) – Схе-
матическое изображение запутанных состояний для
ЭПР версии протокола MDI

3. Доказательство стойкости протоко-
ла, версия MDI протокола на запутанных
состояниях. Алиса и Боб в каждой посылке
посылают однофотонные состояния, отвечающие
0 или 1 в одном из базисов. Для использования
энтропийных соотношений неопределенностей, а
также прояснения связи с BB84 протоколом, удобно
воспользоваться эквивалентной версией протокола
на ЭПР состояниях.

ЭПР версия протокола BB84 сводится к следу-
ющему. Алиса готовит ЭПР пару (рис. 1a) |Φ+〉AB.
ПодсистемуA Алиса оставляет у себя как эталонную,
подсистемуB направляет к Бобу. Данная подсистема
подвержена атакам Евы в квантовом канале. Затем
Алиса производит измерение над своей подсистемой
в одном из случайно выбранных базисов. В результа-
те измерений подсистема A случайно и равновероят-
но оказывается в одном из состояний 0 или 1. Из-за
идеальных корреляций в ЭПР состоянии, подсистема
B оказывается в том же состоянии, что и подсистема
Алисы. Такая процедура эквивалентна приготовле-
нию равновероятно одного из состояний в базисе и
посылке его в канал связи. ЭПР версия позволяет
иметь общее прародительское состояние в любом ба-
зисе, и получить трехчастичную матрицу плотности
Алиса-Боб-Ева, которая фигурирует в дальнейшем в
энтропийных соотношениях неопределенностей.

В MDI протоколе кроме Алисы-Боба-Евы имеется
еще одна подсистема – недоверенный узел, который
является информационным бонусом для Евы.
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ЭПР версия MDI протокола выглядит следую-
щим образом. Алиса и Боб готовят свои ЭПР пары
|Φ+〉AA′ и |Φ+〉BB′ . Подсистемы A′ и B′ направляют-
ся на недоверенный узел, а подсистемы A и B оста-
ются в распоряжении Алисы и Боба как эталонные.
Подсистемы A′B′ подвержены атакам Евы в кванто-
вом канале связи.

Далее Алиса и Боб производят измерения над
своими эталонными подсистемами в одном из бази-
сов. Если бы не было вторжений в квантовый канал
связи, то имели бы место идеальные корреляции би-
тов Алисы и Боба после измерений на недоверенном
узле над подсистемой A′B′.

Рассмотрим теперь ситуацию более формально.
ЭПР состояния Алисы и Боба имеют вид

|Φ+〉AA′ ⊗ |Φ+〉BB′ = (3)

=
1√
2

(

|0+〉A ⊗ |0+〉A′ + |1+〉A ⊗ |1+〉A′

)

⊗

⊗ 1√
2

(

|0+〉B ⊗ |0+〉B′ + |1+〉B ⊗ |1+〉B′

)

=

=
1

2

(

(|0+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (|0+〉A′ ⊗ |0+〉B′) +

+ (|0+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (|0+〉A′ ⊗ |1+〉B′) +

+(|1+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (|1+〉A′ ⊗ |0+〉B′) +

+(|1+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (|1+〉A′ ⊗ |1+〉B′)
)

.

Из (3) видно, что измерения на недоверенном уз-
ле над подсистемой A′B′ в базисе |i+〉A′ ⊗ |j+〉B′ ,
(i+, j+ = 0, 1) приводят к корреляциям между подси-
стемами A и B. Например, пусть произошел отсчет
в канале |0+〉A′ ⊗ |1+〉B′ , тогда в канале A и B воз-
никнет отсчет в канале |0+〉A ⊗ |1+〉B.

Таким образом, Алиса и Боб, зная результат

отсчета на недоверенном узле, могут знать какой

бит получил партнер.

Если Ева вторгается в квантовый канал связи, то
такие идеальные корреляции между битами Алисы
и Боба будут нарушаться – возникнут ошибки в би-
товых последовательностях.

3.1. Атака нарушителя на состояния в кванто-

вом канале связи. Действие Евы задается суперопе-
ратором, любой супероператор (вполне положитель-
ное отображение – CPM – Completely Positive Map)
унитарно представим [26, 27], т.е. может быть пред-
ставлен как унитарное преобразование UA′B′E ⊗ IAB

над исходным состоянием и вспомогательным состо-
янием |E〉E нарушителя.

Рассмотрим атаку Евы на состояния подсистемы
A′B′. В базисе + имеем (рассмотрение в базисе ×

аналогично, и сводится к замене индекса + → × в
формулах ниже)

|Ψ〉ABA′B′E = (UA′B′E ⊗ IAB)× (4)

×
((

|Φ+〉AA′ ⊗ |Φ+〉BB′

)

⊗ |E〉E
)

=

= (UA′B′E ⊗ IAB)
1

2

((

(|0+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (|0+〉A′ ⊗

⊗ |0+〉B′) + (|0+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (|0+〉A′ ⊗ |1+〉B′) +

+ (|1+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (|1+〉A′ ⊗ |0+〉B′) +

+ (|1+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (|1+〉A′ ⊗ |1+〉B′)
)

⊗ |E〉E
)

.

Получим действие унитарного преобразования под-
слушивателя на отдельные компоненты состояния
(4), которые потребуются для дальнейшей интерпре-
тации исходов измерений,

(UA′B′E ⊗ IAB)
((

(|0+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (5)

⊗ (|0+〉A′ ⊗ |0+〉B′)
)

⊗ |E〉E
)

=

=
(

|0+〉A ⊗ |0+〉B⊗
)

(

|Φ+〉A′B′ ⊗ |E0+0+

Φ+ 〉E +

+ |Φ−〉A′B′ ⊗ |E0+0+

Φ− 〉E + |Ψ+〉A′B′ ⊗

⊗
∣

∣

∣
E0+0+

Ψ+ 〉E + |Ψ−〉A′B′ ⊗ |E0+0+

Ψ− 〉E
)

,

(UA′B′E ⊗ IAB)
((

(|0+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (|0+〉A′ ⊗ (6)

⊗ |1+〉B′)
)

⊗ |E〉E
)

=

=
(

|0+〉A ⊗ |1+〉B⊗
)

(

|Φ+〉A′B′ ⊗ |E0+1+

Φ+ 〉E +

+ |Φ−〉A′B′ ⊗ |E0+1+

Φ− 〉E + |Ψ+〉A′B′ ⊗ |E0+1+

Ψ+ 〉E +

+ |Ψ−〉A′B′ ⊗ |E0+1+

Ψ− 〉E
)

,

(UA′B′E ⊗ IAB)
((

(|1+〉A ⊗ |0+〉B)⊗ (|1+〉A′ ⊗ (7)

⊗|0+〉B′)
)

⊗ |E〉E
)

=

=
(

|1+〉A ⊗ |0+〉B⊗
)

(

|Φ+〉A′B′ ⊗ |E1+0+

Φ+ 〉E +

+ |Φ−〉A′B′ ⊗ |E1+0+

Φ− 〉E +

+ |Ψ+〉A′B′ ⊗ |E1+0+

Ψ+ 〉E + |Ψ−〉A′B′ ⊗ |E1+0+

Ψ− 〉E
)

,

(UA′B′E ⊗ IAB)
((

(|1+〉A ⊗ |1+〉B)⊗ (8)

⊗ (|1+〉A′ ⊗ |1+〉B′)
)

⊗ |E〉E
)

=

= (|1〉A ⊗ |1〉B⊗)
(

|Φ+〉A′B′ ⊗ |E1+1+

Φ+ 〉E +

+ |Φ−〉A′B′ ⊗ |E1+1+

Φ− 〉E + |Ψ+〉A′B′ ⊗ |E1+1+

Ψ+ 〉E +

+ |Ψ−〉A′B′ ⊗ |E1+1+

Ψ− 〉E
)

.
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Разложение состояния чистого состояния (4) в ви-
де (5)–(8) представляет разложение состояния по ба-
зисным векторам состояний в пространстве A′B′E.
В качестве базисных векторов в этом пространстве
выбраны 4-е белловских состояния, и состояния Евы

|Ei+j+

Ψ± 〉E , |Ei+j+

Φ± 〉E (i, j = 0, 1). Конкретный вид со-
стояний Евы в данной работе не потребуется, однако
может быть явно получен из условий унитарности
UA′B′E .

3.2. Измерения на недоверенном узле и измере-

ния Алисы и Боба. Обсудим измерения над подси-
стемами A и B и измерения на недоверенном узле.
Измерения Алисы и Боба в базисах + и × даются
разложением единицы и независимы друг от друга.
Для измерений Алисы имеем

IA = |0+〉AA〈0+|+ |1+〉AA〈1+| =
= |0×〉AA〈0×|+ |1×〉AA〈1×|, (9)

аналогично для измерений Боба

IB = |0+〉BB〈0+|+ |1+〉BB〈1+| =
= |0×〉BB〈0×|+ |1×〉BB〈1×|. (10)

Измерение на недоверенном узле дается частичным
разложением единицы в подпространстве (A′B′), на-
тянутом на векторы |0〉A′ ⊗ |1〉B′ и |1〉A′ ⊗ |0〉B′ , на-
ходим

IA′B′ = |Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+|+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−|. (11)

Совместная трехчастичная матрица плот-

ности всех участников, определяющая сов-

местную вероятность исходов измерений
на недоверенном узле в канале измерений
|Ψ±〉A′B′A′B′〈Ψ±| и в каналах измерений Алисы и
Боба |0+〉AA〈0+|, |1+〉AA〈1+| |0+〉BB〈0+|, |1+〉BB〈1+|,
после измерений над общим квантовым состоянием
(4) ρABA′B′E = |Ψ〉ABA′B′E ABA′B′E〈Ψ|, имеет вид

ρX+Y +Ψ+Ψ−E+ = (12)

= σX
B

{

TrABA′B′

{{

∑

i,j=0,1

∑

m=+,−
(
(

|i+〉AA〈i+| ⊗

⊗ |j+〉BB〈j+|
)

⊗ (|Ψm〉A′B′A′B′〈Ψm|)
}

ρABA′B′E
{

∑

i,j=0,1

∑

m=+,−
(
(

|i+〉AA〈i+| ⊗ |j+〉BB〈j+|
)

⊗

⊗ (|Ψm〉A′B′A′B′〈Ψm|)
}}}

σX
B .

Поскольку после измерений Алиса и Боб получа-
ют битовые строки, и которые обычно обозначаются
x, y, и которым сопоставлены ортогональные кванто-
вые состояния, то в формуле (12) и ниже произведе-
на замена индексов A → X , B → Y , x ∈ X = {0, 1},
y ∈ Y = {0, 1}.

После измерений в базисе + Боб инвертирует свой
бит, что задается действием оператора σX

B – опера-
тор Паули. После измерений над ρABA′B′E и инвер-
тированием своего бита Бобом, в базисе + с учетом
(5)–(8), получаем

ρX+Y +Ψ+Ψ−E = ρX+Y +±E+ = ρX+Y +E = (13)

= |0+1+〉X+Y +X+Y +〈0+1+| ⊗
(

|Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+| ⊗

⊗ |E0+0+

Ψ+ 〉EE〈E0+0+

Ψ+ |+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−| ⊗

⊗ |E0+0+

Ψ− 〉EE〈E0+0+

Ψ− |
)

+ |0+0+〉X+Y +X+Y +〈0+0+| ×

×
(

|Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+| ⊗ |E0+1+

Ψ+ 〉EE〈E0+1+

Ψ+ |+

+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−| ⊗ |E0+1+

Ψ− 〉EE〈E0+1+

Ψ− |
)

+

+|1+1+〉X+Y +X+Y +〈1+1+| ×
(

|Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+| ⊗

⊗ |E1+0+

Ψ+ 〉EE〈E1+0+

Ψ+ |+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−| ⊗

⊗ |E1+0+

Ψ− 〉EE〈E1+0+

Ψ− |
)

+ |1+0+〉X+Y +X+Y +〈1+0+| ×

×
(

|Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+| ⊗ |E11
Ψ+〉EE〈E1+1+

Ψ+ |+

+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−| ⊗ |E1+1+

Ψ− 〉EE〈E1+1+

Ψ− |
)

.

В (13) введено обозначение Ψ+Ψ−E = E, т.к. Еве до-
ступен недоверенный узел, то состояние E “полной”
Евы включает в себя состояние Евы в квантовом ка-
нале и состояние не недоверенном узле.

Поскольку измерения (11) производятся в непол-
ном белловском базисе, то требуется нормировка
матрицы плотности (12), (13) на единицу, считаем,
для экономии обозначений, что состояния Евы нор-
мированы так (см. ниже), чтобы след матрицы плот-
ности (13) был равен единице.

Для частичной матрицы плотности Алиса-Боб в
базисе + с учетом (13) находим

ρX+Y + = TrE {ρX+Y +E} = (14)

= |0+〉X+X+〈0+| ⊗
(

p00|0+〉Y +Y +〈0+|+
+ p01|1+〉Y +Y +〈1+|

)

+ |1+〉X+X+〈1+| ⊗
⊗
(

p11|1+〉Y +Y +〈1+|+ p10|0+〉Y +Y +〈0+|
)

=

= p+0 |0+〉X+X+〈0+| ⊗
(

(1−Q+
0 )|0+〉Y +Y +〈0+|+
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+Q+
0 |1+〉Y +Y +〈1+|

)

+ p+1 |1+〉X+X+〈1+| ⊗
⊗
(

(1−Q+
1 )|1+〉Y +Y +〈1+|+Q+

1 |0+〉Y +Y +〈0+|
)

,

где нормировка состояний Евы

p+0 =
p0

p0 + p1
, p0 = p00 + p01,

1−Q+
0 =

p00
p0
, Q+

0 =
p01
p0
,

(15)

p+1 =
p1

p0 + p1
, p1 = p11 + p10,

1−Q+
1 =

p11
p1
, Q+

1 =
p10
p1
.

(16)

Рис. 2. Представление классического канала Алиса-Боб
в базисе + вместе с обозначением переходных вероят-
ностей

Вероятность ошибок в битах Боба относительно
битов Алисы зависит от действий Евы в кантовом
канале связи, далее, введены обозначения

p01 = E〈E0+0+

Ψ+ |E0+0+

Ψ+ 〉E + E〈E0+0+

Ψ− |E0+0+

Ψ− 〉E , (17)

p10 = E〈E1+1+

Ψ+ |E1+1+

Ψ+ 〉E + E〈E1+1+

Ψ− |E1+1+

Ψ− 〉E , (18)

p00 = E〈E0+1+

Ψ+ |E0+1+

Ψ+ 〉E + E〈E0+1+

Ψ− |E0+1+

Ψ− 〉E , (19)

p11 = E〈E1+0+

Ψ+ |E1+0+

Ψ+ 〉E + E〈E1+0+

Ψ− |E1+0+

Ψ− 〉E . (20)

Величины (15)–(20) имеют смысл условных (пе-
реходных) вероятностей для классического канала
Алиса-Боб (рис. 2) и зависят от действий нарушите-
ля. Матрица плотности Ева-недоверенный узел име-
ет вид

ρE = TrX+Y + {ρX+Y +E} = (21)

= |Ψ+〉A′B′A′B′〈Ψ+| ⊗
(

|E0+0+

Ψ+ 〉EE〈E0+0+

Ψ+ |+

+ |E0+1+

Ψ+ 〉EE〈E0+1+

Ψ+ |+ |E1+0+

Ψ+ 〉EE〈E1+0+

Ψ+ |+

+ |E1+1+

Ψ+ 〉EE〈E1+1+

Ψ+ |
)

+ |Ψ−〉A′B′A′B′〈Ψ−| ⊗

⊗
(

|E0+0+

Ψ− 〉EE〈E0+0+

Ψ− |+ |E0+1+

Ψ− 〉EE〈E0+1+

Ψ− |+

+ |E1+0+

Ψ− 〉EE〈E1+0+

Ψ− |+ |E1+1+

Ψ− 〉EE〈E1+1+

Ψ− |
)

.

3.3. Интерпретация исходов измерений, перенос

корреляций между состояниями Алисы и Боба через

недоверенный узел. Пусть Алиса посылала состояние
0, а Боб 1 в базисе +. В этом случае, если произо-
шел отсчет в канале ± на недоверенном узле, то это
означает, что имеют место корреляции – состояние
|0+〉A′ ⊗ |1+〉B′ с определенной вероятностью достиг-
ло недоверенного узла неискаженным – второе слага-
емое в (13), что дало отсчет в каналах |Ψ±〉A′B′A′B′ ,
которые включают в себя такое состояние. Для со-
гласования битов Алисы и Боба (привязка идет к
биту Алисы), Боб инвертирует свой бит 1 → 0. В
этом случае с вероятностью (15), (16) имеет место
согласование битов Алисы и Боба.

Пусть теперь Алиса и Боб посылали состояние
|0+〉A′⊗|0+〉B′ . Если бы не было вторжений в кванто-
вый канал связи нарушителем, то данные состояния
не дали бы отсчет в каналах |Ψ±〉A′B′A′B′ на недо-
веренном узле, поскольку |Ψ±〉A′B′A′B′ не содержат
таких состояний.

В случае вторжения в канал связи возникнет воз-
мущение данных состояний – появятся компоненты
|0+〉A′ ⊗ |1+〉B′ , которые дадут отсчет на недоверен-
ном узле. После отсчета Боб инвертирует свой бит
0 → 1. В итоге биты Алиса (0) и Боба (1) будут рассо-
гласованы – возникнет ошибка с вероятностью (15),
(16).

Аналогично рассматриваются другие состояния.
Вероятность ошибок оценивается раскрытием

Алисой и Бобом части последовательности, кото-

рая затем отбрасывается.

Здесь уместно напомнить ситуацию в протоколе
BB84. В этом протоколе идеальные корреляции меж-
ду состояниями Алисы и Боба исходно заложены в
ЭПР пару Алисы |Φ+〉AB (рис. 1a)). Идеальные кор-
реляции нарушаются – нарушается идеальная исход-
ная “чистота” ЭПР пары после вторжений в канал
нарушителя – после атак на подсистему B.

В MDI протоколе идеальные корреляции между
состоянием Алисы и состоянием, посланным на недо-
веренный узел, заключены в ЭПР паре |Φ+〉AA′ . Ана-
логично для состояний Боба – корреляции исходно
заложены в ЭПР пару |Φ+〉BB′′ .

Без вторжения в квантовый канал нарушителя,
измерения на недоверенном узле переносят идеаль-
ные корреляции внутри каждой ЭПР пары на иде-
альные корреляции между состояниями Алисы (под-
система A) и Боба (подсистема B). Иначе говоря, без
вторжений в канал связи, чистота каждой ЭПР пары
после измерений переносится на чистоту новой ЭПР
пары Алисы и Боба.
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Вторжение в канал связи нарушают идеальные
корреляции новой ЭПР пары с некоторой вероятно-
стью, неидеальность новой ЭПР пары приводит к
рассогласованию битов Алисы и Боба – ошибкам би-
тов Алисы и Боба.

Неформально говоря, чистоту (идеальность) но-
вой ЭПР пары, которая имеет место с определенной
вероятностью (см. (15), (16)), Алиса и Боб выясняют
через результаты измерений на недоверенном узле и
раскрытием части своих битовых последовательно-
стей.

Напомним также, что инверсия бита Боба по-
сле факта измерений на недоверенном узле связа-
на с тем, что измерения производятся в каналах
|Ψ±〉A′B′ – измерения реализуют проекцию на дан-
ные состояния, которые содержат состояния |0+〉A′ ⊗
|1+〉B′ и |1+〉A′ ⊗ |0+〉B′ . Выбор измеряющих состоя-
ний |Ψ±〉A′B′ связан с простотой экспериментальной
реализации таких измерений по схеме совпадений с
помощью только линейных оптических элементов [8].

При посылке и измерении состояний в базисе ×
инверсия бита Боба требуется только при отсчетах в
канале измерений |Ψ−〉A′B′ . При отсчетах в канале
|Ψ+〉A′B′A′B′ инверсия бита Боба не требуется. Это
связано с тем, что в базисе × состояние |Ψ+〉A′B′A′B′

содержит компоненты состояний |0×〉A′ ⊗ |1×〉B′ и
|1×〉A′⊗|1×〉B′ (см. связь состояний в разных базисах
(2)).

3.4. Вычисление условной энтропии Алиса-Боб.

Таким образом, после измерений на недоверенном
узле, Алиса и Боб оказываются в ситуации класси-
ческого бинарного канала связи (необязательно сим-
метричного, рис. 2). Данный канал описывается ча-
стичными матрицами плотности ρX+Y + и ρY + , ко-
торые имеют диагональный вид. Для дальнейшего
нам потребуются условные энтропии фон Неймана,
с учетом (14) находим

H(ρX+Y +) = h(p+0 )+p
+
0 h(Q

+
0 )+ (1−p+0 )h(Q+

1 ). (22)

H(ρY +) = h(p+), p+ = p+0 (1−Q+
0 )+(1−p+0 )Q+

1 , (23)

H(ρX+Y + |ρY +) =

= h(p+0 )− h(p+) + p+0 h(Q
+
0 ) + (1− p+0 )h(Q

+
1 ). (24)

В симметричном случае Q+
0 = Q+

1 = Q, p+0 = 1
2 , по-

лучаем

H(ρX+Y + |ρY +) = h(Q). (25)

Неформальная интерпретация (25) сводится к тому,
что h(Q) – минимальное число бит в пересчете на по-
сылку, которое требуется для исправления ошибок у

Боба в асимптотическом пределе длинных последо-
вательностей – шенноновский предел.

4. Энтропийные соотношения неопреде-
ленностей, длина секретного ключа. Энтро-
пийные соотношения неопределенностей являются
теоретико-информационной переформулировкой
соотношений неопределенностей для пары некомму-
тирующих наблюдаемых [28, 29] (см. также историю
вопроса в обзоре [20]).

Пусть квантовое состояние, описывающее состо-
яние трех участников протокола Алиса-Боб-Ева-
недоверенный узел задается матрицей плотности
в базисе + ρX+Y +E , соответственно в базисе
× ρX×Y ×E .

Энтропийные соотношения неопределенностей
[20, 28, 29] для сглаженных энтропий min и max эн-
тропий были доказаны в работе [12, 13]. Поскольку
рассматриваем асимптотический предел длинных
последовательностей, то сглаженные min и max

энтропии переходят в энтропии фон Неймана, имеем

H(ρX×E |ρE) +H(ρX+B|ρB) ≥ log

(

1

c

)

, (26)

c = max
x+,x×

||
√

Mx+

√

Mx× ||2∞.

Пусть над матрицей плотности над подсистемой A

проводится измерение, которое задается оперaторно-
значными мерами {Mx+} в базисе +, и {Mx×} в
базисе ×. В нашем случае операторно-значные ме-
ры являются проекторами. Матрицы плотности по-
сле измерений над подсистемой A в базисе + и базисе
× с учетом (14) имеют вид

ρX×E =
∑

x×

√

Mx×ρAE

√

Mx× , ρAE = TrB{ρABE},

(27)

ρX+B =
∑

x+

√

Mx+ρAB

√

Mx+ , ρAB = TrE{ρABE}.

(28)
Пусть над подсистемой B проводится измерение в
базисах + и ×, которое задается аналогичными
операторно-значными мерами {My+} в базисе +, и
{My×} в базисе ×, что дает матрицы плотности

ρX+Y + =
∑

y+

√

My+ρX+B

√

My+ , (29)

аналогчно в базисе ×

ρX×Y × =
∑

y×

√

My×ρX×B

√

My× . (30)
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Учитывая, что H(ρX+Y + |ρY +) ≥ H(ρX+B |ρB) (см.,
например, [18]), получаем

H(ρX×E |ρE) +H(ρX+Y + |ρY +) ≥ log

(

1

c

)

,

c = |X+〈i+|j×〉X× |2 =
1

2
, i+, j× = 0, 1,

(31)

и аналогично в базисе ×. Для длины ключа в базисе
× находим

ℓ× ≥ H(ρX×E |ρE)−H(ρX×E |ρE) ≥ (32)

≥ 1−H(ρX+E |ρE)−H(ρX×E |ρE) ≥
≥
{

1−
(

h(p+0 )− h(p+) + p+0 h(Q
+
0 ) +

+ (1− p+0 )h(Q
+
1 )
)}

−
{

h(p×0 )− h(p×) +

+ p×0 h(Q
×
0 ) + (1− p×0 )h(Q

×
1 )
}

.

В формуле (32) величины p×0 , p×, Q×
0,1 имеют такой

же смысл как и величины в (14)–(16), но при изме-
рениях в базисе ×.

Энтропийные соотношения неопределенностей
связывают нехватку информации H(ρX×E |ρE) о
битовой строке Алисы в базисе × при условии, что
нарушитель имеет в своем распоряжении кванто-
вую систему (Ева-недоверенный узел) с нехваткой
информации Боба H(ρX+Y + |ρY +) о битовой строке
Алисы в базисе + при условии, что Боб имеет в
своем распоряжении битовую строку Y +, корре-
лированную со строкой Алисы X+. Сумма двух
дефицитов информаций не может быть меньше
одного бита. Неформально говоря, нехватка инфор-
мации Боба представляет собой минимальное число
бит, которые требуются Бобу для коррекции ошибок
через классический аутентичный канал связи.

Энтропийные соотношения неопределенностей
позволяют не перебирать всевозможные атаки
Евы, но при этом позволяют получить утечку
информации к Еве через наблюдаемые ошибки на
приемной стороне – нехватку информации Боба. В
симметричном случае находим

ℓ× ≥ 1− 2h(Q), (33)

что совпадает со знаменитой формулой для длины
секретного ключа протокола BB84 [10].

5. Заключение. Обсудим неформальные при-
чины секретности ключей в MDI протоколе. Алиса
и Боб в каждой посылке посылают на недоверен-
ный узел по одному биту информации. Измерения
на недоверенном узле в базисе запутанных состоя-
ний раскрывают один бит – фактически бит четности
Алисы и Боба. Остается один неизвестный бит.

При атаке на квантовый канал Ева производит
ошибки между битами Алисы и Боба и получает до-
полнительную информацию, кроме бита четности.

При отсутствии ошибок между Алисой и Бобом, в
отсутствии вторжения в квантовый канал Евой, име-
ют место идеальные корреляции между Алисой и Бо-
бом в любом базисе. Данные корреляции между Али-
сой и Бобом переносятся через измерения на недове-
ренном узле. Идеальные корреляции в любом базисе
означают идеальность ЭПР пары AB. При вторже-
нии в квантовый канал связи идеальные корреляции
между Алисой и Бобом нарушаются – идеальность
ЭПР пары имеет место лишь с некоторой вероятно-
стью, зависящей от вероятности ошибок.

После измерений на недоверенном узле в канале
измерений, в котором не появляются ошибки у Боба,
возникает неидеальная ЭПР пара между Алисой и
Бобом, как это имеет место в протоколе BB84. На-
пример, Алиса посылала 0, Боб посылал 1, и если с
определенной вероятностью возник отсчет в канале
измерений |Ψ+〉A′B′ , то между Алисой и Бобом воз-
никает идеальная ЭПР пара.

Энтропийные соотношения неопределенностей
позволяют вычислить утечку информации к Еве
через нехватку информации Боба по отношению к
информации Алисы. Алиса и Боб связаны класси-
ческим бинарным каналом связи, аналогично тому,
как это имеет место в протоколе BB84 (см., напри-
мер, [30]). По этой причине утечка информации к
Еве имеет такой же функциональный вид как в
протоколе BB84.

Утечка информации к Еве при коррекции ошибок
через классический канал определяется свойствами
аналогичного классического канала между Алисой и
Бобом, поэтому утечка имеет такой же вид, как в
протоколе BB84.

Выражаем благодарность И. М. Арбекову,
А. В. Уривскому за обсуждения и замечания, а
также коллегам по Академии криптографии Россий-
ской Федерации.

С. П. Кулик благодарит ОАО РЖД за поддерж-
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Изучено влияние квантовой декогеренции массовых нейтринных состояний на коллективные осцил-
ляции нейтрино для случая трех флейворов. При исследовании использовался метод, основанный на
анализе уравнения Линдблада на устойчивость, при этом гамильтониан эволюции нейтрино включал
в себя эффекты самодействия. Получены новые аналитические условия возникновения коллективных
осцилляций нейтрино при взрыве сверхновой, которые учитывают эффект квантовой декогеренции ней-
трино.

DOI: 10.31857/S123456782314001X, EDN: gxnxdj

Как известно, существует три флейвора нейтри-
но (электронное νe, мюонное νµ и тау-нейтрино ντ )
и три массивных нейтрино (ν1, ν2, ν3). Каждое флей-
ворное нейтрино является суперпозицией массовых
состояний нейтрино, и в результате при распростра-
нении возникают флейворные осцилляции нейтрино
как в вакууме, так и в среде. Однако, за счет вза-
имодействия нейтрино со средой суперпозиция мас-
совых нейтринных состояний может быть нарушена,
что приводит к подавлению флейворных осцилляций
нейтрино. Данное явление носит название квантовой
декогеренции нейтрино.

Квантовая декогеренция нейтрино может возни-
кать за счет взаимодействия с внешней средой как в
рамках минимально расширенной Стандартной мо-
дели, так и за ее пределами. Ранее в литературе бы-
ло показано, что источником квантовой декогерен-
ции нейтрино может быть взаимодействие нейтри-
но с флуктуирующей внешней средой и флуктуиру-
ющим магнитным полем [1–3], а также взаимодей-
ствие с флуктуирующим гравитационным полем [4].
В работах [5–9] были параллельно разработаны два
квантово-полевых подхода к описанию квантовой де-
когеренции нейтрино. Так, в [5–7] было показано, что
квантовая декогеренция массовых состояний нейтри-
но может возникать за счет процессов распада ней-
трино на более легкое нейтринное состояние и без-
массовую частицу, а также за счет обратного про-
цесса поглощения безмассовой частицы.

1)e-mail: finollari@gmail.com; kl.stankevich@physics.msu.ru;
studenik@srd.sinp.msu.ru

Во всех указанных статьях эволюция нейтрино
описывается уравнением, которое по структуре яв-
ляется уравнением Линдблада [10, 11], вне зависимо-
сти от подхода описания и механизма возникновения
квантовой декогеренции нейтрино. В данной работе
мы исследуем влияние квантовой декогеренции мас-
совых состояний нейтрино на коллективные осцилля-
ции [12]. Рассматривая эволюцию нейтрино с помо-
щью уравнения Линдблада, нами было показано, что
квантовая декогеренция может выступать в качестве
подавляющего фактора для коллективных осцилля-
ций нейтрино. Ранее это было сделано нами для слу-
чая двух флейворов нейтрино в работе [13]. Здесь
мы обобщаем результаты на случай нейтрино трех
флейворов. Важность рассмотрения трех поколений
нейтрино обусловлена тем, что коллективные осцил-
ляции нейтрино возникают (и могут быть теорети-
чески описаны) в случае как прямой, так и обратной
иерархии масс нейтрино. В случае же двух поколе-
ний нейтрино коллективные осцилляции возникают
только для обратной иерархии (см., например, [14]).
Также в случае двух поколений нейтрино невозмож-
но ввести дираковскую CP-нарушающую фазу [15].

Стоит отметить, что квантовая декогеренция ней-
трино с использованием уравнения Линдблада ак-
тивно исследуется в потоках нейтрино от земных ис-
точников [16–20] и от солнца [21].

Рассмотрим флейворные осцилляции нейтрино
с учетом нейтрино-нейтринного взаимодействия и
квантовой декогеренции массовых состояний нейтри-
но в случае трех флейворов. Исследование будет ве-
стись с помощью метода анализа на устойчивость
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уравнения эволюции [22–26], который позволяет по-
лучить численные оценки исследуемого эффекта в
реальных астрофизических условиях.

Для описания эволюции нейтрино (антинейтри-
но) рассмотрим матрицу плотности ρ(t) (ρ̄(t)), кото-
рая подчиняется уравнению Линдблада:

dρ(t)

dt
= −i[H, ρ(t)] +D[ρ(t)], (1)

dρ̄(t)

dt
= −i[H̄, ρ̄(t)] +D[ρ̄(t)], (2)

где H = Hv +Hm+Hνν – полный гамильтониан ней-
трино, который учитывает вакуумный вкладHv, вза-
имодействие с внешней средой (электронами, нейтро-
нами и протонами) Hm и нейтрино-нейтринное само-
действие Hνν . Уравнения эволюции (1) и (2) запи-
саны во флейворном базисе (второе уравнение опи-
сывает эволюцию антинейтрино). Отметим, что га-
мильтонианы нейтрино-нейтринного взаимодействия
Hνν и H̄νν зависят от матриц плотности ρ(t) и ρ̄(t)

(см., например, обзор [12]).
Диссипатор D[ρ] отвечает за эффекты квантовой

декогеренции нейтринных состояний и определяется
выражением следующего вида:

D[ρ] =
1

2

N2−1
∑

k=1

[

Vk, ρV
†
k

]

+
[

Vkρ, V
†
k

]

, (3)

где Vk – диссипативные операторы, связанные со вза-
имодействием нейтрино как подсистемы и окружаю-
щей его среды, N – размерность пространства со-
ответствующих матриц плотности, на которые дей-
ствуют данные операторы (в двухфлейворном при-
ближении N = 2, в трехфлейворном приближении
N = 3).

Для наших целей удобно переписать уравнения
(1) и (2), используя разложение операторов по ба-
зисным матрицам SU(3). Каждый оператор можно
записать с помощью разложения по матрицам Гелл–
Манна (Fµ): O = aµF

µ. Тогда, с учетом разложе-
ния операторов, уравнения эволюции для нейтрино
и антинейтрино представимы в виде:

∂Pk(t)

∂t
Fk = 2ǫijkHiPj(t)Fk +DklPl(t)Fk, (4)

∂P̄k(t)

∂t
Fk = 2ǫijkH̄iP̄j(t)Fk +DklP̄l(t)Fk, (5)

где Pk (P̄k) и Hi (H̄i) – коэффициенты разложе-
ния матрицы плотности нейтрино (антинейтрино)
и гамильтонианов по матрицам Гелл–Манна, ǫijk –

структурные константы алгебры su(3) (обобщенные
символы Леви–Чивиты):

ǫ123 = 1, ǫ458 = ǫ678 =

√
3

2
,

ǫ147 = ǫ165 = ǫ246 = ǫ257 = ǫ345 = ǫ376 =
1

2
.

(6)

Матрица Dkl в эффективном массовом базисе по по-
строению должна быть симметричной и положитель-
но определенной матрицей, так как Vk = V †

k [16] (это
условие обеспечивает неубывание энтропии фон Ней-
мана открытой системы). Для сохранения полной ве-
роятности недиагональные элементы необходимо за-
нулить: Dµ0 = D0ν = 0.

Коллективные осцилляции нейтрино возникают
в сверхплотных астрофизических средах, в которых
эффективный массовый базис практически совпада-
ет с флейворным. В этом случае можно считать, что
матрица Dkl в флейворном и эффективном массо-
вом базисах совпадает. В результате матрица (Dkl) в
общем виде представима следующим образом:

(Dkl) = −diag{Γ21,Γ21,Γ11,Γ31,Γ31,Γ32,Γ32,Γ22}.
(7)

Отметим, что если энергия нейтрино сохраняется
при распространении нейтрино, т.е. [Vk, H ] = 0, то
зануляются параметры Γ11 = Γ22 = 0 [18].

Предположим, что в некоторый начальный мо-
мент времени система находилась в стационарном со-
стоянии ρ0 = ρ(t = t0) и тогда:

[H0, ρ0] = 0, (8)

где H0 = H(ρ0). В этом случае существует такой ба-
зис, в котором матрицы ρ0 и H0 диагональны:

H0 =







H0
11 0 0

0 H0
22 0

0 0 H0
33






, (9)

ρ0 =







ρ011 0 0

0 ρ022 0

0 0 ρ033






. (10)

Коэффициенты их разложения по матрицам Гелл–
Манна имеют следующий вид:

(H0
k) =

(

0, 0, H0
3 , 0, 0, 0, 0, H

0
8

)T
,

(P 0
k ) =

(

0, 0, P 0
3 , 0, 0, 0, 0, P

0
8

)T
.

(11)

Аналогичные формулы получаются и для случая ан-
тинейтрино.
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Определив начальные условия, перейдем к ана-
лизу на устойчивость уравнений эволюции (4) и (5).
Предполагаем малые зависящие от времени измене-
ния амплитуд δρ и δH матрицы плотности и гамиль-
тониана относительно их начальных значений ρ0 и
H0:

Pk = P 0
k + δPk, где δPk = P ′

ke
−iωt + э.с., (12)

Hi = H0
i + δHi, где δHi = H ′

ie
−iωt + э.с., (13)

где P ′
k и H ′

i – вариационные амплитуды, а ω обозна-
чает частоты возбужденных мод около начального
положения. Элементы гамильтониана системы Hij

зависят от матриц плотности нейтрино ρij и анти-
нейтрино ρ̄ij , и тогда для H ′

i можно записать:

H ′
i =

∂Hi

∂Pi
P ′
i +

∂Hi

∂P̄i
P̄ ′
i . (14)

Теперь подставим выражения (12)–(14) в уравне-
ние эволюции (4) с учетом начальных условий (11)
и свойств структурных констант ǫijk. Пренебрегая
членами второго порядка малости в коммутаторе
[δρ, δH ] и оставляя только недиагональные элемен-
ты матрицы плотности (ρ′12 = P ′

1 − iP ′
2, ρ

′
13 = P ′

4 −
iP ′

5, ρ
′
23 = P ′

6 − iP ′
7), получим уравнение на собствен-

ные значения в матричной форме:
{

i

(

Γ 0

0 Γ

)

+ ω

}(

ρ′

ρ̄′

)

=

(

A B

B̄ Ā

)(

ρ′

ρ̄′

)

, (15)

где столбец, состоящий из недиагональных элемен-
тов матрицы плотности, имеет вид

(

ρ′

ρ̄′

)

=























ρ′12
ρ′13
ρ′23
ρ̄′21
ρ̄′31
ρ̄′32























. (16)

Матрица декогеренции имеет вид:

Γ =







Γ21 0 0

0 Γ31 0

0 0 Γ32






. (17)

В правой части уравнения (15) введена матрица
устойчивости, которую можно записать в блочной
виде с помощью следующих матриц:

A =







A12,12 A12,13 A12,23

A13,12 A13,13 A13,23

A23,12 A23,13 A23,23






, (18)

B =







B12,12 B12,13 B12,23

B13,12 B13,13 B13,23

B23,12 B23,13 B23,23






. (19)

Тогда выражения для элементов матрицы устойчи-
вости можно представить в виде:

Aij,kl = (H0
kk −H0

ll)δikδjl + (ρ0jj − ρ0ii)
∂Hij

∂ρkl
,

Bij,kl = (ρ0jj − ρ0ii)
∂Hij

∂ρ̄lk
,

Āij,kl = (H̄0
ll − H̄0

kk)δilδjk + (ρ̄0ii − ρ̄0jj)
∂H̄ij

∂ρ̄kl
,

B̄ij,kl = (ρ̄0ii − ρ̄0jj)
∂H̄ij

∂ρlk
, (20)

где индексы i, j, k и l пробегают значения от 1 до 3.
Дальнейший анализ системы на неустойчивость,

наличие которой в нашем случае будет свидетель-
ствовать о возможности коллективных осцилляций
нейтрино, требует нахождения собственных значе-
ний матрицы стабильности, что для случая трех
флейворов требует численных расчетов в силу боль-
шой размерности матрицы.

Из разложения (12) видно, что если частоты воз-
бужденных мод ω принимают мнимые значения, то
недиагональные элементы матрицы плотности де-
монстрируют экспоненциальный рост, что приводит
к нестабильности системы. В результате возникают
коллективные осцилляции.

Введем обозначение {λi} для набора собственных
значений матрицы стабильности (15), (18)–(19). То-
гда условие возникновения коллективных осцилля-
ций нейтрино между флейворными состояниями i и
j можно записать в следующем виде:

Im[λ] 6= 0; (21)

Im[λ] > Γij . (22)

Первое условие является общим условием возник-
новения коллективных осцилляций и было получено
ранее в работах (см., например, [24]). Второе усло-
вие, полученное для случая трех флейворов, являет-
ся новым и учитывает эффект квантовой декогерен-
ции массовых состояний нейтрино.

Обратимся к численным оценкам влияния кван-
товой декогеренции нейтрино на коллективные ос-
цилляции нейтрино. В работе [26] было показано,
что мнимая часть собственных значений матрицы
стабильности в реальных условиях взрыва сверхно-
вой по порядку величины может равняться Im[λ] ∼
∼ 10−17 : 10−18 ГэВ. Для оценки влияния квантовой
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декогеренции нейтрино на коллективные осцилля-
ции нейтрино можно использовать эксперименталь-
ные ограничения на значения параметров декогерен-
ции. Так, для потоков нейтрино от земных источ-
ников параметр декогеренции ограничен по порядку
Γ < 10−24 ГэВ [16], для потоков солнечных нейтрино
Γ < 10−28 ГэВ [21].

Следует особо отметить, что указанные ограни-
чения некорректно использовать в экстремальных
условиях сверхновой, так как они были получены
для значительно других внешних условий (для зем-
ной или солнечной материи). Так, например, в работе
[6] было показано, что в условиях взрыва сверхновой
параметр квантовой декогеренции за счет радиаци-
онного распада нейтрино может достигать значений
Γ ∼ 10−21 ГэВ. Кроме того, квантовая декогеренция
может также возникать за счет физики за предела-
ми Стандартной модели [7, 27]. Из требования, что
для возникновения коллективных осцилляций ней-
трино необходимо, чтобы мнимая часть собственных
значений матрицы стабильности была больше пара-
метров декогеренции (см. уравнение (22)), мы пред-
сказываем, что при регистрации потоков нейтрино
от взрывов сверхновых будет возможно ограничить
параметры декогеренции в экстремальных астрофи-
зических условиях Γ ∼ 10−17 : 10−18 ГэВ.

Отметим важность получения ограничений на па-
раметры квантовой декогеренции нейтрино из экспе-
риментальных данных о потоках нейтрино от раз-
личных источников тем фактом, что это может поз-
волить поставить ограничения на ширины различ-
ных нейтринных процессов (используя результаты
работы [5–7]), а также на нестандартные взаимодей-
ствия нейтрино [8, 9].

Исследование выполнено в рамках гранта Россий-
ского научного фонда (проект # 22-22-00384).

А. А. Пуртова выражает благодарность за под-
держку Национальному центру физики и математи-
ки (Россия, Саров).
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Расчеты разности энергий связи многозарядных ионов Ho и Dy
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В работе рассчитаны разности энергий связи ионов 163Hoq+ и 163Dyq+ со степенями ионизации q = 38,
39 и 40. Расчеты выполнены с использованием релятивистского метода конфигурационного взаимодей-
ствия и релятивистского метода связанных кластеров. Учтены вклады квантово-электродинамических
эффектов, эффекта отдачи ядра и частотно-зависимой части брейтовского взаимодействия. Погреш-
ность полученных значений не превышает 1 эВ. Объединив настоящие результаты с разностью энер-
гий связи соответствующих нейтральных атомов, рассчитанной в [I.M. Savelyev, M.Y. Kaygorodov,
Y. S. Kozhedub, I. I. Tupitsyn, and V.M. Shabaev, Phys. Rev. A 105, 012806 (2022)], мы получили вто-
ричные разности энергий связи между ионами и атомами. Эти значения могут быть использованы для
определения количества энергии, выделяющейся в процессе электронного захвата в атоме 163Ho (энер-
гии бета-распада Q), при условии, что из эксперимента известна разница масс многозарядных ионов
163Hoq+ и 163Dyq+. Значение Q необходимо для экспериментов по установлению ограничения на абсо-
лютную величину массы электронного нейтрино путем изучения процесса электронного захвата.

DOI: 10.31857/S1234567823140021, EDN: gybarh

Нейтрино – одна из самых интригующих тематик
современной физики [1]. С одной стороны, в рамках
Стандартной модели нейтрино является безмассовой
частицей, с другой стороны, наблюдения нейтрин-
ных осцилляций установили, что нейтрино должно
иметь ненулевую массу. Однако при этом, осцилля-
ционные эксперименты чувствительны только к аб-
солютной разнице квадратов масс массовых состоя-
ний нейтрино и не позволяют определить абсолют-
ную величину массы нейтрино. Ограничения на сум-
му масс нейтрино могут быть получены из анали-
за космологических данных [2, 3]. Согласно CPT-
инвариантности Стандартной модели, масса нейтри-
но должна быть в точности равна массе антинейтри-
но. Однако в настоящее время верхние пределы на
массы электронных нейтрино и антинейтрино разли-
чаются на несколько порядков [4]. В этой связи несо-
мненный интерес представляет прямое модельно-
независимое экспериментальное определение массы
нейтрино.

Наинизший прямой верхний предел на массу
электронного антинейтрино получен коллабораци-
ей KATRIN [5]. Это значение, равное 0.8 эВ, опре-
делено путем кинематического анализа β− распада

1)e-mail: savelevigorm@gmail.com

в тритии. Наинизший лабораторный верхний предел
на массу электронного нейтрино примерно на два
порядка больше. Так, в [6] из анализа спектра рент-
геновских лучей, испускаемых в процессе электрон-
ного захвата (EC) в изотопе 163Ho, был установлен
предел в 225 эВ. В эксперименте совершенно друго-
го типа, основанном на изучении β− распада голого
ядра 163Dy с образованием электрона в связанном
состоянии, было получено ограничение в 410 эВ [7].
Несколько коллабораций [8–10] нацелены на то, что-
бы улучшить текущий лабораторный предел на мас-
су электронного нейтрино до нескольких эВ и сде-
лать его сравнимым со значением предела для элек-
тронного антинейтрино. Эти эксперименты также ос-
нованы на изучении процесса ядерного электронного
захвата в нейтральном атоме 163Ho, но уже с исполь-
зованием более точного калориметрического метода.
Недавно, в рамках эксперимента ECHo [10], верхний
предел на массу электронного нейтрино был пони-
жен до значения порядка 150 эВ [11].

Для того чтобы извлечь из этих экспериментов
ограничение на массу электронного нейтрино с точ-
ностью до 1 эВ, необходимо заранее знать разни-
цу масс участвующих в распаде изотопов 163Ho и
163Dy, называемую также энергией бета-распада Q,
по крайней мере, с такой же точностью. Измерение
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разности масс на требуемом уровне точности воз-
можно выполнить для многозарядных ионов с помо-
щью масс-спектрометров на базе ловушек Пеннинга
[12, 13]. Так, совсем недавно была измерена разность
масс ионов 163Ho и 163Dy со степенями ионизации 38,
39 и 40 [14].

Чтобы получить из разности масс многозарядных
ионов 163Ho и 163Dy разность масс нейтральных ато-
мов 163Ho и 163Dy, которая и есть искомая величина
Q, нужно рассчитать разность энергий связи атомов
и ионов с соответствующей точностью. В работе [15]
были выполнены расчеты разности энергий связи
для ионов 163Hoq+ и 163Dyq+ со степенями иониза-
ции q = 30, 48 и 56. Цель настоящей статьи состо-
ит в расширении результатов работы [15] расчетами
для степеней ионизации, рассмотренных в экспери-
менте [14]. В работе используется атомная система
единиц.

Мы рассматриваем разность масс ∆mq ионов
163Hoq+ и 163Dyq+ с одинаковой кратностью иони-
зации q,

∆mq = ∆mn +me +∆Eq, (1)

где ∆mn – разность масс ядер 163Ho и 163Dy, me –
масса электрона, ∆Eq – разность полных энергий
связи электронов в ионах. Разность масс нейтраль-
ных а томов 163Ho и 163Dy соответствует случаю
q = 0:

∆m0 = ∆mn +me +∆E0. (2)

Разность масс нейтральных атомов ∆m0 связана с
разностью масс ионов ∆mq соотношением

∆m0 = ∆mq +∆E0,q, (3)

где введена вторичная разность энергий связи

∆E0,q = ∆E0 −∆Eq. (4)

Настоящие расчеты основаны на использовании
релятивистских гамильтонианов Дирака–Кулона
(DC) и Дирака–Кулона–Брейта (DCB):

ĤDC = Λ+(ĤD + ĤC)Λ
+, (5)

ĤDCB = Λ+(ĤD + ĤC + ĤB)Λ
+, (6)

где ĤD – сумма одноэлектронных гамильтонианов
Дирака:

ĤD =

N
∑

i=1

[

(αi · pi)c+ (β − 1)mc2 + V (ri)
]

, (7)

ĤC и ĤB – двухэлектронные операторы кулоновско-
го и брейтовского взаимодействий соответственно:

ĤC =
1

2

N
∑

i6=j

1

rij
, (8)

ĤB = −1

2

N
∑

i6=j

1

2rij

[

αi ·αj +
(αi · rij)(αj · rij)

r2ij

]

. (9)

Здесь α – вектор, состоящий из матриц Дира-
ка, p – оператор импульса, rij – положение i-го
электрона относительно j-го, rij = |rij |. Проек-
тор Λ+ гарантирует, что гамильтониан действу-
ет в пространстве состояний, соответствующих
положительно-энергетическому спектру гамильто-
ниана Дирака–Фока.

Основным методом, используемым для расче-
та ∆Eq, является релятивистский метод конфи-
гурационного взаимодействия в базисе орбиталей
Дирака–Фока–Штурма (CI-DFS) [16–18]. Для учета
квантово-электродинамических (КЭД) эффектов ис-
пользуется модельный КЭД оператор V̂ mod

QED [19–21],
позволяющий приближенно учитывать вклады ваку-
умной поляризации и собственной энергии в много-
электронных системах. Оператор V̂ mod

QED включается
непосредственно в многоэлектронный гамильтониан
DCB

ĤDCBQ = Λ+(ĤD + ĤC + ĤB + V̂ mod
QED)Λ

+. (10)

Поправка на частотную зависимость брейтовско-
го взаимодействия рассчитывается как среднее зна-
чение частотно-зависимой части оператора однофо-
тонного обмена в кулоновской калибровке на мно-
гоэлектронной волновой функции, полученной мето-
дом CI-DFS. Вклад от эффекта отдачи ядра опреде-
ляется усреднением релятивистского оператора от-
дачи ядра [22–25] на той же многоэлектронной вол-
новой функции.

Чтобы проверить качество учета корреляцион-
ных эффектов методом CI-DFS при использовании
гамильтониана DC, мы провели расчеты с исполь-
зованием другого метода, а именно односсылочного
релятивистского метода связанных кластеров, вклю-
чающего полностью итеративные однократные, дву-
кратные и пертурбативные трехкратные кластерные
амплитуды (CCSD(T)). Для этой цели использовался
пакет программ DIRAC23 [26, 27].

В качестве модели распределения заряда по яд-
ру в расчетах методом CI-DFS используется модель
Ферми, в то время как в расчетах методом CCSD(T)
используется модель Гаусса, однако для рассматри-
ваемых в работе свойств эта разница пренебрежи-
мо мала. Значения среднеквадратичных радиусов
(RMS) ядер взяты из работы [28].

Задача по расчету ∆Eq решается в несколько
этапов. Сначала мы рассчитываем разность полных
энергий связи ионов Ho и Dy методом CI-DFS с ис-
пользованием гамильтониана DC. Конфигурации ос-
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новных состояний рассматриваемых ионов Ho и Dy
с q = 38, 39 и 40 приведены в табл. 1. В расчетах
методом CI-DFS все занятые орбитали разделяются
на остовные и валентные. Орбитали 1s2s2p относят-
ся к замороженному остову, остальные занятые ор-
битали являются активными. Рассматриваются од-
нократные и двукратные возбуждения из активных
орбиталей в виртуальные. При этом анализируется
сходимость ∆Eq в зависимости от числа виртуаль-
ных орбиталей. Мы начинаем расчеты с одной вир-
туальной s орбитали и постепенно расширяем базис
виртуальных орбиталей в двух направлениях: путем
последовательного добавления новых виртуальных
орбиталей с бо́льшим главным квантовым числом n

и с бо́льшим орбитальным квантовым числом l. На-
ши расчеты включают до пяти виртуальных орбита-
лей для каждого значения орбитального квантового
числа l вплоть до i. Окончательные результаты по-
лучаются путем экстраполяции значений к пределу
бесконечного базисного набора.

Таблица 1. Конфигурации основных состояний ионов Hoq+

и Dyq+

q Hoq+ Dyq+

Конфигурация J Конфигурация J

38 [Ar]3d104s1 1/2 [Ar]3d10 0

39 [Ar]3d10 0 [Ar]3d9 5/2

40 [Ar]3d9 5/2 [Ar]3d8 4

На следующем этапе мы оцениваем вклад от за-
мороженного остова. Для этого мы проводим расче-
ты методом CI-DFS с использованием меньшего чис-
ла виртуальных орбиталей, которые адаптированы
для корреляции сильно связанных остовных 1s2s2p

электронов.
Далее, мы проверяем корректность наших ре-

зультатов, полученных методом CI-DFS, проводя
расчеты методом CCSD(T). В рамках подхода
CCSD(T) все электроны являются активными, и
для решения соответствующих уравнений исполь-
зуются стандартные базисные наборы dyall.ae3z

и dyall.ae4z. Сходимость результатов CCSD(T)
изучается аналогично тому, как это делалось для
CI-DFS. Затем используется экстраполяция полу-
ченных данных к пределу бесконечного базисного
набора. Следует отметить, что вклад от учета
пертурбативных трехкратных кластерных амплитуд
пренебрежимо мал для рассматриваемых систем.

Разности энергий связи для основных состояний
ионов 163Hoq+ и 163Dyq+ с q = 38, 39 и 40, рассчитан-
ные методами CI-DFS и CCSD(T) с использованием
гамильтониана DC, представлены в табл. 2. Результа-

ты, полученные с помощью двух концептуально раз-
ных методов, согласуются в пределах оцененных по-
грешностей.

Таблица 2. Разности энергий связи основных состояний
ионов 163Hoq+ и 163Dyq+, рассчитанные методами CI-DFS и
CCSD(T) с использованием гамильтониана DC (а.е.)

q CI-DFS CCSD(T)

38 −461.298(7) −461.305(11)

39 −502.088(16) −502.089(16)

40 −500.931(17) −500.934(17)

Для оценки вкладов от брейтовского взаимодей-
ствия, частотно-зависимого брейтовского взаимодей-
ствия, КЭД и эффекта ядерной отдачи была про-
ведена серия расчетов методом CI-DFS с активны-
ми 3s3p3d (и 4s для Ho38+) орбиталями. Оказалось,
что необходимая точность вычисления этих попра-
вок может быть достигнута при использовании мень-
шего базисного набора, чем при расчете энергий с
использованием гамильтониана DC. Вклады от брей-
товского взаимодействия и КЭД получены с исполь-
зованием гамильтонианов ĤDCB и ĤDCBQ, соответ-
ственно, тогда как поправки на частотную зависи-
мость брейтовского взаимодействия и на ядерную
отдачу рассчитываются как средние значения соот-
ветствующих операторов. Погрешности, связанные
с выбором моделей и среднеквадратичных радиусов
ядер, оцениваются путем расчетов с различными мо-
делями распределения заряда и варьирования сред-
неквадратичных радиусов ядер в пределах их экспе-
риментальных погрешностей.

Окончательные результаты для полной разности
энергий связи ионов 163Hoq+ и 163Dyq+ для раз-
личных степеней ионизации q = 38, 39 и 40, ∆Eq,
а также отдельные вклады в эти разности от элек-
тронных корреляций, рассчитанных с использовани-
ем гамильтониана DCB, ∆Eq

DCB, от КЭД поправок,
∆Eq

QED, и поправок на частотно-зависимую часть
брейтовского взаимодействия, ∆Eq

BRFD, представле-
ны в табл. 3. Поправка от учета эффекта отдачи ядра
составляет около 0.001 а.е. для всех рассмотренных
q. Эта поправка включена в ∆Eq

DCB. Значения ∆Eq

имеют два источника погрешности: в первых скобках
указана погрешность, связанная с точностью учета
электронных корреляций методом CI-DFS, а во вто-
рых скобках представлена погрешность, связанная
с выбором ядерных параметров. Разности энергий
для ионов, ∆Eq, имеют меньшую погрешность, обу-
словленную электронными корреляциями, чем раз-
ность энергий нейтральных атомов из статьи [15],
в силу более простой структуры электронных обо-
лочек ионов. Отметим, что наши результаты, полу-
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ченные методом Дирака–Фока без учета корреляци-
онных эффектов, согласуются с результатами рабо-
ты [29].

Таблица 3. Вклады в разности энергий основных состояний
ионов 163Hoq+ и 163Dyq+, ∆Eq, в рамках брейтовского при-
ближения, ∆Eq

DCB, от частотно-зависимой части брейтовско-
го взаимодействия, ∆Eq

BRFD, и от КЭД эффектов, ∆Eq
QED

(а.е.). В последнем столбце представлены окончательные зна-
чения разностей энергий основных состояний. Числа в пер-
вых скобках показывают погрешность, связанную с точностью
учета электронных корреляций, тогда как числа во вторых
скобках представляют погрешность, связанную с конечными
размерами ядер

q ∆Eq
DCB ∆Eq

BRFD ∆Eq
QED ∆Eq

38 −460.678 −0.0140 0.439 −460.253(9)(13)

39 −501.446 −0.0146 0.405 −501.056(16)(13)

40 −500.291 −0.0146 0.405 −499.901(17)(13)

Объединив вычисленные разности энергий
ионов, ∆Eq, с разностью энергий нейтральных ато-
мов, ∆E0, рассчитанной в работе [15], мы получаем
вторичные разности энергий связи между ионами
и атомами ∆E0,q, которые (в эВ) представлены
в табл. 4. Погрешности, связанные с конечны-
ми размерами ядер, сокращаются во вторичных
разностях ∆E0,q, и погрешности окончательных
результатов в основном определяются разностью
энергий связи нейтральных атомов.

Таблица 4. Вклады во вторичные разности энергий связи
для атомов и ионов изотопов 163Ho и 163Dy, ∆E0,q, в рамках
приближения Брейта, ∆E0,q

DCB, от частотно-зависимой части

брейтовского взаимодействия, ∆E0,q
BRFD, и от КЭД эффектов,

∆E0,q
QED (эВ). Итоговые вторичные разности, ∆E0,q, приведе-

ны в последнем столбце

q ∆E0,q
DCB ∆E0,q

BRFD ∆E0,q
QED ∆E0,q

38 37.7 −0.03 −0.77 36.9(7)

39 1147.0 −0.01 0.17 1147.2(8)

40 1115.6 −0.01 0.18 1115.8(8)

Итак, в данной работе с помощью метода CI-
DFS были рассчитаны разности полных энергий свя-
зи ионов 163Hoq+ и 163Dyq+ для степеней ионизации
q = 38, 39 и 40. Погрешность полученных значений
находится в пределах 1 эВ. Электронные корреляции
учитываются в рамках гамильтониана DCB. В рабо-
те также учтены поправки от КЭД эффектов, ча-
стотной зависимости брейтовского взаимодействия и
эффекта отдачи ядра. Объединив полученные раз-
ности энергий ионов с разностью энергий нейтраль-
ных атомов, вычисленной в работе [15], мы получили
вторичные разности энергий связи между ионами и
атомами. Настоящие результаты могут быть исполь-
зованы для пересчета разности масс ионов 163Hoq+ и

163Dyq+ в энергию электронного захвата Q в атоме
163Ho, что необходимо для предстоящих эксперимен-
тов по понижению верхнего лабораторного предела
на массу электронного нейтрино.

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда # 22-62-00004.
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Впервые зарегистрированы инфракрасные спектры поглощения кристалла ErCrO3 в области f−f

переходов в ионе Er3+. Анализ температурно-зависимых спектров высокого разрешения позволил об-
наружить, помимо особенностей при температурах магнитного упорядочения TN = 133K и спин-
переориентационного перехода TSR = 9.3K, ступеньку при T ′ = 47K на температурных зависимостях
характеристик спектральных линий. Эта особенность может быть связана как с неизвестным ранее фа-
зовым переходом, так и с локальными изменениями кристаллической структуры. Форма линий при
гелиевых температурах свидетельствует о наличии в кристалле ErCrO3 дополнительных позиций для
ионов Er3+. Предположительно, это позиции вблизи неконтролируемых примесей, входящих в кристалл
в процессе его выращивания раствор-расплавным методом и формирующих области с искаженной струк-
турой, ответственные за возникновение поляризации.

DOI: 10.31857/S1234567823140033, EDN: gyblym

Введение. Кристаллы с общей формулой ABX3

и структурой перовскита обладают многими при-
влекательными свойствами, которые делают их ин-
тересными как для физики твердого тела, так и
для приложений. Классический перовскит – мине-
рал CaTiO3; он был открыт в 1839 г. Густавом Ро-
зе в Уральских горах и назван в честь минералога-
любителя и министра этого региона в Российской
империи Льва Перовского. Традиционно российские
ученые уделяют большое внимание фундаменталь-
ным и прикладным исследованиям различных перов-
скитов. Назовем только несколько работ последних
лет [1–10].

Редкоземельные (РЗ) ортохромиты RCrO3 с ис-
каженной структурой перовскита – интересные муль-
тиферроики. Эти соединения кристаллизуется в ром-
бической сингонии, в центросимметричной простран-
ственной группе Pbnm [11]. Точечная группа симмет-
рии позиции редкоземельного иона R3+ − Cs. Изу-
чение РЗ ортохромитов началось во второй поло-
вине 20 в. Было показано, что соединения RCrO3

с “тяжелыми” редкими землями R= Ho, Er, Yb,
Lu, Y демонстрируют слабый ферромагнетизм ни-

1)A. Jablunovskis, L. H.Yin.
2)e-mail: popova@isan.troitsk.ru

же температур антиферромагнитного упорядочения
(TN = 111−140K) [12–15] и полярный порядок ни-
же 350–516 K [15–17]. Природа возникновения элек-
трической поляризации в центросимметричных кри-
сталлах RCrO3 активно обсуждается в литерату-
ре [15–22]. В работах [18, 21, 22] был проведен сим-
метрийный анализ и показано, что в элементарной
ячейке RCrO3 возможно формирование электриче-
ских дипольных моментов, локализованных вблизи
ионов Cr3+ и упорядоченных антисегнетоэлектриче-
ски. Во внешнем электрическом поле может реали-
зоваться сегнетоэлектрическая фаза. Однако в экс-
периментах на монокристаллах YCrO3 [16] и ErCrO3

[17] однородного сегнетоэлектрического упорядоче-
ния в интервале температур 5–350 K ни в одном из
направлений кристалла не было обнаружено, но на-
блюдалась электрическая поляризация, индуцируе-
мая локальными полярными областями. Существо-
вание областей с искаженной структурой в РЗ ор-
тохромитах было выявлено методами рентгеновской
дифрактометрии высокого разрешения [16, 17], ло-
кального γ-зонда [23], анализа парных функций рас-
пределения на основе нейтронных данных (ссылка
в [15] на неопубликованную работу). Согласно ра-
ботам [16, 17], локальные полярные области струк-
турной природы формируются вблизи примесных
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Спектр пропускания кристалла ErCrO3 при температуре 150 K. Отмечены переходы с
уровней основного состояния мультиплета 4I15/2 на возбужденные мультиплеты 4I13/2,

4I11/2,
4I9/2,

4F9/2. Широкие
полосы относятся к поглощению в ионах Cr3+. (b) – Схема уровней иона Er3+ в кристалле и оптических переходов.
∆0 и ∆B – расщепления крамерсовских дублетов иона Er3+ в магнитоупорядоченном состоянии кристалла

ионов, входящих в кристалл в процессе выращива-
ния раствор-расплавным методом. Внешнее поле вы-
страивает дипольные моменты именно этих областей
параллельно друг другу.

Несмотря на ряд невыясненных вопросов, РЗ ор-
тохромиты рассматриваются как перспективные ма-
териалы для различного рода практических прило-
жений. Магнитоэлектрический эффект [20], высокая
температура Нееля, значительный магнитокалори-
ческий эффект при низких температурах [24, 25] со-
здают перспективу возможного применения соедине-
ний RCrO3 для создания приборов магнитного охла-
ждения, в качестве твердотельных топливных эле-
ментов, термистров с отрицательным температур-
ным коэффициентом и фотовольтаиков [26].

Исследования свойств ортохромита эрбия про-
водилось различными экспериментальными метода-
ми, такими как рентгеновский анализ [16, 17], γ-
спектроскопия с возмущенными угловыми корреля-
циями [23], нейтронная дифракция [12], мессбауэров-
ская [27] и оптическая [28–32] спектроскопии, спек-
троскопия комбинационного рассеяния света [33],
изучение температурных зависимостей намагничен-
ности [20, 34–36], теплоемкости [37, 38], диэлектри-
ческой проницаемости [15, 17, 19, 20, 36] и индуци-
рованной внешним электрическим полем поляриза-
ции [17, 19, 20] как на поликристаллах, так и на

монокристаллах, в том числе во внешнем магнит-
ном поле. Установлено, что при температуре Нееля
TN = 133K магнитные ионы Cr3+ антиферромагнит-
но упорядочиваются в плоскости xy под углом 55◦

к оси x и с небольшой ферромагнитной компонен-
той вдоль оси z (магнитная структура Γ4(Gx, Ay, Fz)
в обозначениях Берто) [12]. При дальнейшем по-
нижении температуры до TSR ≈ 9K происходит
спин-переориентационный фазовый переход Мори-
на в антиферромагнитную спиновую конфигурацию
Γ1(Ax, Gy, Cz) [12, 30, 36, 38]. В порошковых образцах
переход наблюдался при существенно больших тем-
пературах (16.8 K [12], 20 K [20, 34]) или отсутствовал
[37]. Помимо двух общепризнанных фазовых перехо-
дов, некоторые исследователи интерпретируют сла-
бую особенность на температурной зависимости маг-
нитной восприимчивости как дополнительный фазо-
вый переход при T = 6.5K, объясняя его упорядоче-
нием ионов Er3+ [34, 36].

Ранее спектроскопические данные по ErCrO3 бы-
ли получены исключительно для мультиплетов иона
Er3+ в видимой области спектра с разрешением не
лучше 0.7 см−1 [28, 32]. При этом спектральные ли-
нии имели ширину не меньше 3–4 см−1. Такая боль-
шая ширина линий может быть обусловлена переда-
чей возбуждения на лежащие ниже по энергии уров-
ни ионов хрома. Можно ожидать, что линии f−f пе-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры пропускания ErCrO3 при трех температурах в области переходов со штарковских
уровней основного мультиплета 4I15/2 на штарковские уровни возбужденных мультиплетов: (a) – 4I13/2, (b), (d) –
4I11/2, (с) – 4I9/2 для образцов толщиной (a), (b), (c) – 0.07 мм и (d) – 0.3 мм

реходов в инфракрасной области будут значительно
уже. В настоящей работе получены спектры высо-
кого разрешения кристалла ErCrO3 в инфракрасной
области, в широком диапазоне температур и прове-
ден детальный анализ формы спектральных линий.

Эксперимент. Монокристаллы ErCrO3 выращи-
вали раствор-расплавным методом. Исходные мате-
риалы Er2O3, Cr2O3, PbF2, PbO и B2O3 были смеша-
ны в молярном соотношении 1 : 1 : 8 : 2 : 1, помещены
в платиновый тигель и нагреты до 1200 ◦С. При та-
кой температуре смесь находилась в течение 4 дней.
После этого смесь медленно охлаждали до 1000 ◦С со
скоростью 5 ◦С/ч, а затем печь выключали. Подроб-
но эта процедура описана в работе [36]. Из выращен-
ных монокристаллов были приготовлены пластинки
с толщинами от 0.05 до 0.3 мм. Спектры пропускания
были зарегистрированы на фурье-спектрометре вы-
сокого разрешения Bruker IFS 125HR в спектральной

области 5000–16000 см−1 с разрешением до 0.05 см−1.
Температурные измерения проводились в диапазоне
4–300 K с помощью криостата замкнутого цикла
CryoMech ST 403.

Экспериментальные результаты. На рисун-
ке 1a показан обзорный спектр пропускания кри-
сталла ErCrO3 во всей исследуемой спектральной
области. Узкие линии, сгруппированные в области
∼ 6500, 10200, 12300 и 15400 см−1, соответствуют пе-
реходам со штарковских уровней основного мульти-
плета 4I15/2 на штарковские уровни возбужденных
мультиплетов 4I13/2,

4I11/2,
4I9/2 и 4F9/2. Широкая

полоса поглощения, край которой находится в обла-
сти ∼ 13000 см−1, обусловлена ионами Cr3+.

Энергетические уровни свободного иона Er3+ с
полным моментом J в кристаллическом поле ErCrO3

расщепляются на (2J + 1)/2 крамерсовских дубле-
та с волновыми функциями, преобразующимися по
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неприводимому представлению Г34 точечной группы
симметрии Cs. Крамерсовское вырождение снимает-
ся при магнитом упорядочении ErCrO3, при этом
каждый штарковский уровень Г34 расщепляется на
два подуровня (см. схему рис. 1b).

Рисунок 2а демонстрирует спектры пропускания
кристалла ErCrO3 в области инфракрасных перехо-
дов 4I15/2 → 4I13/2,

4I11/2,
4I9/2 при разных темпера-

турах. Принятые обозначения спектральных линий
расшифрованы на рис. 1b. При понижении темпера-
туры спектральные линии сужаются. Интенсивность
в максимуме некоторых из них увеличивается. Эти
линии соответствуют переходам с основного уров-
ня на штарковские уровни возбужденных мульти-
плетов (1А, 1В, 1С, . . . ). Наблюдаются также линии,
интенсивность которых уменьшается при понижении
температуры. Они относятся к переходам с возбуж-
денных штарковских уровней основного мультипле-
та 4I15/2, населенность которых уменьшается при по-
нижении температуры в соответствии с распределе-
нием Больцмана. При достаточно низкой темпера-
туре остаются только линии, соответствующие пере-
ходам с основного уровня, они отражают штарков-
скую структуру возбужденных мультиплетов. Ли-
нии, интенсивность которых уменьшается при пони-
жении температуры (2А, 3В и т.п.), позволяют вы-
яснить энергетическую структуру основного мульти-
плета 4I15/2.

Экспериментальные значения энергий штарков-
ских уровней мультиплетов в парамагнитной фазе
кристалла ErCrO3 совместно с литературными дан-
ными сведены в табл. 1.

При температурах ниже температуры Нееля
TN = 133K спектральные линии расщепляют-
ся, в общем случае на четыре компоненты (см.
рис. 1b). На рисунке 3a показана эволюция обмен-
ного расщепления линии 1F перехода из основного
состояния на верхний уровень в мультиплете 4I11/2.
Наблюдаются только две компоненты, что связа-
но, как будет показано ниже, с малым обменным
расщеплением конечного уровня перехода. Темпе-
ратурная зависимость расщепления линии ∆(T )

представлена на рис. 3b. Хорошо виден фазовый
переход II рода при температуре 133 K, соответству-
ющий магнитному упорядочению. Скачкообразное
увеличение ∆(T ) при температуре 9.3 K связано
со спин-переориентационным переходом I рода.
Полученные значения температур этих фазовых
переходов хорошо согласуется с литературными
данными [12, 28, 30, 36, 38]. Ниже температуры TSR,
в частности, при T = 6.5K, где согласно работам
[34, 36] происходит второй спин-переориентационный

Таблица 1. Энергии E (см−1) штарковских уровней иона
Er3+ в ErCrO3 в парамагнитной фазе (T ∼ 150K) и сравнение
с литературными данными

2S+1LJ E (см−1) E (см−1) E (см−1)

[28] [29]
4I15/2 1 0 0 0

2 46.0 46 45.8

3 112.4 114 113.4

4 169.0 173 170.1

5 210.5 211.2

6 297.1

7 333.1

8 428.0

4I13/2 A 6555.0

B 6590.0

C 6620.0

D 6649.0

E 6702.0

F 6728.0

G 6819.0

4I11/2 A 10 227.0

B 10 251.0

C 10 265.0

D 10 285.0

E 10 310.0

F 10 357.0

4I9/2 A 12 377.0

B 12 419.0

C 12 523.0

D 12 564.0

E 12 617.0

4F9/2 A 15 191.0 15 197

B 15 233.0 15 241

C 15 302.0 15 308

D 15 332.0 15 337

E 15 403.0 15 407

переход, никаких особенностей на температурных
зависимостях характеристик спектральных линий
не наблюдалось.

Кроме известных фазовых переходов, на зависи-
мости ∆(T ) видна особенность при T ′ = 47K (см.
рис. 3b). В увеличенном масштабе она показана на
рис. 4a. Эта особенность повторяется в температур-
ных зависимостях расщеплений других линий и на
других образцах. Ее удалось зарегистрировать бла-
годаря высокой точности определения волновых чи-
сел в фурье-спектрометре по сравнению с решеточ-
ными приборами, с помощью которых были выпол-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Обменное расщепление линии 1F в переходе 4I15/2 → 4I11/2 в ионах Er3+ при нескольких
температурах; (b) – Температурная зависимость обменного расщепления ∆(T ) спектральной линии 1F

Рис. 4. (Цветной онлайн) Температурные зависимости спектральных характеристик линии 1F в области перехода
4I15/2 → 4I13/2 в ионах Er3+: (a) – обменное расщепление линии ∆(T ), (b) – интегральная интенсивность линии I(T )

нены предшествующие спектроскопические работы
[28, 29]. Рисунок 4b демонстрирует температурную
зависимость интегральной интенсивности I(T ) ли-
нии 1F. Зависимости ∆(T ), I(T ) строились на осно-
вании результатов подгонки спектрального контура
суммой двух контуров Фойгта. Скачкообразное из-
менение величин ∆(T ), I(T ) характерно для фазо-
вого перехода I рода. Следует отметить, что в ра-
боте [20] при измерениях пироэлектрического тока
в порошковом образце ErCrO3 наблюдался скачок
индуцированной полем электрической поляризации
P (T ) вблизи температуры 50 K, близкой к темпера-
туре T ′. Однако поскольку поляризующее электри-
ческое поле выключалось при близкой температуре
(Toff = 55K) [20], для уверенной регистрации особен-
ности на зависимости P (T ) измерения следовало бы

повторить с другим значением Toff. В единственной
известной нам работе, где представлена температур-
ная зависимость теплоемкости ErCrO3 в этой обла-
сти температур, интервал между точками на зависи-
мости C(T ) составлял 10 K [34], так что возможный
фазовый переход I рода при T ′ = 47K не мог быть
зарегистрирован.

Обсудим возможную природу наблюдаемой осо-
бенности при T ′ = 47K в зависимостях характе-
ристик спектральных линий – ∆(T ), I(T ). Измене-
ние обменных расщеплений крамерсовских дублетов
иона Er3+ и интенсивностей линий переходов меж-
ду расщепленными компонентами возможно по двум
причинам: (1) из-за изменения направления эффек-
тивного магнитного поля, действующего на ион эр-
бия со стороны упорядоченных ионов хрома, т.е. из-
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за спин-переориентации; (2) из-за структурных из-
менений в окрестности ионов эрбия. Согласно ней-
тронным измерениям, магнитная структура ErCrO3

не меняется в интервале температур 20–77 K [12]. Мы
полагаем, что вблизи температуры ∼ 50 K происхо-
дят незначительные изменения локального окруже-
ния ионов Er3+.

Как говорилось во Введении, одна из гипотез по-
явления поляризации в центросимметричном соеди-
нении базируется на предположении о существова-
нии полярных областей искаженной структуры вбли-
зи примесных ионов, входящих в кристалл в процес-
се роста раствор-расплавным методом [16, 17]. Кри-
сталлическое поле для ионов эрбия в таких областях
должно искажаться, что будет приводить к смеще-
нию штарковских уровней, а следовательно, и спек-
тральных линий. Для проверки реализации такого
сценария мы провели детальный анализ формы ли-
ний в низкотемпературных спектрах.

На рисунке 5 в качестве примера приведена рас-
щепленная спектральная линия 1В в области перехо-
да 4I15/2 → 4I13/2 в ионах Er3+ при нескольких низ-
ких температурах, захватывающих область темпера-
тур спин-переориентационного фазового перехода.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Линия поглощения 1В в обла-
сти перехода 4I15/2 → 4I13/2 в ионах Er3+ в кристалле
ErCrO3 при разных температурах вблизи температуры
спин-переориентационнного перехода

Выше температуры TSR = 9.3K линия расщепле-
на на три практически эквидистантные компоненты.
Это свидетельствует о почти равном обменном рас-
щеплении основного ∆0 и возбужденного ∆B состоя-
ний. Около TSR = 9.3K в интервале ∆T ∼ 2K проис-
ходит резкое переигрывание интенсивностей компо-
нент спектральной линии, а спектр при 9.0 K пред-
ставляет собой суперпозицию спектров при темпе-

ратурах выше и ниже TSR, что является характер-
ным для спин-переориентационного перехода I ро-
да. Моделирование формы линии при T = 12K че-
тырьмя контурами Фойгта в соответствии со схе-
мой на рис. 1b, показанное на рис. 6a, дает значе-
ния обменных расщеплений ∆0(12K) = 7.2 см−1 и
∆B(12K) = 5.5 см−1. Из анализа обменного расщеп-
ления линии 1В при T = 4K получены следующие
значения обменных расщеплений: ∆0(4K) = 9.3 см−1

и ∆B(4K) = 4.7 см−1 и (рис. 6b). Полученные значе-
ния величин расщепления основного крамерсовского
дублета иона Er3+ в магнитных фазах Γ4 и Γ1 кри-
сталла ErCrO3 согласуются с литературными данны-
ми [28].

Хорошее согласие результирующего контура с на-
блюдаемой формой линии 1В при 4 K достигается
только при учете четырех дополнительных компо-
нент, площадь которых обозначена сплошной серой
заливкой на рис. 6b, со следующими значениями рас-
щеплений: ∆∗

0(4K) = 7.6 см−1 и ∆∗
B(4K) = 5.3 см−1.

Таким образом, имеются по крайней мере две неэк-
вивалентные позиции для ионов Er3+, в то время как
в ненарушенной кристаллической структуре ErCrO3

в магнитной фазе Γ1 имеется только одна позиция.

Следует обратить внимание на тот факт, что
кристаллы ErCrO3 были выращены раствор-
расплавным методом с флюсом, в состав которого
входили PbF2 и PbO. В процессе роста в присут-
ствии кислорода в кристалл входят ионы Pb2+

и Pb4+; общее количество свинца, определенное
флюоресцентным рентгеновским методом для
YCrO3, составляло 1.5 % [16]. В соответствии с
соотношением ионных радиусов r, ионы свинца
могут замещать эрбий (в восьмерной координации,
согласно [39], r (Er3+) = 1.004 Å, r (Pb4+) = 0.94 Å,
r (Pb2+) = 1.29 Å). При этом такие дефекты из-
меняют кристаллическое поле для близких к ним
ионов эрбия, что приводит к смещению штарков-
ских уровней и изменению величин магнитных
g-факторов. Мы считаем, что второй центр – это
ионы эрбия рядом с примесями свинца, входящего
в кристалл в процессе роста раствор-расплавным
методом. Относительное интегральное поглоще-
ние “дефектных” эрбиевых центров в переходе 1В
(4I15/2 → 4I13/2) − 0.28 (рис. 6b). Если считать, что
вклад в это поглощение дают ионы Er3+, находящи-
еся в первых двух координационных сферах вокруг
дефекта (таких ионов 18), то при концентрации
дефектов 1.5 % их относительный вклад в погло-
щение составит 0.27, что практически совпадает с
экспериментальной цифрой 0.28. Отметим, однако,
что это очень грубая оценка, она не учитывает
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Линия поглощения 1В в области перехода 4I15/2 → 4I13/2 в ионах Er3+ в кристаллах ErCrO3:
(а) – при T = 12K и (b) – при T = 4.0K. Приведены элементарные контура Фойгта, моделирующими сложную форму
линии 1В (штрих-пунктирная линия) и результирующий контур (пунктирная линия)

возможное изменение вероятностей переходов для
поглощающих центров, расположенных вблизи
дефектов. Предположительно именно в этих локаль-
ных областях с искаженной структурой нарушается
антисегнетоэлектрический и возникает полярный
порядок.

Заключение. В работе зарегистрированы ин-
фракрасные спектры высокого разрешения монокри-
сталлов ErCrO3 в температурном диапазоне 5–300 K
в области f−f оптических переходов в ионах Er3+.
Построена энергетическая схема штарковских уров-
ней иона Er3+ в ErCrO3. По температурным за-
висимостям расщеплений линий поглощения ∆(T )

определены температуры магнитного упорядочения
(133 K) и спин-переориентационного фазового пере-
хода (9.3 K). Эти значения температур хорошо согла-
суются со значениями TN и TSR для монокристал-
лов, найденными другими методами. Найдены зна-
чения обменного расщепления основного крамерсов-
ского дублета иона Er3+ в двух спиновых конфи-
гурациях: ∆0(Γ4) = 7.2 см−1 и ∆0(Γ1) = 9.3 см−1

при 12 и 4 K, соответственно. Обнаружена особен-
ность в виде ступеньки при температуре T ′ = 47K
на температурных зависимостях обменных расщеп-
лений ∆(T ) и интенсивностей I(T ) спектральных ли-
ний. Эта особенность связана, вероятно, с измене-
нием локальных искажений кристаллической решет-
ки. Сложная форма линий поглощения при темпе-
ратурах T < TSR говорит о присутствии в исследу-
емых кристаллах ErCrO3 дополнительных позиций
для ионов Er3+, соответствующих, как мы счита-
ем, ионам эрбия вблизи неконтролируемых приме-

сей, входящих в кристалл в процессе его выращива-
ния раствор-расплавным методом и формирующих
области с искаженной структурой, ответственные за
возникновение поляризации.

В заключение заметим, что исследование тонко-
структурных спектров продуктивно как для неорга-
нических, так и органических материалов [40, 41].
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Плазмоны в полосе с анизотропным двумерным электронным газом,

сильно экранированным металлическим затвором1)
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В последнее время растет интерес к анизотропным двумерным электронным системам и к плаз-
менным колебаниям в них. В работе теоретически проанализированы плазмоны в полосе с двумерным
электронным газом, поверхность Ферми которого является эллипсом, и с близко расположенным метал-
лическим затвором, который экранирует поля двумерного газа. В пределе сильной экранировки задача
о собственных плазменных модах такой системы решена аналитически, и найдены частоты и затухание
плазменных мод с учетом анизотропии, магнитного поля и эффектов электромагнитного запаздывания.
Показано, что в таком пределе фундаментальной модой является краевой магнитоплазмон с линейным
законом дисперсии, причем его частота, затухание и скорость не зависят от магнитного поля, а дли-
на локализации вблизи края обратно пропорциональна магнитному полю. Квадрат частоты остальных
мод складывается из квадрата частоты плазменных мод без магнитного поля и квадрата циклотронной
частоты с коэффициентом, который не зависит от ориентации тензора проводимости по отношению к
краям полосы, но при учете эффектов электромагнитного запаздывания зависит от главных компонент
тензора эффективной массы.

DOI: 10.31857/S1234567823140045, EDN: gyvjms

Плазмоны – коллективные колебания электро-
нов – в двумерных (2D) электронных системах (ЭС)
изучаются с середины прошлого столетия [1]. Они,
как правило, определяют резонансный отклик элек-
тронной системы на внешнее электрическое поле в
достаточно чистых образцах и поэтому представля-
ют интерес не только для фундаментальной физики,
но также и для приложений в области детектирова-
ния и генерации электромагнитного излучения, в том
числе в терагерцовой и субтерагерцовой области час-
тот [2–5]. В 2D ЭС их частоту и другие характеристи-
ки можно контролировать внешним магнитным по-
лем, перпендикулярным к плоскости системы, а так-
же с помощью металлического электрода (затвора).
Кроме того, в последнее время активно обсуждает-
ся дополнительная возможность управления направ-
лением распространения плазмонов в 2D ЭС с ани-
зотропией проводимости [6–14]. Среди таких систем
стоит выделить квантовые ямы на основе напряжен-
ного AlAs, которые, с одной стороны, обладают высо-
кой подвижностью при низких (“гелиевых”) темпера-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: rodionov.da@phystech.edu

турах, а с другой стороны, анизотропия в них очень
чувствительна к деформации квантовой ямы [15–19].

Поверхностью Ферми электронов в объемном
кристалле AlAs являются три одинаковых эллипсо-
ида, продольная и поперечная массы которых 1.1m0

и 0.2m0, где m0 – масса свободного электрона. При
определенных толщинах и направлениях роста кван-
товых ям, например в направлении [001], электро-
нами заполняются только две одинаковые долины в
плоскости ямы [15]. При этом небольшое растяже-
ние/сжатие квантовой ямы в плоскости ямы приво-
дит к существенному различию в заполнении этих
долин и относительно легко реализуется ситуация,
когда заполнена лишь одна из долин. В этом случае
поверхность Ферми является эллипсом. Именно та-
кая ситуация будет предполагаться ниже.

Плазменные колебания в анизотропных системах
в теории в силу сложности, как правило, анализиру-
ются для неограниченной системы. Однако, на прак-
тике плазменные колебания возбуждают в неодно-
родных образцах, например, в латерально ограни-
ченных (полоски, диски), в которых теория плаз-
менных колебаний резко усложняется даже при про-
стейшем описании 2D ЭС с помощью локального за-
кона Ома и проводимости Друде. При этом свой-
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ства системы с краем могут существенно отличать-
ся от неограниченной системы. Так, вблизи края су-
ществуют краевые плазменные возбуждения [20–22],
частота которых обычно ниже других (“объемных”)
мод. Край играет важную роль при поглощении и из-
лучении электромагнитных волн [23]. В данной рабо-
те будут проанализированы собственные плазменные
колебания в 2D ЭС в полосе, сильно экранированной
затвором, и найдены аналитические выражения для
их частоты и затухания.

Пусть в вакууме в плоскости z = 0 располагается
полоса 2D электронного газа шириной W . Направим
ось y вдоль полосы, а ось x поперек, см. рис. 1. На

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематичное изображение ис-
следуемой системы. Полоса шириной W с двумерным
электронным газом располагается на расстоянии d над
металлической пластиной. Система помещена в посто-
янное однородное магнитное поле, вектор индукции B

которого направлен перпендикулярно полосе. Тензор
эффективных масс с главными осями m1 и m2 повер-
нут на произвольный угол θ по отношению к краям
полосы

расстоянии d от полосы в плоскости z = −d нахо-
дится бесконечная идеально проводящая металличе-
ская пластина (проводимость которой сколь угодно
велика). Вдоль оси z направлено внешнее однород-
ное магнитное поле с величиной индукции B. Диа-
гональные компоненты тензора эффективных масс в
главных осях равны m1 и m2. Динамическую про-
водимость 2D ЭС выберем в анизотропной модели
Друде [24]. Время столкновительной релаксации но-
сителей τ для простоты будем считать не зависящим
от энергии и направления. Пусть θ – угол между
осью x и главной осью тензора эффективных масс с
компонентойm1. При произвольной ориентации осей
тензора эффективных масс проводимость в системе
единиц СГС в выбранных декартовых координатах
имеет следующий вид:

σ = ST


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









(γ − iω) nse
2
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−ωc
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2

√
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S, (1)

где ωc = eB/c
√
m1m2 – циклотронная частота, e,

ns – заряд и двумерная концентрация электронов,
γ = 1/τ – обратное время релаксации электронов,
а матрица поворота S на угол θ имеет стандартный
вид:

S =

(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

.

Для описания плазменных колебаний с учетом
эффектов электромагнитного запаздывания нужно
решать полную систему уравнений Максвелла с ло-
кальным законом Ома и проводимостью (1). В си-
лу симметрии системы электромагнитное поле, плот-
ность тока и возмущение плотности заряда искались
пропорциональными eiqyy−iωt с комплексной часто-
той ω и действительным волновым вектором qy вдоль
полосы. Действительная часть ω описывает часто-
ту плазменных колебаний, а мнимая – их затуха-
ние. Систему уравнений Максвелла можно свести к
одному интегро-дифференциальному уравнению на
плотность тока j(x) с довольно сложным ядром ло-
гарифмического типа, подобно тому как это делается
в случае отсутствия затвора [25]. Подробный вывод
представлен в дополнительных материалах.

Будем считать, что расстояние до затвора d много
меньше всех характерных размеров, таких как шири-
на полосы и длина волны плазмона. Такая ситуация
часто встречается в реальных системах [4, 26, 27].
В этом пределе ядро интегро-дифференциального
уравнения значительно упрощается и превращает-
ся в дельта-функцию Дирака [28–30]. Такой предел
фактически соответствует локальному взаимодей-
ствию электронов: из-за близости полосы 2D ЭС к
затвору электроны в системе взаимодействуют толь-
ко со своими зарядами изображения в металле. В
результате уравнение для тока становится исключи-
тельно дифференциальным:

j(x) = i
4πdσ

ω









∂2

∂x2
+
ω2

c2
iqy

∂

∂x

iqy
∂

∂x
−q2y +

ω2

c2









j(x). (2)

Это уравнение для фурье компонент было также по-
лучено в работе [31]. Решая это дифференциальное
уравнение, найдем дисперсионное уравнение для соб-
ственных плазменных колебаний и соответствующее
распределение плотности тока. Полученные моды,
помимо волнового вектора qy, характеризуются еще
целым числом n длин полуволн, укладывающихся на
ширине полосы.

Прежде чем перейти к анализу результатов от-
метим, что в рассматриваемом пределе локального
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взаимодействия у всех плазменных мод отсутству-
ют радиационные потери. Физически это связано с
тем, что даже для мод, дисперсия которых прохо-
дит выше дисперсии света, при малых расстояниях
d излучение 2D ЭС подавляется излучением, отра-
женным от металла [32]. Поэтому плазменное зату-
хание в рассматриваемом нами случае определяется
столкновительными потерями, т.е. (Imωn(qy) ∼ γ), и
в “чистом” пределе (γ → 0) частота плазмона дей-
ствительна.

Рассмотрим отдельно фундаментальную моду с
n = 0, которая качественно отличается от осталь-
ных, потому что описывает краевой магнитоплазмон,
ток которого локализован вблизи одного из краев и
направлен строго вдоль полосы, т.е. jx(x) = 0. Дис-
персионное уравнение этой моды дается выражением
(см. дополнительные материалы):

ρyy + i
4πd

ω

(

q2y −
ω2

c2

)

= 0, (3)

где ρyy – диагональная компонента тензора удельно-
го сопротивления, которая в рассматриваемой моде-
ли проводимости не зависит от магнитного поля:

ρyy =
(

σ−1
)

yy
=
m1 cos

2 θ +m2 sin
2 θ

nse2
(γ − iω) .

Так как в дисперсионное уравнение (3) магнитное
поле также не входит, то и частота магнитоплазмо-
на не будет зависеть от магнитного поля. Магнито-
дисперсия может появится в случае, если диагональ-
ная компонента тензора удельного сопротивления по
каким-то причинам будет зависеть от магнитного по-
ля. Кроме того, в следующем порядке малости по
расстоянию d следует ожидать (слабой) отрицатель-
ной магнитодисперсии, как, например, это происхо-
дит у краевых магнитоплазмонов в полуплоскости в
изотропном случае [29].

Из дисперсионного уравнения (3) получаем ча-
стоту краевого магнитноплазмона:

ω0(qy, θ) =

√

v(θ)2q2y −
γ2

4

(

1− v(θ)2

c2

)2

−

− i
γ

2

(

1− v(θ)2

c2

)

, (4)

где введены параметры

v2i = c2
(

mic
2

4πnse2d
+ 1

)−1

, i = 1, 2

и v(θ)2 = v21v
2
2/(v

2
1 cos

2 θ + v22 sin
2 θ). Введенные та-

ким образом величины vi и v(θ) имеют размерность

скорости, причем их значения не превышают ско-
рость света в вакууме. Отношение скоростей v1,2 к
скорости света c можно интерпретировать как сте-
пень влияния эффектов электромагнитного запазды-
вания: в квазистатическом пределе оно много мень-
ше единицы, а при сильном запаздывании – близко
к единице.

В сильных магнитных полях ток и плотность за-
ряда прижимаются к одному из краев полосы (в
зависимости от направления магнитного поля), при
этом длина локализации l в чистом пределе опреде-
ляется следующим выражением:

l =
v1v2

√

1− v2
1

c2

√

1− v2
2

c2 v(θ)ωc

. (5)

Видно, что с увеличением электромагнитного запаз-
дывания, т.е. с увеличением отношения v1,2/c, дли-
на локализации увеличивается. В силу рассматри-
ваемого предела локального взаимодействия, подра-
зумевающего малость расстояния d по сравнению с
другими характерными размерами в системе, следу-
ет ожидать, что полученное выражение (5) справед-
ливо при условии l ≫ d.

Выражение для затухания краевого магнитоплаз-
мона при условии Reωn(qy , θ) ≫ |Imωn(qy, θ)| в со-
ответствии с (3) имеет простой вид Imω0(qy, θ) =

= −γ
(

1− v(θ)2/c2
)

/2. Затухание уменьшается с
увеличением роли электромагнитного запаздывания,
так как потери энергии происходят только за счет
столкновительного рассеяния электронов в 2D ЭС,
но все больше энергии запасается в бездиссипатив-
ных электромагнитных полях, окружающих 2D ЭС.

Обсудим теперь остальные моды с числами n = 1,
2, 3, ..., которые мы условно называем объемными.
Для высокодобротных плазменных колебаний мож-
но получить следующие выражения для частоты

(Reωn(qy , θ))
2 = q2yv(θ)

2 +
(nπ

W

)2 v21v
2
2
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+

+ ω2
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)

, (6)

и затухания
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Из равенства (6) можно видеть, что квадрат час-
тоты этих мод определяется суммой трех вкладов.
Первые два связаны с поперечными и продольны-
ми колебаниями плазмона в полосе соответственно,
а последний с наличием магнитного поля. Обратим
внимание на то, что при наличии анизотропии кван-
тование поперечной компоненты волнового вектора
существенно отличается от изотропного случая, по-
дробнее см. дополнительные материалы. В коротко-
волновом пределе, т.е. когда слагаемое с продольной
компонентой волнового вектора qy вносит основной
вклад в частоту, плазменная дисперсия (6) стано-
вится линейной по волновому вектору, а фазовая и
групповая скорости плазмона сравниваются, прини-
мая значение v(θ). Что касается магнитного вклада
в частоту, в изотропных 2D ЭС учет электромагнит-
ного запаздывания приводит к уменьшению частоты
циклотронного резонанса [33, 26]. Этот же результат
сохраняется и в анизотропной системе, причем это
уменьшение не зависит от угла ориентации тензора
эффективных масс θ.

Теперь обсудим затухание объемных мод. В изо-
тропной системе (v1 = v2 ≡ v) затухание в отсут-
ствие магнитного поля не зависит ни от номера мо-
ды n, ни от продольного волнового вектора qy и
определяется как Imωn(ωc = 0) = −γ(1 − v2/c2)/2.
В сильных магнитных полях оно удваивается, т.е.
Imωn(ωc → ∞) = 2 Imωn(ωc = 0). В анизотропной
системе мнимая часть частоты в сильном магнитном
поле имеет схожий с изотропным случаем вид

Imωn(ωc → ∞) = −γ
(

1− v21 + v22
2c2

)

. (8)

Как можно видеть, затухание магнитоплазмонов
вовсе не зависит от угла θ. Обратим внимание
на поведение добротности плазменных колебаний
Reωn(qy, θ)/|Imωn(qy, θ)| в сильных магнитных по-
лях. В изотропной системе добротность стремится
к значению ωc/γ, не зависящему от величины элек-
тромагнитного запаздывания, в то время как анизо-
тропная система “чувствует” усиление роли эффек-
тов электромагнитного запаздывания, и добротность
плазменных колебаний в ней уменьшается.

На рисунке 2 для примера представлен график
зависимости частоты двух нижайших плазменных
мод в квантовой яме на основе напряженного AlAs
от волнового вектора qy в отсутствие магнитного по-
ля для углов ориентации θ = 0 и π/2. На рисунке 3.
изображена магнитодисперсия для этой же системы.
Видно, что магнитодисперсия краевой моды плоская,
а частота объемных мод стремится к циклотронному
резонансу, уменьшенному за счет эффектов электро-

магнитного запаздывания. Между краевым магни-
топлазмоном и первой объемной модой существует
щель, как и в изотропном случае, однако, при нали-
чии анизотропии ее величина дополнительно зависит
от угла ориентации θ.

Рис. 2. Зависимость действительной части частоты
плазменных мод от волнового вектора qy вдоль поло-
сы в отсутствие магнитного поля. Сплошные линии со-
ответствуют углу ориентации θ = 0, а пунктирные –
θ = π/2. Плазменная мода n = 0 лежит ниже моды
n = 1. Концентрация электронов ns = 5 × 1012 см−2,
расстояние до затвора d = 0.02W . Массы m1 = 0.2m0

и m2 = 1.1m0, где m0 – масса свободного электрона

Рис. 3. Зависимость действительной части частоты
плазменных мод с числами n = 0 и n = 1 от магнит-
ного поля. Сплошные линии соответствуют углу ори-
ентации θ = 0, а пунктирные – θ = π/2. Концентрация
электронов ns = 5 × 1012 см−2, расстояние до затвора
d = 0.02W , волновой вектор qy = 0.01 × 2π/d. Массы
m1 = 0.2m0 и m2 = 1.1m0, где m0 – масса свободного
электрона

Таким образом, в работе рассмотрены свойства
двумерных плазменных колебаний в 2D электронной
системе сильно экранированной металлическим за-
твором, т.е. в пределе локального взаимодействия,
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который позволяет существенно упростить анализ
латерально ограниченных систем. На примере поло-
сы с анизотропной проводимостью проанализирова-
ны плазменные моды, в том числе и краевые, с уче-
том внешнего магнитного поля и эффектов электро-
магнитного запаздывания. Найдено аналитическое
выражение для частот и затуханий всех плазменных
мод. Показано, что фундаментальной модой в такой
системе является краевой магнитоплазмон, частота и
затухание которого не зависят от магнитного поля,
а длина его локализации обратно пропорциональна
магнитному полю. Кроме того, интересной особен-
ностью остальных мод является то, что в сильных
магнитных полях их частоты и затухания не зависят
от угла ориентации.
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Предложена схема кодирования набора битовых строк в планарных магнитных наноэлементах с от-
верстиями. Получены аналитические выражения для соответствующих распределений намагниченности
с точностью до гомотопии, даны конкретные примеры для двусвязного и трехсвязного случаев. Обсуж-
даются энергетические барьеры, защищающие эти состояния. По сравнению с набором односвязных
наноэлементов такой же общей связности, наноэлементы с отверстиями могут хранить больше инфор-
мации благодаря возможности задания ссылок между отдельными битами.

DOI: 10.31857/S1234567823140057, EDN: gyzifh

Современная концепция беговой памяти [1] ши-
роко используется в скирмионике [2] (на ферромаг-
нитных [3] и, в последнее время, антиферромагнит-
ных скирмионах [4]). Информация в ней кодируется
как последовательность магнитных доменных гра-
ниц/скирмионов в нанополосе. Здесь мы обобщим
эту идею на многосвязный случай. Возможность по-
следовательного считывания бит при этом теряется,
но состояние элемента все же можно оценить по его
частотной характеристике, как это продемонстриро-
вано в [5].

Кодирование является топологическим в том
смысле, что записанная информация устойчива к
непрерывным деформациям (при выполнении гра-
ничных условий) распределения намагниченности.
Скирмионная беговая память также топологически
защищена, но описанная ниже схема позволяет (для
связности > 1) хранить больше информации.

Известно, что состояния намагниченности
в бесконечном двумерном ферромагнетике разбива-
ются на топологические классы [6]. Распределения
одного класса эквивалентны с точностью до непре-
рывной деформации (гомотопии), а преобразование
между распределениями разных классов требует
создания сингулярности в векторном поле намаг-
ниченности, которая имеет бесконечную энергию
в континуальной модели ферромагнетика. Классы
можно пронумеровать целыми числами, а поле

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: metlov@donfti.ru

намагниченности представить при помощи раци-
ональных функций комплексной переменной [6].
Топологический индекс (номер класса) – общее
количество пар вихрь-антивихрь в векторном поле
(число скирмионов). В конечных наноэлементах
могут присутствовать неполные пары (дополнитель-
ный вихрь [7] или антивихрь [8]), из-за чего число
скирмионов становится полуцелым.

Топологическая защита делает память более на-
дежной, но есть и ограничение, что алгебра цело-
численного (или полуцелого) топологического ин-
декса является абелевой. Имеет значение только
общее количество вихрей/антивихрей внутри эле-
мента. Если он может содержать от 0 до n скир-
мионов, то топологически защищено в нем только
≃ log2 n бит информации. Обычный способ реше-
ния этой проблемы состоит в том, чтобы сделать
магнитную среду многосвязной, используя множе-
ство (скажем, N) отдельных элементов, содержащих
(или нет) вихри/скирмионы. Тогда алгебра тополо-
гического индекса перестает быть абелевой, так как
помимо общего числа скирмионов становится важ-
ным – где именно они расположены. Так можно
представить около (1 + n)N различных состояний.
Рассмотренная здесь альтернатива состоит в том,
чтобы использовать один наноэлемент с отверсти-
ями. Он также является многосвязным с неабеле-
вым топологическим индексом. Но, помимо хране-
ния самих бит, в таком наноэлементе можно предста-
вить и ссылки между ними, что еще больше расши-
ряет набор доступных топологически защищенных
состояний.
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В качестве отправной точки возьмем (нормиро-
ванную на µ0M

2
S) плотность энергии ферромагнети-

ка в континуальном приближении

e = L2
E

∑

i=X,Y,Z

|∇mi(r)|2 + hD(r, {m(r)}) ·m(r), (1)

где LE =
√

C/(µ0M2
S) – обменная длина, C = 2A –

обменная жесткость, µ0 – проницаемость ва-
куума, MS – намагниченность насыщения,
m(r) = m(r)/MS – нормированный вектор ло-
кальной намагниченности в точке r = {X,Y, Z},
∇ = {∂/∂X, ∂/∂Y, ∂/∂Z} – оператор градиента
и hD = HD/MS – размагничивающее поле, со-
зданное распределением намагниченности m(r).
Рассматриваемые наноэлементы имеют форму
(конечного) цилиндра, основание которого может
содержать отверстия. Плоскость OX-OY декар-
товой системы координат выберем параллельной
основаниям цилиндра, а ось OZ перпендикулярной
им. Предположим, что элемент достаточно тонок,
чтобы распределение намагниченности можно было
считать однородным по его толщине (∂m/∂Z = 0).
Стороной наноэлемента назовем поверхность, парал-
лельную оси OZ и проходящую между основаниями
цилиндра вдоль их границы. Многосвязные наноэле-
менты имеют количество сторон, равное связности
основания.

Метастабильные распределения намагниченно-
сти m(r), минимизирующие объемный интеграл
от (1), можно приближенно выразить [9] в тер-
минах функции w(z, z) комплексной переменной
z = X + ıY , z = X − ıY , ı =

√
−1, представляя

векторы намагниченности фиксированной дли-
ны |m| = 1 в виде стереографической проекции
{mX + ımY,mZ} = {2w, 1 − ww}/(1 + ww). Для
скирмионов функция w является голоморфной
(∂w/∂z = 0). В более общем случае магнитных
вихрей (меронов [10]) она выражается через голо-
морфную функцию f(z) в виде:

w(z, z) =















f(z)/c1 |f(z)| ≤ c1
√

f(z)/f(z) c1 < |f(z)| < c2

f(z)/c2 |f(z)| ≥ c2

, (2)

где вещественные числа c1 и c2 задают размеры
ядер солитонов. Центрам вихрей (скирмионов) со-
ответствуют нули f(z), а центрам антивихрей (ан-
тискирмионов) ее полюса. Чистые скирмионы реа-
лизуются при c1 = c2. В конечном планарном нано-
элементе функция f(z) выражается [9] как решение
знаменитой задачи Римана–Гильберта о нахождении
голоморфной функции без нормальных компонент

к границе области (соответствующей абсолютному
минимуму энергии магнитных полюсов на сторонах
частицы). Эта (однородная) задача имеет множество
решений, которые параметризуются скалярами, свя-
занными с положениями центров вихрей и антивих-
рей. Для получения конкретного равновесного рас-
пределения намагниченности в элементе определен-
ного размера (и из определенного материала) необ-
ходимо вычислить полную энергию E =

∫∫∫

e d3r и
минимизировать ее по c1, c2, скалярным параметрам
в f(z). Такой подход Ритца гораздо проще исходной
вариационной задачи.

Все метастабильные магнитные состояния в рам-
ках этой модели состоят из двух типов магнит-
ных вихрей и антивихрей: 1) целых, расположен-
ных внутри наноэлемента и 2) разделенных на две
закрепленные на его границе половинки. Предполо-
жим пока, что они никогда не смешиваются и что
целый вихрь/антивихрь, созданный внутри наноэле-
мента, остается внутри, а половинки на границе там
всегда и остаются.

Тогда информацию можно представить в виде по-
следовательности полувихрей и полуантивихрей на
границах многосвязного элемента. Поскольку обход
вокруг любой границы должен соответствовать пол-
ному (или нескольким) обороту вектора намагни-
ченности, на каждой границе всегда имеется четное
число полувихрей и полуантивихрей. Для кодирова-
ния произвольных строк удобно представить символ
(обозначим егоA) парой соседних полувихрей на гра-
нице, а анти-символ (A) парой полуантивихрей. То-
гда на каждой границе (включая внешнюю) мож-
но расположить строку из символов и антисимволов
(количество таких строк равно связности элемента).
Кроме того, поскольку каждый полувихрь и полуан-
тивихрь на границе представляет собой начало иду-
щей внутрь наноэлемента доменной стенки, есть две
возможности: либо стенка начинается и заканчива-
ется на той же границе, либо на другой границе.
При помощи стенок второго типа можно предста-
вить ссылки между символами, если они начинают-
ся с полувихрей/анти-вихрей из пары, кодирующей
символ на одной границе, и заканчиваются на другой
паре, кодирующей символ на другой границе.

Этим способом можно хранить битовые строки со
ссылками между индивидуальными битами. Благо-
даря ссылкам, объем информации, содержащейся в
многосвязном наноэлементе, больше, чем во множе-
стве отдельных элементов той же общей связности.

Чтобы пояснить приведенную выше схему, рас-
смотрим пару примеров. Аналитическая функция
f(z) со скалярными параметрами, задающими поло-
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жения центров магнитных вихрей и антивихрей, мо-
жет быть выражена через вещественные мероморф-
ные дифференциалы [11] или явно через функции
Шоттки–Клейна [12]. При этом нужно учитывать,
что в многосвязных наноэлементах существуют до-
полнительные уравнения связи [13] на положения
вихрей и антивихрей, так что не все они независимы.

Рассмотрим двусвязное планарное концентриче-
ское кольцо внешнего радиуса R и внутреннего
r < R. Мы не будем сейчас минимизировать полную
энергию частицы для определения равновесных зна-
чений скалярных параметров модели, а выберем их
значения произвольно, что соответствует решению
задачи с точностью до гомотопии. В таком случае
нет смысла задавать и конкретный пространствен-
ный масштаб, поэтому расстояния будем измерять
в единицах внутреннего радиуса, положив r = 1.
Рассмотрим конформное отображение z = Z(u) =

= exp(2πu/T ), T = π/ logR прямоугольника 0 ≤
≤ Reu ≤ 1/2, −T/2 ≤ Imu < T/2 на кольцо 1 ≤ |z| ≤
≤ R. Внутренняя граница кольца отображается им
на Reu = 0, а внешняя на Reu = 1/2. Распреде-
ления намагниченности в таком кольце выражаются
при помощи периодической с периодом T вдоль мни-
мой оси голоморфной функции f(u) (на оригиналь-
ной комплексной плоскости f(z) = f(u)Z ′(u) при
u = Z(−1)(z)). Задать ее можно в терминах эллип-
тических тета-функций [11] через положения нулей
(центров вихрей) и полюсов (центров антивихрей).
Уравнения связи [13] легко удовлетворить, если раз-
местить вихри и антивихри с фиксированным ша-
гом по азимутальному углу: в точках Imu = bn =

= ıT/2 − ıT (n − 1)/N , где 1 ≤ n ≤ N и N – полное
количество шагов по азимуту. Точки u = bn отоб-
ражаются на внутреннюю границу кольца, а точки
u = an = 1/2+bn – на внешнюю. Введем так же сред-
ние точки внутри кольца cn1n2

= 1/4 + (bn1
+ bn2

)/2

и несколько сдвинутых (из эстетических соображе-
ний) средних точек dn1n2

= 3/20 + cn1n2
, en1n2

=

= −1/20+cn1n2
. Пару соседствующих половинок вих-

рей на внешней границе обозначим символом A, пару
половинок антивихрей на внешней границе – симво-
лом A, а такие же пары на внутренней границе –
символами B и B соответственно. Введем 8 функ-
ций:

FA
n1n2

(u) =
T1(u − dn1n2

)T1(u+ dn1n2
)

T1(u− an1
)T1(u− an2

)
,

FB
n1n2

(u) =
T1(u − en1n2

)T1(u + en1n2
)

T1(u− bn1
)T1(u − bn2

)
,

FBA
n1n2

(u) =− T1(u − bn1
)T1(u− bn2

)

T1(u− an1
)T1(u− an2

)
,

FAB
n1n2

(u) =−
(

T1(u− cn1n1
)T1(u+ cn1n1

)

T1(u− an1
)T1(u− bn1

)

)

×

×
(

T1(u− cn2n2
)T1(u+ cn2n2

)

T1(u− an2
)T1(u− bn2

)

)

,

FA
n1n2

= 1/FA
n1n2

, FB
n1n2

= 1/FB
n1n2

, FBA
n1n2

= 1/FBA
n1n2

,

FAB
n1n2

= 1/FAB
n1n2

, где T1(u) = θ1(u, ıT ) и θ1(ν, τ) – те-
та функция Ахиезера [14] (ее можно выразить через
тета функцию Якоби как θ1(ν, τ) = ıe−ıπ(ν−τ/4)θ(ν +

(1−τ)/2, τ)). Перемножая эти функции, можно пред-
ставить произвольную конфигурацию битовых строк
на границах кольца и ссылки между ними. Функции
FA,FA, FB, FB кодируют несвязанные биты строк,
а функции FAB, FAB, FAB, FAB кодируют пару
бит на разных границах кольца, связанные ссылкой.
Пример конфигурации, использующий все опреде-
ленные выше функции, показан на рис. 1. Он соот-
ветствует следующему графу символов:

AAAAAA BBBBBB. (3)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Кольцо R = 2 с N = 16

в конфигурации f(u) = ıFB
1,2F

BA
3,4 FA

5,6F
AB
7,8 FB

9,10F
BA
11,12

FA
13,14F

AB
15,16. Круглыми точками отмечены центры вих-

рей и антивихрей

Записанные строки являются циклическими, что
обозначено дополнительными ссылками между их
началом и концом. Отметить начало строки можно
введя дополнительные центры пиннинга для полови-
нок вихрей на границе. Либо можно просто связать
начальные биты строк A и B ссылкой. Тогда метки
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на границе не нужны, но возможностей для кодиро-
вания информации ссылками становится меньше.

В наноэлементах большей связности магнитные
состояния можно факторизовать аналогичным обра-
зом [12], используя функцию Шоттки–Клейна. Рас-
смотрим здесь канонические круговые области с вы-
резанными окружностями. Любые другие области
могут быть конформно отображены на одну из таких
областей той же связности. Каждое отверстие нала-
гает дополнительное ограничение [13] на положения
вихрей и антивихрей, которое также видоизменяет-
ся при конформном отображении. Явный вид этих
ограничений для связности > 2 еще не известен. К
счастью, достаточно управлять только положением
и хиральностью вихрей, чтобы построить все необ-
ходимые состояния в рамках данной схемы кодиро-
вания. Антивихри при этом появляются “автомати-
чески” в правильных положениях, удовлетворяющих
всем уравнениям связи. Для этого введем две функ-
ции – одну для вихрей внутри наноэлемента, другую
для полувихрей на его границах:

Bc
z0(z) =

(ω(z, z0)ω(1/z, 1/z0))
−c

(ω(z, 1/z0)ω(1/z, z0))c
,

Sz1
z2 (z) =

ω(z, z1)

ω(z, z2)
, (4)

где ω(z, ζ) – функция Шоттки–Клейна [15], z0 –
положение вихря внутри наноэлемента, параметр c

управляет его хиральностью (позволяя вращать все
моменты в его окрестности от левостороннего к пра-
востороннему, а также от истока к стоку), z1 и z2 –
положения полувихрей на границе (внутренней или
внешней). Функция ω зависит не только от своих ар-
гументов, но также от связности и формы наноэле-
мента. Для односвязной области ω = ω1 = z − ζ.
Функцию f , определяющую распределение намагни-
ченности (в рамках модели [9]) в многосвязной об-
ласти с заданным положением вихрей на границах и
в объеме, можно выразить через логарифмическую
производную любого произведения P функций (4)

2π

f
=

d logP

dz
. (5)

Пример такого распределения показан на рис. 2. Об-
ратите внимание, что центральный антивихрь на ри-
сунке не кодирует никакой информации и присут-
ствует лишь потому, что количество антивихрей ми-
нус количество вихрей равно [12, 13] связности обла-
сти минус 2. Изображенное состояние представляет
граф

BBB CCCC AAAAAA. (6)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Трехсвязный планарный
наноэлемент радиуса R3 = 1 с двумя круговыми отвер-
стиями радиуса r3 = 0.3 с центрами в Y = 0, X = ±δ,
δ = 0.5. Конфигурация намагниченности определена

произведением P = Sδ+r3e
ı5π/9

δ+r3e
ı4π/9S

−δ+r3e
−ı41π/72

−δ+r3e
−ı49π/72S

e−ı5π/11

e−ıπ/2

Seı6π/11

eıπ/2 B0.65ı
0.87 B0.7ı

−0.05+0.16ıB
0.7ı
0.05−0.16ıB

−ı/2

0.87eıπ/6B
−ı/2

0.87eı4π/3

B0.7e−ıπ/12

0.85eı5π/6 B0.7eı11π/12

0.88eı9π/10B
0.7e−ıπ/12

0.85eıπ/5 B0.7eı11π/12

0.88e−ıπ/8 и (5)

Нужно отметить, что определенные выше факто-
ризации для магнитных состояний полностью учи-
тывают обменное взаимодействие, задаваемое пер-
вым членом в (1). При любых фиксированных по-
ложениях вихрей/антивихрей – эти поля намагни-
ченности (в том числе и на рис. 1, 2) удовлетворя-
ют уравнениям Эйлера для функционала обменной
энергии. Магнитостатическое взаимодействие учи-
тывается лишь приближенно за счет принципа из-
бегания полюсов.

Поскольку минимизация по скалярным парамет-
рам не проводилась, оба примера показывают рас-
пределения намагниченности с точностью до гомо-
топии (непрерывной деформации). В действительно-
сти, если принять во внимание материал и размеры
наноэлемента, вихри и антивихри будут деформиро-
ваться и смещаться, прежде чем займут свои равно-
весные положения. Эта конфигурация может быть
рассчитана по методу Ритца на основе приведенных
выше пробных функций. Либо, с подходящим выбо-
ром начальных положений вихрей и хиральностей,
эти функции можно использовать как затравочную
конфигурацию для микромагнитного расчета мето-
дом конечных элементов.
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Если граничные полувихри/полуантивихри оста-
ются на своих границах, а вихри не аннигилируют с
антивихрями – нет возможности плавно деформиро-
вать векторное поле намагниченности так, чтобы ис-
казить сохраненный граф символов. Ссылки между
символами соответствуют магнитным доменам, про-
ходящим от одной границы до другой, число которых
тоже топологически защищено. Это потому, что ко-
личество полных оборотов вектора намагниченности
по любому контуру внутри наноэлемента сохраняет-
ся по отношению ко всем его непрерывным дефор-
мациям. При этом, не связанные ссылками символы
(пары полувихрей/полуантивихрей на одной грани-
це) не дают полного поворота вектора намагничен-
ности вдоль любого контура, кроме точно лежащего
на границе частицы.

Обсудим теперь энергетические барьеры.

Барьер аннигиляции вихря с антивихрем в кон-
тинуальной модели бесконечен из-за сингулярно-
сти векторного поля намагниченности, возникающей
при изменении топологического индекса. В реальном
дискретном материале этот барьер конечен и опре-
деляется балансом обменного и магнитостатического
взаимодействий [16]. Он достаточно высок, чтобы до-
менные стенки с перетяжками (линейные кристаллы
вихрей и антивихрей) были статически стабильными
при комнатной температуре [17].

Полувихри/полуантивихри не могут просто уда-
литься от границы (или быть вытолкнуты из нано-
элемента), так как при этом обязательно возникнут
боковые магнитные заряды, а их магнитостатическая
энергия строго положительна. Соответствующий ба-
рьер конечен и достаточно высок, чтобы удерживать
боковые полувихри/полуантивихри во встречных до-
менных стенках (например, вихревых [18]) при ком-
натной температуре.

Наконец, главный барьер, делающий тополо-
гический индекс неабелевым, препятствует слия-
нию двух полувихрей/полуантивихрей в полный
вихрь/антивихрь, входящий внутрь наноэлемента.
Такое слияние возможно без образования боковых
магнитных зарядов. Барьер в этом случае форми-
руется за счет взаимодействия торцевых магнитных
полюсов в ядрах полувихря/полуантивихря, кото-
рые имеют одинаковые полярности и отталкиваются
друг от друга. Оценка его высоты дана в При-
ложении. Известно также, что квазиоднородное
состояние намагниченности типа “C” в нанодисках,
с подобным балансом энергий, устойчиво в ши-
роком диапазоне размеров дисков [19] (что также
подтверждается численно и экспериментально при
комнатной температуре в работе [20]).

Перечисленные энергетические барьеры суще-
ствуют не только по отдельности. Недавние экспе-
рименты [21] и моделирование [22] на нанополосках
показывают существование и устойчивость при ком-
натной температуре подобных метастабильных свя-
занных состояний вихрей и антивихрей, включая за-
крепленные на границе половинки. Односвязная на-
нополоса является тривиальным предельным слу-
чаем настоящего рассмотрения, но энергетические
барьеры в ней по существу идентичны. Наблюде-
ния [21, 22] являются убедительным свидетельством
того, что описанные состояния с неабелевым тополо-
гическим индексом могут быть реализованы на прак-
тике.

В целом, энергетический ландшафт сложен и (из-
за дальнодействующих магнитостатических сил) за-
висит от общей формы наноэлемента. Его точная
оценка и оптимизация могут быть интересной зада-
чей для численного моделирования. Чем выше ба-
рьеры, тем более длинные цепочки бит может удер-
живать наноэлемент.

Подводя итог, можно сказать, что в работе вво-
дится схема кодирования, позволяющая представить
набор битовых строк со ссылками в виде магнитных
состояний многосвязных планарных наноэлементов.
Благодаря ссылкам, многосвязные наноэлементы мо-
гут содержать больше информации по сравнению
с набором изолированных односвязных планарных
магнитных наноэлементов той же общей связности.
Построены аналитические выражения для соответ-
ствующих распределений намагниченности в дву-
связном и общем многосвязном случаях с точно-
стью до гомотопии. Их применение проиллюстриро-
вано для двух конкретных наборов битовых строк со
ссылками в двух- и трехсвязном случаях. Обсужда-
ются энергетические барьеры, защищающие инфор-
мационные состояния. Оптимизация этих барьеров
может стать интересной задачей для дальнейших ис-
следований.

Автор благодарит за поддержку Российский на-
учный фонд в рамках проекта # 21-11-00325.

Приложение. Барьер деления вихря. Оце-
ним энергетический барьер, препятствующий рас-
щеплению магнитного вихря, подталкиваемого к гра-
нице наноэлемента, на две привязанных к грани-
це половинки. Или обратно – процессу объединения
двух половинок вихря на границе в полный вихрь с
его входом внутрь наноэлемента.

Сама по себе обменная энергия не создает энер-
гетического барьера для вихря на границе, она про-
сто пытается вытолкнуть его из наноэлемента, что-
бы сделать конфигурацию максимально однород-
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ной. Торцевые заряды внутри двух ядер полувих-
ря/полуантивихря имеют одинаковую полярность и
создают силу отталкивания, а объемные заряды име-
ют разную полярность и создают силу притяжения.
Зависимости этих двух противоборствующих сил от
геометрии наноэлемента (в первую очередь от его
толщины), однако, различны, что позволяет созда-
вать и контролировать энергетический барьер.

Для конкретной оценки, рассмотрим простейший
случай наноэлемента в форме диска радиусаR и тол-
щины L с конфигурацией намагниченности, описы-
ваемой комплексной функцией

f(z) = s

(

ı(1− t)z +
t− z2t

2

)

, (A.1)

где s управляет размером ядра вихря (в него вхо-
дит и параметр c1 из (2), так что можно положить
c1 = 1 и c2 → ∞), а 0 ≤ t ≤ 1 – смещением его
центра и расстоянием между расщепленными полу-
вихрями. Эта функция по существу такая же, как и
в [9], но с несколько иной параметризацией, позво-
ляющей ограничить изменения размера ядра вихря
при изменении параметра t во всем интервале. При
t < 1/2 вихрь находится внутри диска, при t = 1/2 он
лежит точно на границе, а при t > 1/2 расщепляет-
ся на два полувихря. (Пример с расщеплением анти-
вихря был бы неизбежно более сложным из-за необ-
ходимости вводить дополнительные переменные, но
энергетический баланс между объемными и торце-
выми зарядами половинок антивихря аналогичен.)

Полная энергия (1) конфигурации (A.1) в еди-
ницах µ0M

2
SV , V = πR2L является функцией че-

тырех безразмерных параметров: t, s, g = L/R и
λ = L/LE. Ее зависимость от t, вычисленная прямым
численным интегрированием и минимизацией (от-
дельно для каждого значения t) полной энергии по
s, для g = 0.1 и λ = 0.8 показана на рис. 1A. Полное
вычисление приведено в дополнительном материале
к статье в виде программы для Wolfram Mathematica
(см. дополнительные материалы).

Видно, что существуют две устойчивые конфигу-
рации, разделенные энергетическим барьером: одна с
магнитным вихрем внутри частицы при t < 1/2, дру-
гая с двумя полувихрями на границе при t > 1/2. Вы-
сота барьера составляет примерно ∆e ≈ 0.017 в без-
размерных единицах рис. 1А. Если предположить,
что диск изготовлен из материала, подобного перм-
аллою с намагниченностью насыщения µ0MS = 1Тл
и обменной длиной LE = 5.7 нм, высота барьера рав-
на ∆eµ0M

2
SπL

3
Eλ

3/g2 ≈ 4.0 · 10−19 Дж, что на два по-
рядка выше kBT ≈ 4.1 ·10−21 Дж при комнатной тем-
пературе.

Рис. 1А. (Цветной онлайн) Нормированная полная
энергия магнитного диска с g = L/R = 0.1 и
λ = L/LE = 0.8 как функция параметра смеще-
ния/разделения вихря t. На вставках показаны рас-
пределения намагниченности (A.1) при некоторых зна-
чениях t (границы ядер вихрей/полувихрей показаны
контурами)
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M. Weigand, S. Eisebitt, T. Tyliszczak, B. Van
Waeyenberge, H. Stoll, G. Schütz, and M. Kläui, Nat.
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22. V. Estévez and L. Laurson, Phys. Rev. B 91, 054407
(2015).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 1 – 2 2023



Pis’ma v ZhETF, vol. 118, iss. 2, pp. 102 – 103 © 2023 July 25

A method to reveal and investigate almost 2D Fermi surfaces in layered

conductors: Universal resistivity in a parallel magnetic field

A. G. Lebed1)

Department of Physics, University of Arizona, 1118 E. 4-th Street, Tucson, AZ 85721, USA

Landau Institute for Theoretical Physics, 117334 Moscow, Russia

Submitted 30 May 2023
Resubmitted 11 June 2023

Accepted 12 June 2023

DOI: 10.31857/S1234567823140069, EDN: gzfseg

One of the most important questions in area of
the quasi-two-dimensional (Q2D) conductors and su-
perconductors is the existence or not of the Fermi sur-
faces (FS’s) in their non-superconducting phases. This
question is still very controversial, where some exper-
iments show the existence of the so-called pseudogap
non-Fermi-liquid (n-FL) phase (for reviews, see [1, 2]),
whereas some others demonstrate the FL quantum os-
cillations of resistivity [3].

In [4, 5], we suggested a new original method to in-
vestigate the FS’s in the Q2D conductors in parallel
magnetic fields. In the framework of the Boltzmann ki-
netic equation in the so-called τ -approximation [6, 7], it
was shown that in a clean limit perpendicular resistivity
did not depend on impurities concentration and was a
linear function of the parallel magnetic field,

ρzz ∼ C1|H |, (1)

in a broad region of the fields. This theoretical result
was confirmed later in some publications (see, for ex-
ample, [8]) and was experimentally observed [4, 8, 9].
The important point is that coefficient C1 depends on
some characteristics of a 2D cross-section of the Q2D
electron FS, which can be measured in in-plane rotated
magnetic fields. Nevertheless, the suggested method has
not received still a broad application mainly due to the
fact that a validity of the Boltzmann kinetic equation in
metallic phases of organic and high-Tc superconductors,
in particular in the τ -approximation, is not generally
justified.

The goal of our paper is a two-fold. First, we show
that Eq. (1) has to be valid for perpendicular resistiv-
ity of a clean Q2D conductors also in a quantum case.
We demonstrate that it survives even in the quantum
picture, where electrons in a strong parallel magnetic
field tunnel from one conducting layer to another. This

1)e-mail: lebed@arizona.edu

indicates that the universal resistivity is a very general
phenomenon. The second our goal is to suggest possible
observations of the above discussed phenomenon as the
good test of the existence of the 2D FS’s, which is a cen-
tral question for the majority of organic, high-Tc, and
some other layered superconductors in a metallic phase.

Below, we consider a layered superconductor in the
so-called tight-binding model [6] with the following Q2D
electron spectrum, which is an anisotropic one within
the conducting plane:

ǫ(p) = ǫ(px, py)− 2t⊥ cos(pzc
∗), t⊥ ≪ ǫF , (2)

[Here, ǫ(px, py) = ǫF , t⊥ is the integral of the overlap-
ping of electron wave functions in a perpendicular to
the conducting planes direction; ǫF is the Fermi energy;
~ ≡ 1.] As to the parallel magnetic field, it is assumed to
be inclined by angle β with respect to x axis, whereas
alternative current (a.c.) electric field with small fre-
quency is applied perpendicular to the conducting layer,

H = (cosβ, sinβ, 0)H, A = (− sinβ, cosβ, 0)Hz, (3)

E(t) = [0, 0, exp(iωt− νt)]E0, ν → +0 (4)

(see Fig. 1).
Let us rewrite Hamiltonian (2) in the absence of the

fields in the following form:

Ĥ = ǫ

(

−i ∂
∂x
,−i ∂

∂y

)

+

+
1

2m

(

−i ∂
∂z

)2

−
∞
∑

n=−∞
U(z − c∗n), (5)

which can be used before the tight binding procedure,
performed in Eq. (2) for electron motion along z axis; m
is free electron mass, U(z−c∗n) is potential energy from
atomic plane, located at the position zn = c∗n along z

axis. Let us introduce the magnetic field (3) into the
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Hamiltonian (5) by using the so-called Peierls substitu-
tion method [6, 7]:

−i ∂
∂x

→ −i ∂
∂x

− e

c
Ax, −i ∂

∂y
→ −i ∂

∂y
− e

c
Ay. (6)

As a result, we obtain:

Ĥ = ǫ

(

−i ∂
∂x

+
eHz sinβ

c
,−i ∂

∂y
− eHz cosβ

c

)

+

+
1

2m

(

−i ∂
∂z

)2

−
∞
∑

n=−∞
U(z − c∗n). (7)

Fig. 1. 2D cross-section of the electron Q2D FS (2) is
shown, where the magnetic field (3) is applied at the polar
angle β counted from x axis. The position of electron on
the 2D cross-section is characterized by the polar angle α

Quantum Hamiltonian (7) is considered by us in [10],
where it is shown that the quantum Kubo formula al-
lows us to write the low frequency conductivity in the
form

σzz(ω → 0) =
2e2t2⊥c

∗

π

∮

dl

|vn(l)|
δ[ωc(α, β)], (8)

where

ωc(α, β) =

(

e

c

)

|vn(α)|Hc∗ sin(α− β), (9)

with vn(α) being velocity component perpendicular to
the 2D FS (see Fig. 1). In the case, where R(β) 6= 0, it is
possible to show that Eq. (8) gives the following result:

σzz(β) =
2et2⊥cR(β)

πv2n(β)|H | ∼
R(β)

v2n(β)

(

1

|H |

)

, (10)

where R(β) – radius of a curvature of the 2D cross-
section of the Q2D FS (2).

Note that in the Letter we have used the Landau
FL theory [6] and quantum mechanical description for
electron motion in a Q2D conductor as well as quantum

mechanical description of conductivity – the Kubo for-
mula. So, if the FL theory is valid in some Q2D conduc-
tor, experimentalists can conduct experiments in paral-
lel magnetic fields and can discover unusual linear mag-
netoresistance (1) and (10). Then, they can rotate the
field and extract angular dependence of the important

2D FS parameter v2
n(β)
R(β) (see Fig. 1) which allows to make

some conclusions about the shape of the 2D FS.
On the hand, Eq. (10) can be used for testing of a

validity of the Landau FL description and of the exis-
tence of the Q2D(2D) FS in a given layered conductor.
To get metallic phase in high-Tc superconductors, we
typically need pulsed ultrahigh magnetic fields (see, for
example, [11]), whereas in organic superconductors [9],
UTe2 [12–14], NbS2, and NnSe2 [15] steady high parallel
magnetic fields can be experimentally applied.

The author is thankful to N. N. Bagmet (Lebed) for
useful discussions.

This is an excerpt of the article “A method to re-
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Выполнены исследования времяразрешенного магнитооптического эффекта Керра в тонких эпитак-
сиальных пленках соединения FePt и твердого раствора FePt0.84Rh0.16 с перпендикулярной магнитной
анизотропией на подложках MgO (001). Изучена эволюция петель гистерезиса на малых (100 фс – 1 нс)
и больших (1–20 мс) временных масштабах после возбуждения фемтосекундным световым импульсом.
Обнаружен эффект долгоживущей нетепловой редукции коэрцитивного поля. Величина коэрцитивного
поля восстанавливается на временном масштабе единиц миллисекунд. Предложена гипотеза, связыва-
ющая наблюдаемое явление с возбуждением высокодобротных акустических резонансов в системе под-
ложка/пленка и сильным магнитоупругим взаимодействием в пленках FePt и FePt0.84Rh0.16.
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Стремительное развитие информационных техно-
логий неразрывно связано с увеличением объемов
данных, основными носителями которых на сего-
дняшний день остаются жесткие диски на тонких
магнитных пленках. Непосредственное увеличение
емкости жестких дисков достигается путем повыше-
ния плотности записи или, эквивалентно, уменьше-
нием размеров магнитных зерен, отвечающих за бит
информации. Уменьшение объема частиц ограниче-
но возникновением суперпарамагнитного эффекта,
когда направление намагниченности зерна начина-
ет испытывать флуктуации. Критерий, удовлетво-
рение которому обеспечивает требуемую в устрой-
ствах хранения данных стабильность, определяет-
ся как KuV/kBT ≥ 60, где Ku – константа одноос-
ной анизотропии, V – объем зерна, kB – постоян-
ная Больцмана и T – температура [1]. Уменьшение
размеров магнитных зерен оказывается возможным
при использовании материалов с большой магнито-
кристаллической анизотропией. В этом плане при-
влекают внимание ферромагнитные тонкие пленки
упорядоченной L10-фазы соединения FePt. Констан-
та магнитокристаллической анизотропии в эпитак-
сиальных пленках L10-FePt на подложке MgO (001)
имеет величины, достигающие 107 эрг/см3 [2, 3]. Кро-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: Roman.Yusupov@kpfu.ru

ме того, эти пленки являются легкоосными система-
ми с равновесным направлением намагниченности,
перпендикулярным плоскости пленки. Большое зна-
чение константы анизотропии, с одной стороны, поз-
воляет уменьшить размер магнитных зерен, остава-
ясь вдали от суперпарамагнитного предела. С дру-
гой стороны, повышенное значение константы анизо-
тропии требует не всегда реалистичных значений ин-
дукции магнитного поля для переключения намагни-
ченности. Для уменьшения поля переключения маг-
нитожестких сред была предложена технология тер-
моассистированной магнитной записи (heat-assisted
magnetic recording, HAMR) с нагревом магнитного
зерна, например, светом, непосредственно перед при-
ложением магнитного поля записи бита [4].

В методе HAMR важным параметром ферромаг-
нитного материала выступает температура Кюри,

значение которой влияет на время и энергию, затра-
чиваемые на перемагничивание частиц. Введением
различных примесей в состав соединения FePt мож-
но управлять температурой Кюри получившегося
материала без существенного изменения коэффици-
ента магнитокристаллической анизотропии. Извест-
ны примеры такой настройки путем замещения же-

леза никелем [5], марганцем [6] или медью [7]. Вы-
зывает интерес и замещение платины родием, ко-
торое также приводит к уменьшению температуры
Кюри [8].
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В настоящей работе представлены результаты ис-
следования тонких эпитаксиальных пленок составов
FePt и FeP0.84R0.16 с перпендикулярной магнитной
анизотропией, свидетельствующие о том, что интен-
сивное фотовозбуждение этих материалов фемтосе-
кундными световыми импульсами приводит к дол-
гоживущей редукции коэрцитивного поля нетепло-
вой природы, восстановление которого происходит
на временном масштабе единиц миллисекунд.

Объектами исследования служили сплошные
тонкие эпитаксиальные пленки составов FePt и
FeP0.84Rh0.16 на подложках MgO (001), описание ме-
тода синтеза и первичная характеризация которых
представлены в разделе А дополнительных матери-
алов. Там же, в разделе B, описаны использованные
методика и техника измерений. На рисунке 1 пред-
ставлены статические кривые перемагничивания
пленок FePt и FeP0.84R0.16, измеренные методами
вибрационной магнитометрии и вращения плоскости
поляризации в магнитооптическом эффекте Керра
(МОЭК) в полярной геометрии.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимости намагниченно-
сти (левые оси), а также угла вращения Керра (правые
оси) образцов FePt (a) и FeP0.84R0.16 (b) от внешне-
го приложенного поля. Намагниченность измерена при
температурах 300 K (синие линии) и 350 K (красные ли-
нии)

Намагниченность достигает насыщения в по-
лях с индукцией ∼ 0.5Tл в обоих образцах. При
T = 300К величина намагниченности насыщения
1050 э.м.е./см3 пленки FePt соответствует углу
поворота Керра 22 мрад; для пленки FePt0.84Rh0.16

аналогичный показатель 700 э.м.е./см3 соответству-
ет углу 18 мрад. Повышение температуры образцов
FePt и FePt0.84Rh0.16 до 350 K приводит к пониже-
нию намагниченности насыщения примерно на ∼ 6

и 10 % соответственно. Различие двух материалов в
отклике на нагрев объясняется заметно более низкой
температурой Кюри TC для состава, содержаще-
го родий (TC = 590K для FePt0.84Rh0.16 против
TC = 740K для FePt). Что важно, при повышении
температуры коэрцитивное поле практически не
изменяется и составляет ∼ 100мТл для пленки FePt
и 89 мТл для FePt0.84Rh0.16.

Динамика изменения угла поворота Керра по-
сле сверхкороткого импульса накачки (длина волны
400 нм, длительность импульса 50 фс) в поле с ин-
дукцией B = 0.55Тл для набора значений плотности
энергии возбуждения представлены на рис. 2. Зон-
дирование при этом осуществлялось на длине волны
800 нм, длительность импульса ∼ 40фс. Видно, что
характер зависимости меняется с увеличением уров-
ня накачки: если при низких значениях плотности
энергии проявлялась быстрая, на масштабе единиц
пикосекунд, компонента релаксации, то при высоких
значениях такая компонента перестает наблюдаться.

Далее представлены результаты исследований
времяразрешенного магнитооптического эффекта
Керра. На рисунке 3 показана временная эволюция
кривой гистерезиса обоих образцов. Плотность
энергии накачки составляла Φ = 6.4мДж/см2.
Первоначально измерения были проведены при
частоте следования импульсов лазера 1 кГц (рис. 3a
и b). Максимальное подавление намагниченности
насыщения наблюдается в диапазоне задержек
∆t = 2 ÷ 50 пс и достигает 72% для пленки FePt
и 88% для FePt0.84Rh0.16. При больших величинах
задержки происходит восстановление намагниченно-
сти насыщения, которая практически возвращается
к исходной величине спустя 1.7 нс. При наличии
долговременной динамики малая отрицательная
задержка ∆t = −10 пс может рассматриваться
как положительная большая, равная периоду
следования импульсов лазера Tl, относительно
предыдущего импульса накачки (∆t = Tl). Как
видно из рис. 3a и b, амплитуда кривой гистерезиса
при такой задержке полностью восстанавливается.

Наиболее яркой особенностью петель гистерезиса
обоих образцов в условиях импульсного фотовозбуж-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости изменения угла
поворота Керра от задержки между импульсами на-
качки и зондирования при разных плотностях энергии
накачки для тонких пленок FePt и FePt0.84Rh0.16; маг-
нитное поле с индукцией 0.55 Тл приложено вдоль нор-
мали к пленкам

дения является устойчивое во времени подавление
коэрцитивного поля, составляющее ∼ 70% и ∼ 83%

для FePt и FePt0.84Rh0.16 соответственно. Уменьше-
ние коэрцитивности имеет место даже спустя 1 мс по-
сле импульса накачки. Для экспериментальной оцен-
ки того, как долго сохраняется эффект подавления
коэрцитивности, аналогичные измерения были про-
ведены при частоте следования импульсов 100 Гц.
Результаты этих измерений представлены на рис. 3с
и d. Здесь подавление коэрцитивности так же устой-
чиво на всем рассматриваемом диапазоне времен за-
держки, но является менее выраженным. Для плен-
ки FePt коэрцитивное поле понижено незначительно,
максимум на ∼ 18%, для FePt0.84Rh0.16 – на ∼ 60%.
Дополнительное отличие этих наблюдений от экспе-
риментов при частоте лазера 1 кГц заключается в бо-
лее слабом фотоиндуцированном уменьшении намаг-
ниченности при всех задержках времени и той же
плотности энергии накачки. Максимальное измене-

ние намагниченности насыщения у образца FePt со-
ставляет 45%, у FePt0.84Rh0.16 – на 78%.

Более детально зависимости коэрцитивного по-
ля образцов от периода следования импульсов ла-
зера Tl и плотности энергии накачки показаны на
рис. 4. В этих экспериментах петля гистерезиса изме-
рялась по углу поворота плоскости поляризации при
задержке импульса зондирования ∆t = −10 пс (экви-
валентно ∆t = Tl, см. выше). Соответственно, рис. 4a
иллюстрирует долговременную, до 50 мс, динамику
восстановления величины коэрцитивного поля (при
этом плотность энергии накачки фиксировалась на
5.5 мДж/см2). Сплошными линиями на рис. 4а по-
казаны результаты аппроксимации полученных дан-
ных функцией y = A−B exp(−Tl/τ) , где τ – времен-
ная константа процесса восстановления коэрцитив-
ности. Значения константы τ для тонких пленок FePt
и FePt0.84Rh0.16 составили 1.86±0.15мс и 2.8±0.3мс
соответственно.

Рисунок 3b иллюстрирует зависимость коэрци-
тивного поля исследованных тонких пленок от плот-
ности энергии накачки при фиксированной часто-
те 1 кГц. Величина коэрцитивности обоих образ-
цов уменьшается с увеличением плотности энергии
накачки, однако характер зависимостей несколько
отличается. В пленке FePt c увеличением плотно-
сти накачки коэрцитивность уменьшается постепен-
но во всем диапазоне, достигая минимальной вели-
чины в 24 мТл при накачке 6.4 мДж/см2. В плен-
ке FePt0.84Rh0.16 можно выделить диапазоны слабой
зависимости подавления коэрцитивности от плотно-
сти энергии накачки Φ = 0 ÷ 3.2мДж/см2 и бо-
лее 5 мДж/см2, и область сильной зависимости Φ =

= 3.2÷ 4.1мДж/см2.

Таким образом, в экспериментах по сверхбыстрой
фотоиндуцированной динамике намагниченности
сплошных эпитаксиальных ферромагнитных тонких
пленок со структурой тетрагональной L10-фазы и
перпендикулярной магнитной анизотропией прояв-
ляется сильная зависимость коэрцитивного поля от
периода следования импульсов накачки. Что инте-
ресно, состояние с редуцированной коэрцитивностью
сохраняется достаточно долго, миллисекунды. При
этом величина намагниченности после импульса
накачки восстанавливается до исходной уже спустя
2 нс, после чего практически не меняется. В то же
время, статический нагрев пленок от 300 до 350 К
(рис. 1) ведет в первую очередь к уменьшению
намагниченности при сохранении коэрцитивного
поля (более ярко это проявляется для состава
FePt0.84Rh0.16). Такое сопоставление говорит о
нетепловой природе фотоиндуцированной редукции
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Кривые перемагничивания тонких эпитаксиальных пленок FePt (a), (c) и FePt0.84Rh0.16 (b),
(d) по углу поворота Керра при T = 300K. Пунктирными линиями показаны равновесные кривые. Времяразрешенные
данные представлены для частот следования импульсов накачки 1 кГц (a), (b) и 100 Гц (c), (d). Синими линиями по-
казаны кривые гистерезиса для задержки относительно импульса накачки ∆t = +10 пс, голубыми – для ∆t = +200пс,
оранжевыми – для ∆t = +1700 пс. Штриховыми (точечными) линиями показаны данные для ∆t = −10 пс, что соот-
ветствует задержке относительно предыдущего импульса в 1мс (a), (b) или 10 мс (c), (d). Плотность энергии накачки –
6.4 мДж/см2

коэрцитивного поля. Впрочем, при невысокой, 1 кГц
и менее, частоте следования импульсов накачки
эффект накопления тепла, как правило, пренебре-
жимо мал, а исходная равновесная температура
восстанавливается за наносекунды.

Обращает на себя внимание большое время вос-
становления коэрцитивного поля. Можно было бы
предположить, что наблюдаемая редукция связа-
на с макроскопическими явлениями, например, фо-
тоиндуцированным структурным фазовым перехо-
дом. В самом деле, повышение симметрии структу-
ры до кубической могло бы привести к существен-
ному уменьшению коэрцитивности. Однако посте-
пенное, без скачков, изменение коэрцитивного по-
ля при уменьшении периода следования импульсов

(рис. 4а) показывает, что наши наблюдения, скорее
всего, с фотоиндуцированным фазовым переходом не
связаны.

Кроме того, если бы в результате разогрева плен-
ки происходил структурный переход из тетрагональ-
ной L10-фазы в высокотемпературную кубическую
А1 фазу (см., например, [9]), то в силу чрезвычайной
близости энергий упорядоченной L10-фазы и неупо-
рядоченной кубической фазы того же состава, проис-
ходило бы структурное разупорядочение низкотем-
пературной фазы при частоте следования лазерных
импульсов 1 кГц. Это было бы видно по уменьше-
нию равновесного коэрцитивного поля, которое в ра-
зы меньше в неупорядоченной фазе по сравнению с
тетрагональной L10-фазой (см., например, [10]). В
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости коэрцитивного
поля пленок FePt (квадраты) и FePt0.84Rh0.16 (кру-
ги) от периода следования (а) и от плотности энер-
гии накачки (b), измеренные при отрицательной за-
держке −10пс (см. текст). Плотность энергии в экс-
перименте панели (a) Φ = 5.5мДж/см2; частота сле-
дования импульсов накачки в эксперименте панели (b)
f = 1000 Гц. Линиями на панели (а) показаны резуль-
таты аппроксимации функцией y = A−B exp(−Tl/τ )

эксперименте равновесное коэрцитивное поле не за-
висит от длительности проведения эксперимента.

Наконец, еще одним указанием на нетепловой ме-
ханизм редукции коэрцитивного поля является дина-
мика намагниченности: последняя восстанавливает-
ся спустя ∼ 1.7 нс после импульса накачки и далее
остается неизменной. В то же время, коэрцитивное
поле остается редуцированным до ∼ 2мс, т.е. на вре-
менах на шесть порядков длиннее времени восста-
новления намагниченности.

Процессы перемагничивания сплошных тонких
пленок с перпендикулярной магнитной анизотропи-
ей в поле, приложенном вдоль легкой оси (рис. 1 и 3),
включают две необходимых стадии, а именно, зарож-
дение доменов с противоположным исходному на-
правлением намагниченности и их рост за счет дви-

жения доменных стенок. Первая из этих стадий про-
является в изломе в петле гистерезиса с уменьшени-
ем абсолютной величины намагниченности относи-
тельно насыщенного состояния. “Трение”, возника-
ющее при росте доменов за счет движения домен-
ных стенок, связано с их пиннингом на дефектах в
пленке. Энергетический масштаб, характеризующий
пиннинг, определяет при заданной температуре ве-
личину коэрцитивного поля. Экспериментальные ре-
зультаты, представленные на рис. 3, однозначно по-
казывают, что обе стадии процесса перемагничива-
ния как в пленке FePt, так и FePt0.84Rh0.16 происхо-
дят в условиях импульсного фотовозбуждения при
значительно меньших магнитных полях, что в це-
лом приводит к существенному магнитному смягче-
нию. Более того, поскольку нагрева в течение подав-
ляющей доли времени между импульсами накачки
нет, наблюдаемое магнитное смягчение имеет нетеп-
ловую природу. С чем же это может быть связано,
если не с нагревом?

Оба процесса, и зародышеобразование, и движе-
ние доменных стенок, имеют активационную при-
роду. Соответственно, в отсутствие нагрева смягче-
ние магнитных характеристик требует либо умень-
шения соответствующих энергий активации, либо
нетепловой “подкачки” энергии в магнитную под-
систему. Сравнительно недавно в работе [11] сооб-
щалось о наблюдении редукции коэрцитивного по-
ля в два раза в эпитаксиальной пленке магнитно-
го полупроводника Ga1−xMnxAs0.96P0.04 с перпен-
дикулярной анизотропией при воздействии на нее
ультразвуковыми импульсами, возбуждающими по-
верхностные акустические волны (ПАВ, или SAW –
Surface Acoustic Waves). Частота ультразвука бы-
ла 549 МГц, длительность импульса 600 нс, период
следования – 20 мс. Авторы [11] связывали наблю-
даемый эффект с периодическим снижением энер-
гии зарождения доменов, зависящей от деформации,
под действием ПАВ. Близкие по природе явления,
связанные с лазерно-индуцированной модификаци-
ей магнитной анизотропии, обсуждаются в статье
[12]. Обзор по современному состоянию сверхбыст-
рой магнитоакустики представлен в работе [13].

Сходную природу может иметь и описываемое на-
ми явление. Так, во-первых, известно, что поглоще-
ние сверхкоротких световых импульсов приводит к
генерации гиперзвуковой волны с широким (до сотен
гигагерц) частотным спектром [14, 15]. Во-вторых,
характерной чертой соединения FePt является ре-
кордная величина магнитоупругой связи; магнито-
стрикция в нем даже больше, чем в классическом
примере никеля [16–18]. Таким образом, акустиче-
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ская волна, индуцированная фемтосекундным све-
товым импульсом, может повышать энергию магнит-
ной подсистемы. В-третьих, в телах правильной фор-
мы, к которым можно отнести плоскопараллельную
монокристаллическую подложку MgO, резонансные
акустические моды могут иметь высокую доброт-
ность [19] и, соответственно, служить слабодисси-
пативным энергетическим резервуаром с эффектив-
ным каналом передачи энергии в магнитную плен-
ку. Эпитаксиальный характер исследуемых пленок, в
свою очередь, обеспечивает передачу деформации от
подложки к пленке, что, благодаря сильной магнито-
упругой связи, может увеличить энергию магнитной
подсистемы и облегчить как зарождение доменов,
так и нетепловой депиннинг доменных стенок. А вы-
сокая добротность акустических резонансов ведет к
длительной редукции коэрцитивного поля. Различие
во временах восстановления коэрцитивного поля для
двух составов пленок, на наш взгляд, может быть
связано с разницей в величинах констант магнито-
упругого взаимодействия. Родий, как заметно более
легкий элемент, характеризуется более слабым спин-
орбитальным взаимодействием, и замещение плати-
ны родием должно привести к уменьшению магни-
тоупругой константы.

Близкое по проявлению в эксперименте умень-
шение поля переключения магнитного джозефсо-
новского контакта в присутствие микроволновой
подкачки наблюдалось в работе [20]. Результат ин-
терпретировался как возбуждение микроволновым
излучением флуктуаций локальных магнитных мо-
ментов кластеров PdFe, что сокращает коэрцитивное
поле и облегчает процесс перемагничивания.

Таким образом, в результате проведенных ис-
следований тонких эпитаксиальных пленок FePt и
FePt0.84Rh0.16 на монокристаллических подложках
MgO нами обнаружен эффект фотоиндуцированно-
го магнитного смягчения нетепловой природы, при-
водящий к долгоживущей редукции коэрцитивного
поля. Предложена гипотеза, связывающая природу
эффекта с возбуждением фемтосекундными лазер-
ными импульсами акустических резонансов в систе-
ме подложка-пленка. Эффект, на наш взгляд, может
лежать в основе технологии, альтернативной тер-
моассистированной магнитной записи, используемой
в магнитных жестких дисках на базе гранулярных
сред FePt.

Работа была поддержана программой стратеги-
ческого академического лидерства Казанского феде-
рального университета (ПРИОРИТЕТ-2030).

Вклад Л. Р. Тагирова в работу был поддержан те-
мой госзадания ФИЦ КазНЦ РАН # 122011800133-2.
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Развита теория магнетотранспорта в двухкомпонентной электронной системе с редкими макроско-
пическими дефектами. В такой системе определяющую роль играют классические эффекты памяти при
рассеянии электронов на дефектах и медленные переходы электронов между компонентами жидкости за
счет межэлектронного рассеяния. Показано, что режим течения зависит от соотношения между шириной
образца и характерной внутренней длиной, определяемой темпом переходов электронов между компо-
нентами. В образцах шире внутренней длины формируется течение единой двухкомпонентной жидкости
в объеме образца, которое описывается объемными формулами Друде с учетом эффектов памяти. В этом
случае магнетосопротивление является знакопеременным: положительным в малых магнитных полях и
отрицательным в больших полях. В узких образцах, с ширинами меньше характерной длины, перехо-
ды с изменением типа электронов не успевают сформировать единую жидкость. В результате течения
каждой из компонент являются независмыми и описываются собственными проводимостями с учетом
эффектов памяти, при этом магнетосопротивление оказывается строго отрицательным.

DOI: 10.31857/S1234567823140082, EDN: gzkxjr

1. Введение. В проводниках с локализованными
дефектами в магнитных полях возможны эффекты
памяти (ЭП), связанные с корреляциями в располо-
жении дефектов и траекторий электронов. Благода-
ря этим корреляциям динамика электронов приобре-
тает немарковский характер. ЭП в достаточно боль-
шом магнитном поле обусловлены появлением тра-
екторий электронов, не сталкивающихся с дефекта-
ми или сталкивающихся с одним и тем же дефектом
несколько раз подряд [1–4], а в малом магнитном по-
ле – возвращающихся к одному и тому же дефекту
после рассеяния на соседнем [5, 6]. Наличие в об-
разце плавного беспорядка, дополнительного к ло-
кализованным дефектам, существенно модифициру-
ет и усложняет характер ЭП в магнитном поле [7–9].
Наблюдаемым проявлением всех ЭП является нетри-
вальное сильное и слабое отрицательное магнетосо-
противление.

При изучении ЭП при рассеянии на локализован-
ных дефектах обычно предполагается, что интесив-
ность межэлектронных столкновений является пре-
дельно малой, в частности, соответствующая длина
рассеяния lee считается малой по сравнению с ха-
рактерным расстоянием между дефектами d ≫ R

и длиной свободного пробега относительно рассея-

1)e-mail: pavel.alekseev@mail.ioffe.ru

ния на них l ∼ d2/R (R – размер дефекта). С рос-
том магнитного поля и приближением циклотрон-
ного радиуса Rc к величине d даже редкие меж-
электронные столкновения становятся существенны-
ми и начинает формироваться гидродинамический
режим. Между дефектами формируются простран-
ственно неоднородные вязкие течения электронной
жидкости. Экспериментально переход между оми-
ческим (при Rc & d) и гидродинамическим (при
Rc ≪ d) режимами, по-видимому, наблюдался в об-
разцах квантовых ям GaAs с макродефектами в ра-
ботах [10–15] (см. обсуждения в статье [16]). В рабо-
те [17] такой переход был изучен в образцах GaAs ям
с искусственно сделанными дефектами контролиру-
емой плотности.

Аналогичный переход в гидродинамический ре-
жим транспорта при увеличении магнитного поля
возможен также в бездефектных полосках, где рас-
сеяния на шероховатостях краев образца приводят
к релаксации импульса электронов. Последний пе-
реход наблюдался в работах [18–20] для чистых по-
лосок графена и квантовых ям GaAs. При редких
межэлектронных столкновениях, lee ≫ W , переход
происходил резко: при критическом магнитном поле
B = Bc, отвечающем равенству W = 2Rc, где W –
ширина полоски. Такой переход теоретически описан
численными теориями [21, 22] и аналитической тео-
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рией [23–26]. Межэлектронные столкновения оказы-
вались критически важны в полях B ≈ Bc в окрест-
ности перехода. В магнитных полях B < Bc они при-
водили к “пред-гидродинамическим” поправкам к со-
противлению и эффекту Холла. Эти поправки яв-
ляются предвестниками формирования вязкого те-
чения и малыми по параметру W/lee [25, 26].

В работах [27–29] изучен магнетотранспорт в
двухкомпонентных электрон-дырочных системах с
беспорядком, не приводящим к ЭП. Было показа-
но, что за счет появления в магнитном поле потоков
частиц к краям образца и рекомбинации частиц у
краев могут формироваться пространственно неод-
нородные течения даже без учета сдвиговой вязко-
сти. В этих течениях возникают прикраевые слои с
повышенной плотностью тока, что может приводить
к сильному линейному положительному магнетосо-
противлению.

Таким образом, представляет интерес исследо-
вать влияние слабого межэлектронного взаимодей-
ствия на омический режим транспорта 2D электро-
нов при сильных ЭП. Представляется особенно ин-
тересным изучить случай двухкомпонентной систе-
мы из электронов с разными параметрами, в которой
редкие межэлектронные столкновения могут приво-
дить к сильным гидродинамическим эффектам за
счет переходов электронов между компонентами.

В этой работе развита теория магнетотранспорта
в системе слабо взаимодействующих вырожденных
2D электронов двух типов, испытывающих классиче-
ские ЭП при рассеянии на дисках (см. рис. 1). Следуя
работам [1–6], мы предполагаем, что в малых маг-
нитных полях, Rc ≫ l, все электроны рассеиваются
на дефектах случайным образом, а в сильных полях,
когдаRc . l, часть электронов сталкивается с дефек-
тами случайным образом, а часть не сталкивается с
ними, что определяет ЭП в этой системе. Мы не учи-
тываем “пред-гидродинамические” поправки, малые
по параметру l/lee ≪ 1. Межэлектронные столкно-
вения, приводящие к переходам электронов из одной
компоненты в другую, совместно с ЭП и силами дав-
ления за счет неоднородности плотности электронов,
вызывают неоднородное распределение потоков час-
тиц по образцу. В достаточно широких образцах фор-
мируется течение единой двухкомпонентной системы
с сильными ЭП. В узких образцах течения электро-
нов каждой из компонент являются независмыми и
проявляют ЭП, характерные для однокомпонентных
систем. Это приводит к нетривиальному магнетосо-
противлению (МС) и эффекту Холла, наблюдение
которых может служить маркером такого режима
транспорта.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Два образца различных ши-
рин W с круглыми макродефектами радиуса R (диска-
ми) во внешних полях E0ex и Btot = B|| + Bez. Ком-
понента в плоскости B|| магнитного поля B вызывает
расщепление спектра 2D электронов по спину ↑, ↓; пер-
пендикулярная слою компонента B определяет силу
Лоренца, действующую на электроны. Две спиновые
компоненты электронной жидкости α = ↑, ↓ обозначе-
ны красными и синими стрелками. В широком образце,
W ≫ lR, формируются прикраевые слои ширинами lR,
в которых концентрации компонент δnα и их потоки jα

возмущены (левая панель). В узком образце, W ≪ lR,
концентрации обеих компонент α = ↑, ↓ неоднородны
по всему сечению образца

Изученные системы могут реализоваться, напри-
мер, в графене и в квантовых ямах с макродефекта-
ми, к которым приложено сильное наклонное маг-
нитное поле, приводящее к расщеплению спектра
электронов по спину и формированию двух зеема-
новски расщепленных подзон с различными пара-
метрами (см. эксперименты [11, 15, 17, 30]).

2. Магнетотранспорт в двухкомпонентной
системе с учетом эффектов памяти и редких
переходов частиц между компонентами. В
работах [1–6] был изучен омический магнетотранс-
порт в однокомпонентных системах вырожденных
2D электронов, обусловленный ЭП при рассеянии
электронов на дисках. С ростом магнитного поля
появляется некоторая часть электронов, а именно,
P = e−2π/(ωcτq), которые не сталкиваются с дефек-
тами за счет геометрии расположения траекторий
(здесь τq – уходное время рассеяния). Движение та-
ких “зацикленных” электронов предстваляет собой
ЕН-дрейф, что определяет их вклад только в хол-
ловскую компоненту проводимости. Остальные элек-
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троны, доля которых равна 1−P , сталкиваются либо
с разными дефектами случайным образом (“путеше-
ствующие” электроны), либо сталкиваются несколь-
ко раз подряд с одним и тем же дефектом (электро-
ны на “розеточных траекториях”). Первые опреде-
ляют диффузию и проводимость, а вторые оказы-
ваются локализованными долгое время и участву-
ют в формировании тока после ухода от дефекта, с
которым сталкивались несколько раз. Среднее уход-
ное время, входящее в P , можно оценить, как время
релаксации импульса для путешествующих электро-
нов: τq ∼ τ ∼ (RndvF )

−1.
В работах [2, 3] было показано, что для прибли-

женного описания магнетотранспорта 2D электронов
(c относительной точностью до 20 %), можно учиты-
вать только путешествующие и зацикленные элек-
троны. Соответствующий тензор проводимости име-
ет вид

σxx = (1− P )
e2n0τ

m

1

1 + ω2
cτ

2
, (1)

σxy = P
e2n0

mωc
+ (1− P )

e2n0τ

m

ωcτ

1 + ω2
cτ

2
, (2)

где ωc = eB/(mc) – циклотронная частота. Для длин-
ного образца (холловская геометрия) обращение тен-
зора σ̂ приводит к тензору сопротивления:

̺xx/̺0 ≈ 1− P, ̺xy ≈ ̺0xy, (3)

где ̺0 = m/(e2n0τ) – друдевское сопротивление в ну-
левом магнитном поле, ̺0xy = B/(n0ec) – стандартное
холловское сопротивление. Относительные величи-
ны поправок к этим выражениям составляют менее
1 % по сравнению с точным обращением σ̂. Видно,
что возникает сильное отрицательное МС, пропор-
циональное 1− e−B0/B , B0 = 2πmc/(eτq).

Рассмотрим магнетотранспорт в двухкомпонент-
ной системе, состоящей из вырожденных электронов
типов α = 1, 2 в образце с дисками (см. рис. 1). Элек-
троны двух типов различаются своими параметрами:
плотностями nα

0 , эффективными массами mα, скоро-
стями Ферми vF,α, временами релаксации импульса
τα. Как и в однокомпонентной системе, электроны
обоих типов рассеиваются на дисках радиуса R, слу-
чайно расположенных в образце с плотностью nd.
Поэтому в отсутствии магнитного поля времена τα
оцениваются как ∼ (RndvF,α)

−1. Примером такой си-
стемы являются 2D электроны в двух стонеровских
подзонах, расщепленных по спину за счет внешне-
го магнитного поля B|| или внутреннего обменного
взаимодействия. Здесь индекс α означает проекцию
спина на ось квантования: α =↑, ↓, которая считается
лежащей в плоскости двумерного слоя.

Будем считать, что наряду с рассеянием на дис-
ках, возможны также медленные процессы межэлек-
тронного рассеяния со скоростью Γ, приводящие к
изменению типа частиц α→ ᾱ (здесь ↑̄= ↓ и ↓̄= ↑) и
не приводящие к заметному перераспределению им-
пульса. Такие процессы возможны за счет наличия
спин-орбитального взаимодействия носителей в под-
зонах α= ↑, ↓.

Разделим вклады путешествующих jα,t и зацик-
ленных jα,c электронов в потоки jα. Основываясь на
результатах работ [2, 3], не будем учитывать вклад
электронов на розеточных траекториях, что каче-
ственно справедливо при не очень больших полях,
когда Rc ≫ d. При случайном расположении траек-
торий как для равновесных, так и для неравновесных
электронов, вклады зацикленных и путешествующих
электронов в концентрации nα

0 и δnα пропорциональ-
ны множителям Pα = e−2π/(ωα

c τα) и 1 − Pα соответ-
ственно. Транспортные уравнения примут вид

∂δnα

∂t
+ div(jα,t + jα,c) = −Γ (δnα − δnᾱ), (4)

∂jα,t

∂t
=
eE

mα
nα
0 (1 − Pα)− [ωα

c × jα,t]−

− dα(1 − Pα)∇δnα − jα,t

τα
, (5)

∂jα,c

∂t
=
eE

mα
nα
0Pα − [ωα

c × jα,c]− dαPα ∇δnα. (6)

Здесь ωα
c = eB/(mαc); коэффициенты сжимаемо-

сти dα = v2F,α/2 связывают возмущения парциаль-
ных давлений и возмущения концентраций компо-
нент: δptα = dαδnα(1− Pα) и δpcα = dαδnαPα. В урав-
нениях (5) и (6) новыми по сравнению с уравнения-
ми работ [1–3] являются слагаемые ∼ (1 − Pα)∇δnα

и ∼ Pα∇δnα, которые описывают гидростатическую
силу для электронов на “зацикленных” и “путеше-
ствующих” траекториях.

Подчеркнем, что интенсивность межэлектронных
столкновений в нашей модели определяется одним
параметром Γ ∼ 1/τee

2). При этом в уравнении (4)
коэффициенты перед δnα и δnᾱ для простоты при-
няты одинаковыми по модулю. При условии τ ≪ τee
самым быстрым процессом является релаксация им-
пульса при рассеянии на дисках, а релаксация дру-
гих величин (например, сдвиговых напряжений) за
счет межэлектронных столкновений является более
медленной, поэтому в неравновесной функции рас-
предения доминирует вклад, описывающий омиче-

2)Заметим также, что в отличие от работ [31, 32] мы не изу-
чаем влияние зеемановского расщепления на скорость перехо-
дов Γ, считая поле B|| фиксированным.
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ский ток3) (здесь τ – характерная величина времен
τα). Как видно из работ [25, 26], нужно ожидать,
что вклад этих эффектов в транспортные характе-
ристики нашей системы окажется мал по парамет-
ру τ/τee. С другой стороны, из рассмотрения работ
[27–29] следует, что даже медленные переходы с из-
менением типа частиц являются сильным эффектом,
определяющим профиль течения во всем образце за
счет формирования прикраевых слоев с возмущен-
ными плотностями и потоками шириной ∼ 1/

√
Γ. Ни-

же мы покажем, что течения, описываемые моделью
(4)–(6), приводят к двум типам сильного МС поряд-
ка единицы для узких и широких образцов, разли-
чие которых порядка их амплитуды. Таким образом,
изучаемый эффект является не малым по парамет-
ру τ/τee ≪ 1.

Кроме того, в двухкомпонентной системе суще-
ствуют термические флуктуации плотности электро-
нов и соответствующее флуктуационное электриче-
ское поле. В работах [7–9] был изучен эффект памя-
ти в магнетотранспорте для 2D электронов в объем-
ном образце при наличии локализованных дефектов
и плавного статического беспорядка. Аналогичным
образом, флуктуационное электрическое поле вли-
яет на движение электронов на циклотронных ор-
битах между столкновениями с дисками. Оно мо-
жет помешать электрону снова попасть на диск по-
сле циклотронного оборота или, наоборот, дать “при-
липнуть” зацикленному электрону. При достаточно
большом радиусе дисков такое воздействие флук-
туаций плотности на рассматриваемые ЭП относи-
тельно слабо. Оценки статического и динамического
корреляторов флуктуаций плотности, а также соот-
ветствующих флуктуационного электрического поля
и величины возмущения циклотронных траекторий,
полученные для 2D электронов на основе подхода,
изложенного в книгах [33] и [34], дают критерий при-
менимости нашего рассмотрения ЭП: R ≫ R0, где
R0 ∼ rs[εF /(~ωc)]

1/2a0, rs ∼ n
−1/2
0 – параметр, рав-

ный отношению величины кулоновского взаимодей-
ствия к кинетической энергии электронов; εF – энер-
гия Ферми; a0 ∼ n

−1/2
0 – среднее расстояние между

электронами. Предполагается, что значения всех ве-
личин rs, ε, a0, ωc, n0 для компонент α = ↑, ↓ име-
ют один и тот же порядок величины. В рамках на-
шего рассмотрения величина εF /(~ωc) должна быть
достаточно большой, чтобы квантование состояний

3)“Пред-гидродинамические” поправки к эффекту Холла и
МС от межэлектронных столкновений, “защищающих” элек-
троны от потери импульса при рассеянии на шероховатостях
краев образца, были рассмотрены в работах [25, 26] для бал-
листических образцов.

электронов было несущественным. Для параметров
образцов с отверстиями, изученных в эксперимен-
те [17], неравенство R ≫ R0 выполняется, начиная
с магнитных полей ∼ 10мТл.

Подчеркнем также, что даже при весьма низких
температурах и медленных межэлектронных столк-
новениях, когда параметр Γ = Γ(T ) становится мал,
изучаемые здесь ЭП остаются велики, а именно,
как отмечалось выше, амплитуда магнетосопротив-
ления меняется на величину порядка единицы, ко-
гда характерная микроскопическая длина релакса-
ции vF /Γ относительно переходов “α → ᾱ” изменя-
ется от значения меньше до значений больше мак-
роскопического параметра W 2/l: vF /Γ ≫ W 2/l. По-
этому в достаточно широких образцах магнетотранс-
порт определяется переходами α → ᾱ даже при
очень малых интенсивностях переходов Γ(T ).

Электрическое поле E, входящее в (5) и (6), со-
стоит из внешнего приложенного поля E0 и внут-
реннего поля Eint, определяемого возмущением элек-
трического заряда (здесь имеются в виду средние
значения полей). Последний пропорционален общей
возмущенной плотности двух компонент электрон-
ной жидкости δn = δn1 + δn2. Например, для до-
статочно медленных течений в структуре с затво-
ром на расстоянии ∆z от двумерного слоя, отделен-
ного от него средой с диэлектрической проницае-
мостью κ, действует “приближение плавного кана-
ла”. В нем связь поля и плотности заряда локаль-
на: Eint(r, t) = −(4πe∆z/κ)∇δn(r, t). В структурах
без затвора эта связь нелокальна, в них также могут
быть важны эффекты электромагнитного запазды-
вания для быстроосциллирующих течений [35].

Уравнения (4)–(6) необходимо дополнить гранич-
ными условиями на закрытых краях образца

(jα · n)|∂Gc = 0, (7)

где n – нормаль к краю образца ∂Gc. Решение сфор-
мулированной краевой задачи (или краевой с началь-
ным условием при t = 0 для нестационарных тече-
ний) выполняется стандартными математическими
методами (см., например, [27–29, 36]).

3. Стационарные течения в полоске. Рас-
смотрим образец с дисками в форме длинной полос-
ки шириной W ≫ d с закрытыми продольными кра-
ями. Направим ось x вдоль длинных краев образца,
а ось y – перпедикулярно им (см. рис. 1). В такой
геометрии неизвестными функциями будут jα,c(y),
jα,t(y), δnα(y). Внешнее поле E0 направлено вдоль
образца. Тогда уравнение электростатики и гранич-
ные условия приобретут вид Ey = −(4πe∆z/κ) δn′ и
jαy |y=±W/2 = 0 (штрих означает производную по y).
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Для большей ясности формул пишем ниже α= ↓, ↑,
хотя рассмотрение справедливо для произвольной
двухкомпонентной системы, не обязательно стоне-
ровской.

Система уравнений (4)–(6) сводится к двум обык-
новенным дифференциальным уравнениям второго
порядка для величин δnα(y). В ее решении появля-
ется характерная длина lR = 1/λ, где λ = λ(B) – од-
но из собственных чисел характеристического урав-
нения, λ2 = Γ(σ↑

xx + σ↓
xx)/(σ

↓
xxD

↑
xx + σ↑

xxD
↓
xx). Здесь

σα
xx = σα

0 (1 − Pα)/(1 + β2
α) – продольные проводимо-

сти компонент жидкости с учетом ЭП; βα = ωα
c τα –

безразмерные магнитные поля, σα
0 = e2nα

0 τα/mα –
проводимости компонент в нулевом магнитном поле;
Dα

xx = (Dα
0 /2)(1−Pα)/(1+β

2
α) – величины, аналогич-

ные коэффициентам диффузии компонент жидкости
и учитывающие ЭП, Dα

0 = v2F,ατα/2 – коэффициен-
ты диффузии компонент в нулевом магнитном по-
ле. Второе собственное число системы уравнений для
δnα(y) равно нулю, λ = 0, что приводит к линейно-
му закону распределения плотности e[δn↑(y)+δn↓(y)]
заряда в узких образцах. В результате, решение си-
стемы (4)–(6) состоит из функций y и cosh(λy).

В широких образцах, W ≫ lR, в объеме отсут-
ствует y-компонента полного потока частиц jy =

= j↑y + j↓y благодаря сохранению электрического за-
ряда. При этом, в связи с различием сил трения и
сил Лоренца, которые действуют на электроны раз-
ных компонент жидкости, оказываются отличными
от нуля потоки каждой из компонент jαy (y). Это при-
водит к ненулевому “току дисбаланса” в направлении
от одного края к другому: J = j↑y − j↓y 6= 0. В резуль-
тате формируются прикраевые слои шириной lR (см.
левую панель рис. 1), в которых возникают избыточ-
ные или недостаточные плотности δnα(y). Такое рас-
пределение величин jαy и δnα похоже на их распреде-
ления в электрон-дырочных системах без учета ЭП
[27–29], и в двухкомпонентной вязкой электронной
жидкости [36].

Особенностью рассматриваемой системы являет-
ся то, что вся картина, в частности, ширина lR, опре-
деляется ЭП. В частности, в пределе классически
больших магнитных полей, βα ≫ 1, имеем для lR

lR ≈
√

2π

Γ

σ↑
0D

↓
0 + σ↓

0D
↑
0

σ↑
0(β↓)

3 + σ↓
0(β↑)

3
∼ 1

B3/2
. (8)

Это выражение отлично от вида рекомбинационной
ширины, lR ∼ 1/B, в системах с дефектами, не при-
водящими к ЭП [27–29]. В силу медленности перехо-
дов с изменением типа частиц, длина lR может быть
весьма большой в малых магнитных полях. Как вид-

но из (8), величина lR сильно спадает с ростом маг-
нитного поля.

В узких образцах, W ≪ lR, медленные переходы
с изменением типа частиц не успевают привести к
установлению баланса между потоками частиц, воз-
никающими от сил Лоренца и релаксации импуль-
са. Течение каждой из компонент оказывается неза-
висмым от течения другой компоненты. Для уста-
новления нулевых потоков jαy = 0 в направлении y

каждой из компонент в дополнение к силе Лоренца,
связанной с возмущением плотности, устанавливает-
ся также линейные по координате возмущения кон-
центраций каждой из компонент жидкости δnα ∼ y

(это схематично проиллюстрировано на правой пане-
ли рис. 1).

С ростом магнитного поля эффективность про-
цессов перехода с изменением типа частиц увеличи-
вается за счет циклотронного вращения электронов в
жидкости и их более продолжительного нахождения
в заданном малом объеме. Из формулы (8) видно,
что с ростом магнитного поля исходно узкий обра-
зец в нулевом поле, W ≪ lR|B=0 , становится ши-
роким в смысле неравенства W ≫ lR(B) с ростом
магнитного поля. В таком образце основной вклад
в ток и холловское поле дается объемной областью
W/2− |y| ≫ lR и описывается формулами Друде.

Расчет jα,c,t(y) и δnα(y) дает следующий резуль-
тат для полного тока Ix в двух предельных случаях:

Ix
E0W

=

{

σxx + σ2
xy/σxx , W ≫ lR

1/̺↑xx + 1/̺↓xx , W ≪ lR
, (9)

где σxx = σ↑
xx + σ↓

xx и σxy = σ↑
xy + σ↓

xy – общие про-
дольная и холловская проводимости жидкости. Для
холловских компонент получено выражение σα

xy =

(βα + ∆βα)σ
α
xx, где ∆βα = Pα(1 + β2

α)/[βα(1 − Pα)].
Величины ̺αxx = σα

xx/[(σ
α
xx)

2 + (σα
xy)

2] – продоль-
ные удельные сопротивления каждой из компонент
жидкости. Первая строка в (9) отвечает применению
обычных объемных формул для тензора проводимо-
сти двухкомпонентной системы: σ̂ = σ̂↑ + σ̂↓. Вто-
рая строка в (9) отвечает течению двух независи-
мых потоков жидкости в холловском образце, для
каждой из которых формируется свое эффективное
холловское поле, равное сумме Ey и величин, про-
порциональным градиентам парциальных давлений
p′α ∼ δn′

α.
Приведем результат для холловского поля:

Ey

E0
=











σxy/σxx , W ≫ lR

σ↑
0σ

↑
xy/σ

↑
xx + σ↓

0σ
↓
xy/σ

↓
xx

σ↑
0 + σ↓

0

, W ≪ lR
. (10)
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Первая строка формулы (10) отвечает применению
объемных формул Друде для получения критерия
отсутствия полного потока в направлении y: jy =

= j↑y + j↓y = 0. Вторая формула выводится из урав-
нения, описывающего баланс сил, действующих на
двухкомпонентногую жидкость в направлении y при
отсутствии каждого из потоков jαy .

4. Обсуждение результатов. Введем для
удобства представления и анализа результатов два
параметра асимметрии тензора проводимости раз-
ных компонент электронной жидкости. Первый па-
раметр ξ определяется формулой

σ↑,↓
0 = σ0(1± ξ) , (11)

где σ0 = (σ↑
0 +σ↓

0)/2. Второй параметр асимметрии η
описывает различие безразмерного магнитного поля
βα = ωα

c τα в двух спиновых подсистемах

β↑,↓ = β0(1± η). (12)

Здесь β0 = (β↑
0 + β↓

0 )/2.
Отметим, что в случае η = 0 (при ξ 6= 0) кривая

МС имеет универсальный характер и повторяет та-
ковую для однокомпонентного двумерного электрон-
ного газа [формула (3)]: ρxx = (1 − P )/(2σ0), где
P = Pα для α = ↑, ↓; 2σ0 – полная проводимость
системы при B = 0. Видно, что полученное сопро-
тивление не зависит от величины ξ. Для двумерного
электронного газа с параболическим спектром в на-
клонном магнитном поле параметр ξ определяется
компонентой поля в плоскости движения: ξ ∝ B‖. Из
уравнения ρxx = (1 − P )/(2σ0) и формулы для σ0
видно, что кривая МС не зависит от зеемановского
расщепления в данном случае.

На рисунке 2 представлены зависимости МС для
обоих ненулевых параметров асимметрии ξ 6= 0 и
η 6= 0. Зависимость ρxx(B) становится немонотонной,
т.е. МС [̺xx(B) − ̺xx(0)]/̺xx(0) приобретает знако-
переменный характер. Положительный участок МС
для широких образцов (W ≫ lR) в малых магнитных
полях обусловлен установлением потоков jα двух
компонент в соответствии с обычной теорией Дру-
де без ЭП (см., например, обсуждение аналогичного
МС для электрон-дырочной системы в работе [28]).
Отрицательный участок обусловлен ЭП, т.е. умень-
шением долей 1 − Pα путешествующих электронов
обоих типов α= ↑, ↓ с ростом поля B. Аналогичное
знакопеременное МС было предсказано для объем-
ных 3D материалов со статическими протяженными
дефектами в работе [37].

В узких образцах (W ≪ lR), когда переходы с
изменением типа электронов не успевают сформиро-

Рис. 2. (Цветной онлайн) МС широкого и узкого образ-
цов графена в наклонном поле B. Расчет выполнен для
параметров, описанных в разделе “5”

вать единую жидкость, течение каждой из компо-
нент является независмым и описывается собствен-
ными проводимостями и сопротивлениями с учетом
ЭП: ̺xx = [(̺↑xx)

−1 + (̺↓xx)
−1]−1. Такое МС оказыва-

ется строго отрицательным (см. рис. 2).
5. Величина предсказанного МС для неко-

торых конкретных материалов. Рассмотрим вы-
рожденные двумерные электроны в расщепленных
по спину подзонах в графене. Благодаря высокому
качеству графеновых структур, в них был надеж-
но реализован гидродинамический режим транспор-
та в достаточно широких образцах, W ≫ lee, а так-
же в узких образцах, W ≪ lee, при высоких магнит-
ных полях, W ≫ Rc [18, 19]. Наличие естественных
или искусственных макродефектов в таких образцах
(дисков, отверстий) должно привести к перестрой-
ке типа транспортного режима и, в первом прибли-
жении, замене W на d или d2/R во всех описыва-
ющих транспорт соотношениях. Экспериментальное
изучение рассмотренных выше эффектов в системе
слабо взаимодействующих электронов в графене в
двух зеемановских подзонах α= ↓, ↑ представляет-
ся перспективным для изучения роли и параметров
межэлектронных столкновенний. В частности, изме-
рение МС и эффекта Холла для наборов образцов
с разными W и d может позволить определить па-
раметры системы, в частности, скорость рассеяния с
переворотом спина Γ.

Спектр электронов в графене в магнитном поле
B‖, параллельном его плоскости, имеет вид: ε↑,↓p =

= vF p±∆/2, где vF = 108 см/с, ∆ = µBgeB‖ – зеема-
новское расщепление при B|| ≫ B. Время рассеяния
на классических рассеивателях τα = τ = 1/(ndvFR)

не зависит от спинового индекса α. Продольную про-
водимость для двух спиновых подзон можно пред-
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ставить в виде σ↑,↓
0 = σ0 (1∓ ξ), где σ0 = e2τEF /4π~

2

и ξ = ∆/(2EF ). Циклотронная частота в двух спи-
новых подзонах есть: ω↑,↓

c = eBvF /cp↑,↓, где p↑,↓ =

= v−1
F (EF ∓∆/2). Из соотношения ω↑,↓

c τ ≈ ω0τ(1± ξ)
получаем: η = −ξ = −∆/2EF . Для энергии Фер-
ми EF = 5мэВ, поля в плоскости B‖ = 15Тл и g-
фактора ge ≈ 2 получается ξ = 0.17. МС для этих
параметров представлено на рис. 2. Для такого па-
раметра асимметрии ξ = 0.17 величина положитель-
ного МС достигает нескольких процентов.

В двухкпомонентной системе, сформированной
из 2D электронов в расщепленной по спину подзоне
квантовой ямы GaAs, где g-фактор электрона име-
ет величину g ≈ 0.44, для тех же значений EF и
B‖ параметр η оказывается значительно меньшим:
η = ∆/4EF ≈ 0.04. Поэтому для наличия заметно-
го участка положительного МС требуются гораздо
большие магнитные поля B|| (десятки Тесла). От-
метим, что в эксперименте [17] по магнетотранспор-
ту в таких ямах с локализованными макродефекта-
ми (круглыми отвестиями) при приложении весьма
больших магнитных полей, B|| ≈ 12Tл, на кривых
отрицательного МС ̺xx(B), вероятно, наблюдалось
зарождающееся положительное МС при малых B:
выполаживание ̺xx(B) в окрестности B = 0 и по-
явление слабо растущего участка у ̺xx(B). Разум-
но ожидать, что в больших полях B|| наблюдавше-
еся МС должно развиться в предсказанное знакопе-
ременное МС, показанное на рис. 2. Однако в связи
с малостью параметра η для 2D электронов в ямах
GaAs для этого требуются очень большие поля B||.

Таким образом, структуры на основе чистого гра-
фена представляются более перспективными для ис-
следования магнетотранспорта с макродефектами,
чем изученные в работе [17] образцы на основе кван-
товых ям GaAs. Кроме относительно большой вели-
чины параметра η, в графене скорость частиц не за-
висит от положения энергии Ферми. В результате в
выражения как для транспортного, так и для уходно-
го временен рассеяния на дисках τα и τq,α не зависят
от спинового индекса α, что сильно упростит анализ
возможных экспериментов.
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Physica E 12, 260 (2002).

10. L. Bockhorn, P. Barthold, D. Schuh, W. Wegscheider,
and R. J. Haug, Phys. Rev. B 83, 113301 (2011).

11. A.T. Hatke, M.A. Zudov, J. L. Reno, L.N. Pfeiffer, and
K.W. West, Phys. Rev. B 85, 081304 (2012).

12. L. Bockhorn, I. V. Gornyi, D. Schuh, C. Reichl,
W. Wegscheider, and R. J. Haug, Phys. Rev. B 90,
165434 (2014).

13. R.G. Mani, A. Kriisa, and W. Wegscheider, Sci. Rep.
3, 2747 (2013).

14. Q. Shi, P.D. Martin, Q.A. Ebner, M. A. Zudov,
L.N. Pfeiffer, and K.W. West, Phys. Rev. B 89, 201301
(2014).

15. X. Wang, P. Jia, R.R. Du, L.N. Pfeiffer, K.W. Baldwin,
and K.W. West, Phys. Rev. B 106, L241302 (2022).

16. P. S. Alekseev, Phys. Rev. Lett. 117, 166601 (2016).

17. B. Horn-Cosfeld, J. Schluck, J. Lammert, M. Cerchez,
T. Heinzel, K. Pierz, H.W. Schumacher, and D. Mailly,
Phys. Rev. B 104, 045306 (2021).

18. J. A. Sulpizio, L. Ella, A. Rozen et al. (Collaboration),
Nature 576, 75 (2019).

19. M. J.H. Ku, T. X. Zhou, Q. Li et al. (Collaboration),
Nature 583, 537 (2020).

20. G.M. Gusev, A.D. Levin, E.V. Levinson, and
A.K. Bakarov, Phys. Rev. B 98, 161303 (2018).

21. T. Scaffidi, N. Nandi, B. Schmidt, A.P. Mackenzie, and
J. E. Moore, Phys. Rev. Lett. 118, 226601 (2017).

22. T. Holder, R. Queiroz, T. Scaffidi et al. (Collaboration)
Phys. Rev. B 100, 245305 (2019).

23. A.N. Afanasiev, P. S. Aleksseev, A.A. Greshnov, and
M. A. Semina, Phys. Rev. B 104, 195415 (2021).

24. А.Н. Афанасьев, П.С. Алексеев, А.А. Грешнов,
М. А. Семина, ФТП 55, 566 (2021).

25. P. S. Alekseev and M. A. Semina, Phys. Rev. B 98,
165412 (2018).

26. P. S. Alekseev and M.A. Semina, Phys. Rev. B 100,
125419 (2019).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 1 – 2 2023



Эффекты памяти в магнетосопротивлении двухкомпонентных электронных систем 117

27. P. S. Alekseev, A.P. Dmitriev, I. V. Gornyi,
V.Yu. Kachorovskii, B. N. Narozhny, M. Schutt,
and M. Titov, Phys. Rev. Lett. 114, 156601 (2015).

28. P. S. Alekseev, A.P. Dmitriev, I. V. Gornyi,
V.Yu. Kachorovskii, B. N. Narozhny, M. Schutt,
and M. Titov, Phys. Rev. B 95, 165410 (2017).

29. П.С. Алексеев, И.В. Горный, А.П. Дмитриев,
В.Ю. Качоровский, М.А. Семина, ФТП 51, 798
(2017).

30. Y. Dai, K. Stone, I. Knez et al. (Collaboration) Phys.
Rev. B 84, 241303 (2011).

31. O.V. Dimitrova and V.E. Kravtsov, JETP Lett. 86, 670
(2007).

32. N.M. Chtchelkatchev and I. S. Burmistrov, Phys. Rev.

Lett. 100, 206804 (2008).

33. Л.Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Статистическая фи-

зика, Наука, М. (1976).

34. Е.М. Лифшиц, Л.П. Питаевский, Статистическя

физика, ч. 2, Наука, М. (1976).

35. В. И. Фалько, Д.Е. Хмельницкий, ЖЭТФ 95, 1988

(1989).

36. П.С. Алексеев, ФТП 56, 866 (2022).

37. K. S. Denisov, K.A. Baryshnikov, P. S. Alekseev, and

N. S. Averkiev, J. Phys.: Condens. Matter 33, 385802

(2021).

Письма в ЖЭТФ том 118 вып. 1 – 2 2023



Письма в ЖЭТФ, том 118, вып. 2, с. 118 – 124 © 2023 г. 25 июля

Каскадное образование топологических дефектов

и сателлитных капель при динамической капиллярной

неустойчивости в жидких кристаллах

П. В. Долганов+1), Н. А. Спириденко+, В. К. Долганов+, Е. И. Кац∗, К. Д. Бакланова+×

+Институт физики твердого тела им. Ю.А. Осипьяна РАН, 142432 Черноголовка, Россия

∗Институт теоретической физики им. Л.Д. Ландау РАН, 142432 Черноголовка, Россия

×Национальный исследовательский университет Высшая школа экономики, 101000 Москва, Россия

Поступила в редакцию 15 июня 2023 г.
После переработки 15 июня 2023 г.

Принята к публикации 16 июня 2023 г.

Обнаружено образование топологических дефектов на границе нематик–изотропная жидкость и
вблизи сателитных капель при разрыве и фрагментации перешейка изотропной фазы между областями
нематика. Этот процесс реализован в тонких оптических ячейках, заполненных жидким кристаллом.
Найдена критическая ширина перешейка, при которой имеет место универсальная зависимость его ши-
рины от времени, определяемая значением капиллярной скорости (отношение поверхностного натяжения
к вязкости).
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Введение. Исследование разрыва струи жидко-
сти является одним из наиболее старых и в то же
время актуальных направлений динамики жидкости.
Первое дошедшее до нас описание этого явления бы-
ло сделано Леонардо да Винчи [1, 2]. Он сделал за-
рисовку струи, распадающейся на капли, и привел
оригинальное для того времени объяснение причи-
ны образования капель. И в настоящее время изу-
чение разрыва тонких струй остается интересным
и актуальным направлением в физике жидкостей,
лежит в основе многих природных явлений, встре-
чается в повседневной жизни, важно для многих
технических приложений. Для простых изотропных
жидкостей теория была построена Рэлеем [3] и, с
учетом вязкости, Бором [4]. Мы кратко напомним
физическую природу разрыва струй в изотропных
жидкостях [1–5]. Цилиндрический образец изотроп-
ной жидкости очевидным образом стремится мини-
мизировать свою поверхностную энергию разбиени-
ем на капли. Динамика процесса определяется ба-
лансом между поверхностным натяжением, вязки-
ми и инерционными силами (для интересующих нас
размеров можно пренебречь гравитационными сила-
ми). В этом случае поведение системы определяет-
ся безразмерным числом Онезорге Oh = µ/

√
ργR,

где µ – динамическая вязкость жидкости, ρ – плот-

1)e-mail: pauldol@issp.ac.ru

ность, γ – поверхностное натяжение и R – харак-
теристический размер системы [6]. Было показано
(Плато, Рэлей [3, 5]), что тонкая струя нестабиль-
на, если отношение ее радиуса r0 к длине l доста-
точно мало. При этом флуктуации с длиной вол-
ны больше чем критическая λc = 2πr0 понижают
энергию системы, амплитуда модуляции растет, что
и приводит к разрыву струи. Релей учел динамику
потока невязкой жидкости в струе и нашел в ли-
нейном приближении, что максимальный инкремент
неустойчивости имеет возмущение с длиной волны
λR ≈ 9r0. Нестабильность, приводящая к разрыву,
была названа нестабильностью Рэлея–Плато. Впо-
следствии было показано, что вязкость, нелинейные
эффекты и окружающая жидкий цилиндр среда мо-
гут существенно влиять на λc. Увеличение вязкости
сдвигает длину волны с максимальным инкрементом
неустойчивости к большим длинам волн и приводит
к возбуждению гармоник меньше рэлеевских. Тео-
рия капиллярного разрыва перешейка между дву-
мя жидкими каплями [6–16] предсказывает на ко-
нечной стадии разрыва струи универсальное пове-
дение. При этом профиль границы раздела имеет
масштабно-инвариантный универсальный вид [17].
Линейная теория применима только на начальном
этапе развития неустойчивости. На конечных стади-
ях процесса возникают два экстремума по диаметру
перешейка между каплями с линейной зависимостью
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минимального радиуса rmin = Atγ/µ от времени, где
A – постоянный множитель. В свою очередь нали-
чие двух минимумов свидетельствует об образовании
капель при разрыве [17]. Нелинейные эффекты при-
водят также к смешиванию гармоник и к возмож-
ности образования капель с размерами, существенно
меньшими, чем r0 (и, следовательно, с большой кри-
визной). В экспериментах, проводимых в последнее
десятилетие, исследовалось образование капель при
разрыве [13, 16, 18–20], в том числе каскадное образо-
вание сателитных капель, при котором при разрыве
возникают капли неравновесной формы с их после-
дующим делением и образованием новых капель (са-
моподобное скейлинговое поведение). Сингулярность
в форме перешейка, образующаяся при разрыве, ис-
чезает после разрыва.

В настоящей работе проведены исследования раз-
рыва тонкой линейного типа прослойки (перешей-
ка) изотропной жидкости между двумя областями
нематического жидкого кристалла в плоских опти-
ческих ячейках. В отличие от простых изотропных
жидкостей, в жидком кристалле имеется ориентаци-
онный порядок. Поэтому изменение конфигурации
(формы) системы приводит к изменению в немати-
ке упругой ориентационной энергии Франка, энер-
гии сцепления директора с границей раздела. Эти
явления в свою очередь приводят к возможности об-
разования топологических дефектов, оптимизирую-
щих энергетический баланс при разрыве жидкого пе-
решейка. В данной работе обнаружено и исследова-
но образование топологических дефектов на границе
раздела жидкость – нематик. Эти топологические де-
фекты возникают как следствие формальной сингу-
лярности формы (стремящейся к бесконечности кри-
визны перешейка вблизи разрыва). Важно отметить,
что устранение топологических дефектов возможно
только при изменении топологии образца, поэтому
дефекты сохраняются после их образования. Нами
также изучена динамика утоньшения, связанная с
капиллярной нестабильностью перешейка.

Детали эксперимента. В измерениях мы
использовали нематический жидкий кристалл E7
(Synthon Chemicals). Нематические жидкие кри-
сталлы обладают ориентационным упорядочением
молекул. Преимущественное направление длинных
осей молекул называется директором [21–23]. При
нагреве нематик переходит в изотропную жид-
кость. Наши образцы имели широкую двухфазную
область нематик – изотропная жидкость (∼ 2 ◦С),
что позволило приготовлять длинные прослойки
жидкости между областями нематика и исследовать
их разрыв. Использовались плоские оптические

ячейки из двух параллельных стеклянных пла-
стинок. Поверхности ячеек задавали однородную
ориентацию молекул, параллельную поверхности.
Вещество в изотропной фазе капиллярно вводилось
в ячейку. Затем ячейка помещалась в термоста-
тирующее устройство (Linkam LTS120 или Mettler
Toledo FP90). Вязкость µ как в нематическом, так
и в изотропном состоянии достаточно высокая,
поверхностное натяжение γ границы нематик–
изотропная жидкость небольшое, их отношение
(капиллярная скорость) γ/µ ∼ 5 · 10−4 м/с, что поз-
воляет проводить исследования при сравнительно
небольших скоростях съемки. Исследования прово-
дились в поляризованном свете с использованием
микроскопа Olympus BX51. Эволюция структур
регистрировалась контролируемой компьютером
видеокамерой (Baumer VCXU-02C) со скоростью
съемки до 400 кадров в секунду. Тонкая изотропная
прослойка получалась следующим образом. Ячейка
с жидким кристаллом нагревалась до температуры
несколько выше температуры, при которой весь
образец переходил в изотропное состояние. Затем
образец медленно охлаждался, в нем зарождались
и росли участки нематика. При температуре вблизи
перехода всего образца в нематическую фазу могли
образовываться тонкие изотропные прослойки почти
линейного вида (рис. 1), которые разделяли нема-
тические области. Трансформация этих прослоек,
связанная с капиллярной нестабильностью, была
основной целью исследований.

Рис. 1. Жидкая прослойка в низкотемпературной ча-
сти двухфазной области разделяет два участка нема-
тической фазы. Большая часть материала перешла в
нематическую фазу. Толщина ячейки h = 20мкм

Результаты. В прослойке между нематически-
ми областями (рис. 1, 2a) можно выделить три участ-
ка, ясно видимых при наблюдении в скрещенных
поляризаторах: центральная темная часть (изотроп-
ная жидкость) и две светлые полоски по краям –
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Область прослойки, где про-
исходит ее разрушение. (a) – Ширина прослойки боль-
ше чем суммарная ширина двух менисков. (b)–(d) –
Образование мостика почти одинаковой ширины. (e),
(f) – Фрагментация мостика с образованием сателлит-
ных капель. Времена после фото (a): 11.42 с (b), 12.0 с
(c), 12.41 с (d), 12.7 с (e), 13.06 с (f). h = 40мкм

два мениска, разделяющих изотропную жидкость
и нематик. Если мениски не соприкасаются, ши-
рина прослойки может изменяться при изменении
температуры или при движении материала в ячей-
ке. Если мениски касаются, наблюдается нестабиль-
ность ширины прослойки. Ширина ее локально начи-
нает уменьшаться. На рисунке 2a показана прослой-
ка непосредственно перед моментом соединения ме-
нисков. Кадры на рис. 2b–d демонстрируют утоньше-

ние прослойки с образованием тонкого мостика. Про-
цесс утоньшения становится необратимым. Вначале
утоньшение происходит с явно выраженным мини-
мумом, локализованным в месте, где мениски соеди-
няются. Затем по бокам скорость утоньшения увели-
чивается с образованием тонкого мостика примерно
одинаковой ширины (рис. 2d) между широкими ча-
стями прослойки, ширины которых изменяются ма-
ло. Они несколько увеличиваются за счет перемеще-
ния материала из центральной части.

После того как образуется мостик почти постоян-
ной ширины, процесс утоньшения кардинально из-
меняется (рис. 2d–f). Вначале мы обсудим разрывы
и более подробно особенности разрыва, которые при
образовании сателлитных капель ранее не наблюда-
лись, а затем динамику утоньшения.

Мостик на рис. 2(d) почти постоянной шири-
ны, как и перешеек в начальном состоянии, од-
нако теперь его ширина существенно меньше, что
может инициировать нестабильность типа Рэлея–
Плато. Неустойчивость тонкого мостика возникает,
когда отношение длины мостика l к его полуширине
r0 становится l/r0 ∼ 10, т.е. на длине укладывается
рэлеевская длина волны λR ≈ 9r0. Неустойчивость
с модуляцией ширины происходит так, что миниму-
мы ширины образуются по краям мостика, макси-
мум в центре. Мостик разрывается в двух местах на
его краях (рис. 2e). На рисунке 3 схематически пока-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Схематическое изображение
мостика до разрыва (a), после первого разрыва (b) и
сателлитных капель после каскада разрывов (c). Крас-
ными точками показаны топологические дефекты
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зана правая часть интерфейса до разрыва мостика
(рис. 3a) и непосредственно после разрыва (рис. 3b).
Наклон интерфейса со стороны образующейся капли
(1) существенно меньше наклона в остающейся ча-
сти перешейка (3). Непосредственно перед разрывом
увеличение кривизны на двух боковых краях мости-
ка ведет к сингулярности в его форме (область (2) на
рис. 3a) [17, 24]. В результате разрыва в середине об-
разуется продолговатая капля с протяженными кон-
цами (рис. 2e, 3b). Однако эта капля, как правило, не
успевает релаксировать к круглой форме. Два вто-
ричных разрыва происходят с двух сторон в вытя-
нутых продолговатых участках капли. В результате
образуются еще две меньшие боковые сателлитные
капли (рис. 2f). Самоподобные разрывы могут про-
должаться и далее. Разрешение оптического микро-
скопа не позволяет проследить разрывы и образова-
ние очень мелких капель. Капли могут находиться в
нематике или на поверхности кюветы. Наименьшие
наблюдаемые нами капли имели диаметр порядка 1
мкм. Разрыв мостика с формированием сателитных
капель подобен разрыву цилиндрической струи жид-
кости [6, 12, 25], разрыву перешейка между твердыми
пластинками или каплями [8, 9, 26].

Нами обнаружено, что сингулярность в фор-
ме мостика и гидродинамическое течение жидко-
сти вблизи сингулярности приводят к образова-
нию топологических дефектов на границе нематик–
изотропная жидкость при образовании сателлитных
капель. Дефекты могут быть визуализированы при
наблюдении в скрещенных поляризаторах (рис. 4).
Рисунок 4a–c демонстрирует разрыв прослойки изо-
тропной жидкости. На рисунке 4c дефекты видны на
границе интерфейса с двух сторон расширяющего-
ся участка нематической фазы. Деформация распро-
страняется вглубь мениска. Число и размер образу-
ющихся капель могли отличаться от эксперимента к
эксперименту. На рисунке 4d, e приведены фотогра-
фии центральной капли и сателлитных капель для
случаев образования небольшого и большого числа
сателлитных капель. Часть сателлитных капель име-
ют больший размер, чем на рис. 4c. Топологические
дефекты (рис. 4d, e) хорошо видны как на границе
центральной капли, так и больших сателлитных ка-
пель. Топологические дефекты в центральной и са-
теллитных каплях, насколько нам известно, ранее не
наблюдались.

Существование топологических дефектов на гра-
нице капель связано с ориентацией молекул жидко-
го кристалла на границе нематик–изотропная жид-
кость. Согласно теореме Пуанкаре–Хопфа [22] на
сферической поверхности с планарной ориентаци-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Этапы трансформации по-
лоски изотропной фазы (a)–(c): (a) – узкая прослой-
ка, (b) – мостик неоднородной толщины перед разры-
вом, (c) – капли после каскада разрывов. Поляризатор
и анализатор скрещены, ориентация поляризатора па-
раллельна директору нематика вдали от участков изо-
тропной фазы. Кадры (b) и (c) сняты через 15.5 с и
16.04 с после кадра (a). На кадре (c) видны дефекты
на границах изотропных областей. На (d), (e) показа-
ны результаты разрывов с более крупными по сравне-
нию с фото (c) центральной каплей и сателлитными
каплями. (e) – Может происходить каскад разрывов с
образованием большого числа сателлитных капель

ей поля молекулярного упорядочения должны су-
ществовать топологические дефекты с суммарным
топологическим зарядом +2. Это могут быть четы-
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ре дефекта с топологическими зарядами S = +1/2

каждый (рис. 5a) или два топологических дефекта с

Рис. 5. (Цветной онлайн) Схематическое изображение
сферических капель в нематическом жидком кристал-
ле (a), (b) и полусферических капель на плоской по-
верхности (c), (d). На поверхности сферических капель
расположены четыре топологических дефекта с заря-
дами S = +1/2 в вершинах тетраэдра (a) или два то-
пологических дефекта с зарядами S = +1 на полюсах
капли (b). (с) – Два дефекта у полусферической капли
на плоской поверхности. Каждый дефект соответству-
ет половине дефекта S = +1; планарные граничные
условия на плоской поверхности. (d) – Дефект S = +1 у
полусферической капли при гомеотропных граничных
условиях на плоской поверхности. Синими линиями по-
казана ориентация директора на поверхности капель

зарядами S = +1 (рис. 5b) [27]. То же справедливо
для поля молекулярного упорядочения на поверхно-
сти шара с планарными граничными условиями. В
случае, когда капли находятся на поверхности, мо-
гут существовать два дефекта, представляющие со-
бой половину дефектов с зарядом S = +1 каждый
(рис. 5c, планарные граничные условия на плоской
поверхности) или один дефект с зарядом S = +1

(рис. 5d, гомеотропные граничные условия на плос-
кой поверхности). На границе нематик–изотропная
жидкость в E7 реализуются конические граничные
условия [28, 29]: директор ориентируется под углом
порядка 35◦ к границе раздела. В нашем случае на-
блюдаются два топологических дефекта на полюсах
капель. Проекции директора на границу раздела со-
ответствуют топологическому дефекту S = +1 для
сферической капли и половине дефекта S = +1 для
полусферической капли на плоской поверхности. В
нашем эксперименте разрывы и образование дефек-

тов происходят последовательно в узких частях про-
долговатых капель. Дефекты в большой капле об-
разовались в местах, которые были широкими при
первичных разрывах. Топологические дефекты су-
ществуют в центральной и в сателлитных каплях,
например, в каплях на рис. 4d, e. Таким образом, по-
следовательно (каскадно) образуются не только кап-
ли, но и топологические дефекты.

Аналитические расчеты и численное моделирова-
ние (молекулярная динамика) [26] показывают, что
в случае жидкости в воздухе или в другой жид-
кости при каскаде уменьшение размера сателлит-
ных капель может приводить к образованию нано-
капель, кластеров из небольшого числа атомов или
молекул. То же самое справедливо для нематика в
воздухе или в другой жидкости. Однако мы изу-
чаем другую систему, канал изотропной жидкости
между областями нематика. Размер сателлитных ка-
пель не может быть меньше корреляционной дли-
ны ориентационного поверхностного упорядочения
нематика ξ (при слабом фазовом переходе изотроп-
ная жидкость–нематик эта величина типично поряд-
ка десятка нанометров). Этот масштаб является есте-
ственным пределом для размера изотропных капель
при каскаде с образованием сателлитных капель. Та-
ким образом, мы приходим к заключению, что для
нашей системы естественный минимальный размер
сателлитных капель порядка нескольких десятков
нанометров. Можно оценить также размер капель,
в которых образуются топологические дефекты [22].
Энергия, связанная со сцеплением директора на гра-
нице капель UanchR

2, упругая энергия порядка KR

(где Uanch – энергия сцепления, K – модуль Фран-
ка, а R – характерный размер). Для существования
топологических дефектов упругая энергия должна
быть меньше поверхностной энергии. Полагая K ∼
∼ 10−6 эрг/см, Uanch ∼ 10−2 эрг/см2 [22, 30], критиче-
ский размер капель R & 1мкм [22], что согласуется с
нашими наблюдениями. Таким образом, при каскаде
вначале должны перестать образовываться тополо-
гические дефекты на поверхности капель, а затем и
сателлитные капли.

Перейдем теперь к описанию динамики утоньше-
ния жидкого перешейка между областями нематика.
Результаты представлены на рис. 6, где приведена
временная зависимость ширины перешейка (в цен-
тре, по бокам и при образовании центральной кап-
ли). Полые кружки на рис. 6a – минимальная ши-
рина прослойки wmin в центре и в двух локальных
минимумах мостика вблизи его концов на конечном
этапе разрыва (кружки с крестиками). Сплошными
кружками показана ширина мостика в центре wmax,
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимость минимальной
ширины мостика wmin (полые и крестообразные сим-
волы) и максимальной ширины wmax при образовании
капли (сплошные символы) от времени разрыва мости-
ка. Полые и сплошные символы соответствуют ширине
в центре мостика, крестики – ширины на двух сторо-
нах от центра на конечной стадии утоньшения. (b) –
Данные в увеличенном масштабе. h = 40мкм

когда его ширина начинает увеличиваться с последу-
ющим образованием капли. На рисунке 6b приведе-
ны данные в увеличенном масштабе. Величины wmin

в двух локальных минимумах несколько отличаются
(кружки с крестиками) из-за некоторой асимметрии
формы модулированного мостика. Временная зави-
симость минимального радиуса rmin струи или мо-
стика между каплями различна в случаях, когда до-
минируют инерция или вязкость [1, 2]. В обоих случа-
ях перешеек разрывается за конечное время. В инер-
ционном режиме (число Онезорге мало) из соотно-

шения подобия следует rmin = AI

(

γ
ρ

)1/3

(tb − t)2/3,

где tb – момент разрыва, AI – безразмерный коэф-
фициент, AI ≈ 0.7 [1]. Величина коэффициента AI ,

полученная в численных расчетах, порядка 0.5–0.7
[2, 6, 31]. В случае, когда доминирует вязкость (чис-
ло Онезорге большое), степенная зависимость линей-
ная rmin = Aγ/µ(tb − t) [32, 33]. Эксперименты под-
твердили линейную зависимость при разрыве [34, 35].
Для случая равенства вязкости внутренней и внеш-
ней жидкости A ≈ 0.034 [17, 24, 36]. Используя для A
эту величину, из наших данных (рис. 6) следует, что
капиллярная скорость VC ≈ 3.2 · 10−4 м/с. Капил-
лярную скорость можно оценить из величин поверх-
ностного натяжения и вязкости [37–39]. Такой под-
ход дает VC ≈ 5 · 10−4 м/с. Учитывая, что вязкость
жидкого кристалла анизотропна (в пренебрежении
сжимаемостью жидкого кристалла имеются три раз-
личных коэффициента вязкости), и что использован-
ная теория не учитывает ориентирующего действия
поверхностей ячейки, можно считать согласие вели-
чин приемлемым. Отметим, что аналогичные явле-
ния можно ожидать в тонких пленках [40], сложных
жидкокристаллических структурах [41] и полимерах
[18, 42].

Заключение. Таким образом, нами исследован
разрыв тонких изотропных прослоек жидкости меж-
ду областями нематического жидкого кристалла.
Прослойки формировались в двухфазной области
при переходе изотропной жидкости в нематик. B
работе обнаружено образование топологических де-
фектов на границе раздела между двумя фазами
и вблизи поверхности сателлитных капель, образу-
ющихся при каскадном разрыве прослоек. Изуче-
на динамика, предшествующая разрыву, связанная
с нестабильностью формы перешейка.

Работа поддержана Российским научным
фондом, грант # 23-12-00200.
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Образец высокотемпературного сверхпроводника с множеством внутренних джозефсоновских пере-
ходов, образованных атомными слоями, представляет собой нелинейную систему с уникальными дина-
мическими свойствами. Внешнее магнитное поле проникает в образец в виде джозефсоновских вихрей,
которые при движении генерируют излучение. Показано, что обнаружить это излучение в монокристал-
ле Bi2+xSr2−xCuO6+δ (Bi2201) можно с помощью джозефсоновского перехода на микротрещине (break
junction) непосредственно внутри самого монокристалла.

DOI: 10.31857/S1234567823140100, EDN: gznzgb

Настоящая работа является продолжением ис-
следований динамики джозефсоновской вихревой
решетки в сверхпроводящем монокристалле в од-
нослойном высокотемпературном сверхпроводнике
Bi2+xSr2−xCuO6+δ (Bi2201) в высоких магнитных по-
лях [1, 2]. В работе [2] при измерении сопротив-
ления образца с током перпендикулярным сверх-
проводящим слоям (вдоль оси c) в магнитном по-
ле, направленном параллельно слоям (ab плоско-
стям), наблюдались периодические осцилляции со-
противления течению потока (СТП) джозефсонов-
ских вихрей. (Josephson-vortex flow resistance). В
настоящее время хорошо установлено, что образец
высокотемпературного сверхпроводника (ВТСП) с
множеством внутренних джозефсоновских перехо-
дов между сверхпроводящими слоями представляют
собой нелинейную систему с уникальными динамиче-
скими свойствами [3]. Магнитное поле создает внут-
ри образца ВТСП решетку джозефсоновских вихрей,
которая движется под действием тока больше кри-
тического Ic и при ее согласовании с одним из раз-
меров структуры возникают осцилляции СТП джо-
зефсоновских вихрей [4, 5]. В работе [2] были так-
же обнаружены и осцилляции падения напряжения
на образце вдоль оси c, индуцированного движени-
ем решетки джозефсоновских вихрей в магнитном
поле, даже при отсутствии тока вдоль оси c. Совпа-
дение особенностей осцилляций на зависимостях от

1)e-mail: vedeneevsi@lebedev.ru

магнитного поля сопротивления и напряжения сви-
детельствовало об одинаковой их природе.

В обычном джозефсоновском переходе в смешан-
ном состоянии электрическое и магнитное поля яв-
ляются периодическими функциями времени. Пери-
од осцилляций есть T = α/β, где α – период вихревой
решетки, а β – ее скорость. Частота осцилляций соот-
ветствует фундаментальному соотношению Джозеф-
сона ω = 2π/T = (2e/V̄ )/~ и определяется средним
значением напряжения на структуре V̄ . Здесь ~ есть
постоянная Планка, а e – заряд электрона [6].

Следует особо подчеркнуть, что джозефсонов-
ские вихри в образце ВТСП при движении генериру-
ют электромагнитное поле, которое частично транс-
формируется в излучение. Частота излучения опре-
деляется джозефсоновской частотой, зависящей от
приложенного напряжения и постоянного магнитно-
го поля [7–9]. В частности, сам образец ведет себя как
трехмерный внутренний резонатор электромагнит-
ных волн, который связывает переменные джозеф-
соновские токи, генерируемые в каждом переходе.
В резонансе джозефсоновские осцилляции возбуж-
дают мощную, почти стоячую волну, которая синхро-
низируют осцилляции во всем образце [10]. Магнит-
ное поле способствует сильному индуктивному вза-
имодействию между соседними джозефсоновскими
переходами.

Здесь можно отметить, что хотя вопрос о суще-
ствовании джозефсоновских вихрей и их динамики
в образцах ВТСП в магнитном поле начал рассмат-
риваться в начале 1970-х гг. [11], до сих пор он при-
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влекает внимание исследователей (см., например, ра-
боты [8, 12–14]. И связано это в некоторой степени
с возможностью получить когерентное ТГц излуче-
ние значительной мощности из внутренних джозеф-
соновских переходов в слоистом ВТСП (см., напри-
мер, [15]).

Поскольку джозефсоновские вихри в образце при
движении генерируют электромагнитное излучение
в среде с падением напряжения на образце, свя-
занное с течением потока вихрей, то естественно
представляло интерес попытаться зарегистрировать
это излучение непосредственно внутри образца. Ка-
жется, что наиболее простой способ сделать это
можно с помощью SIS (сверхпроводник-изолятор-
сверхпроводник) джозефсоновского туннельного пе-
рехода на микротрещине (break junction) внутри са-
мого монокристалла. Имеется целый ряд статей, сви-
детельствующих о том, что break junction является
одной из лучших туннельных систем (см., например,
ссылки в работе [16]). Дополнительное подтвержде-
ние этому вместе с описанием используемой экспери-
ментальной установки приведено в работе [17].

При изменении падения напряжения на образце с
break junction с изменением магнитного поля, можно
ожидать смешение двух излучений – джозефсонов-
ского излучения самого break junction, частота кото-
рого зависит от магнитного поля, и излучения, вы-
званного движением вихрей. Тогда, разность фаз па-
раметров порядка (мера корреляции сверхпроводя-
щих пар) с обеих сторон микротрещины будет опре-
деляться соотношением Джозефсона с напряжением
зависящем от времени ∂ϕ/∂t = 2eV (t)/~ [18].

Однако в данном случае туннельный ток в образ-
це должен протекать вдоль ab плоскости. Попытка
обнаружить периодические осцилляции СТП джо-
зефсоновских вихрей в образце Bi2201 вдоль ab плос-
кости в параллельном магнитном поле не увенчалась
успехом [1]. Сопротивление образца плавно возрас-
тало с увеличением поля, поскольку увеличивалось
лишь число вихрей. В тоже время, согласно выво-
дам работы [19] в наклонных высоких магнитных
полях при малых углах между направлением поля
и ab плоскостью из-за притягательного взаимодей-
ствия джозефсоновских вихрей и вихрей Абрикосо-
ва в образце вдоль оси c образуется зигзагообразная
вихревая структура. В этом случае можно ожидать
серию максимумов плазменной частоты2) и крити-

2)Напряжение, обусловленное течением потока вихрей, со-
здает осциллирующий ток из-за эффекта Джозефсона, кото-
рый внутри слоистых сверхпроводников относительно боль-
ших размеров возбуждает джозефсоновские плазменные вол-
ны [7].

ческого тока Джозефсона при углах, для которых
решетка вихрей Абрикосова находится в резонансе
с решеткой джозефсоновских вихрей. Частота джо-
зефсоновской плазменной волны при резонансе зави-
сит от анизотропии и колеблется в широких пределах
для различных ВТСП соединений от нескольких со-
тен ГГц до нескольких ТГц [20]. И действительно, в
монокристалле Bi2201 при температурах ниже тем-
пературы сверхпроводящего перехода (Tc) были об-
наружены периодические осцилляции СТП джозеф-
соновских вихрей в наклонных магнитных полях [1].
Максимальная амплитуда осцилляций достигалась
при угле θ = 4◦ между направлением поля и ab плос-
костью образца.

Ниже представлены результаты экспериментов,
которые были выполнены в наклонных высоких маг-
нитных полях с образцом Bi2201 с указанной вы-
ше целью. Измерения проводились в Лаборатории
Высоких Магнитных Полей в Гренобле (Франция).
Процесс роста высококачественных монокристаллов
Bi2201 и их характеристики были подробно описа-
ны ранее [21]. При измерении сопротивления образ-
ца использовался стандартный четырех-контактный
метод с симметричным расположением низкоомных
контактов на обеих ab поверхностях образца (геомет-
рия токовых и потенциальных контактов схематиче-
ски показана на нижней вставке к рис. 1). В экспери-
ментах ток через образец пропускался в ab плоско-
сти. Всегда использовалась конфигурация с B ⊥ J .
Методика измерения сопротивлений образцов в ре-
зистивном магните также описана в работе [21]. В
экспериментальной установке образец мог вращать-
ся in situ относительно направления магнитного по-
ля с угловым разрешением лучше 0.1◦. Ориентация
θ = 0◦ определялась по наименьшей величине сопро-
тивления при фиксированной температуре. Размеры
монокристалла (l×w× d) составляли приблизитель-
но 3мм× 0.3 мм× 2 мкм. Tc образца в нулевом поле,
определенная точками 10 и 90 % сверхпроводящего
перехода, составляла 7.2−9.3К. Образец с контакта-
ми закреплялся на гибкой подложке. В жидком ге-
лии с помощью прецизионного механизма подложка
изгибалась и в монокристалле образовывалась мик-
ротрещина по ранее сделанному надрезу. В результа-
те создавался симметричный SIS break junction. В та-
кой структуре туннельный ток течет вдоль ab плос-
костей (см. [22] и ссылки там).

Так как результаты измерения сопротивления об-
разца с break junction показали не совсем обыч-
ное поведение для сверхпроводника в магнитном
поле, по-видимому, целесообразно сначала обсудить
его характеристики в нулевом поле, которые при-
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Рис. 1. I−V характеристика и одновременно измерен-
ная туннельная проводимость dI/dV как функция на-
пряжения смещения V для break junction, созданного
на основе монокристалла Bi2201, при T = 5K. На верх-
ней вставке приведена начальная часть температурной
зависимости сопротивления этого образца в ab плос-
кости при B = 0Тл до создания микротрещины. На
нижней вставке схематически показана геометрия об-
разца с микротрещиной, токовыми и потенциальными
контактами

ведены на рис. 1. Видно, что вольтамперная (I−V )
характеристика и дифференциальная проводимость
dI/dV (V ) структуры являются типичными для SIS
break junction на основе образца Bi2201 с резким
пиком проводимости при напряжении около 2∆/e,
где 2∆ – сверхпроводящая энергетическая щель
(2∆/kBTc ≃ 7), которая близка к значениям, изме-
ренным ранее [23, 24]. На верхней вставке показана
начальная часть температурной зависимости сопро-
тивления этого образца в ab плоскости при B = 0Тл
до создания микротрещины.

Величину критического тока Джозефсона Ic при
нулевом магнитном поле на I−V характеристике сле-
дует обсудить подробнее. Как известно, произведе-
ние критического тока Джозефсона и сопротивле-
ния в нормальном состоянии RN пропорциональ-
но сверхпроводящей энергетической щели (IcRN ∝
2∆) [25, 26]. Величина этого произведения важна, так
как ею определяется рабочая частота джозефсонов-
ских устройств перспективных в приложениях. Од-
нако почти все джозефсоновские переходы, изготов-
ленные на основе ВТСП, показывали значения IcRN

намного меньшие, чем предсказывала теория, неза-
висимо от использованного соединения [27]. Расхож-
дение наблюдается и в настоящем случае, согласно

рис. 1 произведение IcRN ≈ 3 мВ, что вдвое меньше
величины 2∆/e.

Эффект Джозефсона относится к “слабой сверх-
проводимости” и естественно возникает вопрос о со-
хранении его свойств в высоких магнитных полях.
В работе [17] было показано, что критический ток в
образце с break junction (величиной ≃ 150мкА) мо-
нотонно убывает с ростом магнитного поля. Напри-
мер, в поле 9 Тл величина Ic уменьшалась лишь на
25 % своего первоначального значения. Причем зави-
симость Ic от магнитного поля хорошо аппроксими-
руются выражением Ic ∝ ln(B). Кроме того, цити-
руемые измерения были проведены в полях, парал-
лельных ab плоскости образца и при температурах, в
которых верхнее критическое поле Bi2201 составляет
25−30Тл [28].

При измерении сопротивления образца вдоль ab

плоскостей в точно ориентированном параллельном
магнитном поле оно лишь плавно возрастало с уве-
личением поля без каких-либо осцилляций. В то же
время в наклонных магнитных полях при температу-
рах ниже Tc с ростом магнитного поля наблюдались
осцилляции сопротивления с максимальной ампли-
тудой при угле θ = 4◦ между направлением поля и
ab плоскостью образца, как и ранее в работе [1].

Ввиду того, что целью настоящей работы бы-
ло изучение влияния зависящего от времени паде-
ния напряжения на сопротивление образца с break
junction, магнитосопротивление в экспериментах из-
мерялось при разных скоростях развертки магнит-
ного поля dB/dt. Неожиданно вид осцилляций и их
период оказались зависимыми от скорости разверт-
ки. На рисунке 2 показана измеренная зависимость

Рис. 2. Зависимость сопротивления течению потока
джозефсоновских вихрей от магнитного поля при угле
θ = 4◦ между направлением поля и ab плоскостью об-
разца с break junction при разных скоростях развертки
магнитного поля (указаны в верхней части рисунка)
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СТП джозефсоновских вихрей от магнитного поля
при угле θ = 4◦ между направлением поля и ab плос-
костью образца, но при разных скоростях развертки
магнитного поля. Как указано в верхней части рис. 2,
во время записи этих данных скорость развертки ме-
нялась через определенные промежутки времени. Из
рисунка 2 видно, что при dB/dt = 0.25Тл/мин пе-
риод осцилляций ∆B ≈ 1.9Тл. Температура в этом
случае была близка к величине, при которой сопро-
тивление образца достигало приблизительно 50 % от
его значения в нормальном состоянии. Размеры ис-
следуемых образцов в настоящей работе и работе [2]
были очень близкими и скорости развертки магнит-
ного поля были одинаковыми, поэтому периоды этих
осцилляций в обеих работах совпали.

В экспериментах было измерено несколько зави-
симостей сопротивления от магнитного поля с посто-
янной, но каждый раз различной скоростью разверт-
ки и при разных температурах. Отдельные участ-
ки этих зависимостей с осцилляциями показаны в
увеличенном масштабе на рис. 3. Справа для каж-
дой кривой приведены скорости развертки магнит-
ного поля, при которых они были записаны. Как вид-
но из рис. 2 и 3, частота осцилляций сопротивления
различная при разных скоростях развертки магнит-
ного поля, а с увеличением ее скорости появляют-
ся и биения частот. Для более точного определения
периода осцилляций Bp выполнялся фурье-анализ
результатов данных измерений. В качестве приме-
ра, на рис. 4 (основная панель) представлена одна
из экспериментальных зависимостей СТП джозеф-
соновских вихрей, измеренная при угле θ = 4◦ и ско-
рости развертки магнитного поля 0.5Тл/мин, вместе
с результатами фурье-анализа осцилляций (рис. 4,
вставки а и b), T = 7, 5K. В полях до 6Тл период
осцилляций составляет приблизительно 0.09Тл, ко-
торому соответствует только одна частота 11Тл−1

(рис. 4, вставка a). При дальнейшем увеличении маг-
нитного поля появляются биения двух близких час-
тот ω1 = 11.2Тл−1 и ω2 = 12.2Тл−1 (рис. 4, встав-
ка b), которым отвечают два периода Bp равные
примерно 0.089 и 0.082Тл. Резкие основные пики на
вставках рис. 4 указывают на то, что период осцил-
ляций достаточно постоянен в указанных диапазонах
полей. Небольшие максимумы на вставке b, вблизи
основных пиков относятся к гармоникам основных
частот, так как осцилляции, по-видимому, не совсем
синусоидальные.

При низких температурах до 7К и при разных
скоростях развертки магнитного поля наблюдались
только простые осцилляции с разными периодами,
но без каких-либо биений. При температурах выше

Рис. 3. Увеличенные области отдельных участков ос-
цилляций, измеренных при указанных справа скоро-
стях развертки магнитного поля. T = 8.5К

8К на зависимостях сопротивления от магнитного
поля были одни биения. Их периоды, например, при
скоростях развертки 0.5 и 0.8Тл/мин составляли 1

и 0.5Тл, соответственно (рис. 2). (Из-за шумов в на-
чальных областях спектров на вставках к рис. 4 не
удалось обнаружить малые частоты, соответствую-
щие этим периодам.) Наконец, периоды простых ос-
цилляций и их биений не зависели от температуры.
Следует подчеркнуть, что после хранения образца в
жидком гелии в течение суток сопротивление break
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Рис. 4. Одна из зависимостей сопротивления течению
потока джозефсоновских вихрей от магнитного поля,
измеренная при угле θ = 4◦ между направлением поля
и ab плоскостью образца с break junction со скоростью
развертки магнитного поля 0.5Тл/мин. На вставках a
и b показаны спектральные плотности мощности для
осцилляций в начальной и основной частях сопротив-
ления, соответственно, T = 7.5K

junction незначительно изменилось, но все осцилля-
ции и их периоды сохранились.

На рисунке 5 приведены периоды осцилляций со-
противления Bp, измеренные при шести скоростях
развертки магнитного поля без учета периодов ос-
цилляций внутри биений. Несмотря на разброс дан-
ных, можно полагать, что зависимость периода ос-
цилляций СТП джозефсоновских вихрей линейная.
Тем самым эксперименты показали, что период ос-
цилляций зависит как от величины, так и от скоро-
сти развертки магнитного поля.

Для объяснения полученных результатов следует
заметить, что ab вольт-амперные характеристики мо-
нокристаллов Bi2201 в параллельных магнитных по-
лях ниже резистивного верхнего критического маг-
нитного поля и для токов выше Ic подчиняются сте-
пенному закону с плавным изменением показателя
степени с ростом магнитного поля [1]. Например, при
токе 5мА в ab плоскости образца, аналогичного ис-
следованному в настоящих экспериментах, с увели-
чением магнитного поля до 20Тл падение напряже-
ния на нем увеличивалось от 0 до 2мВ. Перестроив
I−V характеристику из рис. 1 в Rab(V ) зависимость,
можно найти из данных на рис. 4, что падение напря-
жения на образце, например, в поле 10Тл составляет
490мкВ. Тогда используя соотношение Джозефсона
ω = 2eV/~ [6], нетрудно оценить частоту излучения,
вызванного движением джозефсоновских вихрей, и
которое регистрирует break junction при указанном

Рис. 5. Периоды осцилляций сопротивления Bp, изме-
ренные при шести скоростях развертки магнитного по-
ля (без учета периодов осцилляций внутри биений)

Рис. 6. Туннельная проводимость dI/dV как функ-
ция напряжения смещения V для обычного джозефсо-
новского перехода с осцилляциями, индуцированными
внешним СВЧ излучением с частотой 9.6 ГГц. Период
осцилляций составляет ≈ 20 мкВ [32]

напряжении. Она должна равняться приблизитель-
но 0.43ТГц. Это частота попадает в предполагае-
мую область частот излучений различными образца-
ми ВТСП (см. [29] и ссылки там). Изменение периода
осцилляций СТП джозефсоновских вихрей с изме-
нением скорости развертки магнитного поля, скорее
всего, связано как с изменением периода вихревой
решетки и ее скорости, так и с изменением самой ре-
шетки (см. [30, 31] и ссылки там). Чтобы убедиться
в том, что рис. 2–4 действительно отражают смеше-
ние в break junction частоты джозефсоновского излу-
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чения с частотой излучения, вызванного движением
вихрей, на рис. 6 в качестве примера показан резуль-
тат регистрации обычным джозефсоновским контак-
том внешнего СВЧ излучения с частотой 9.6ГГц [32].
Как и на рис. 2–4, настоящей работы, на рис. 6 видны
и простые осцилляции и их биения.

В итоге, периодические осцилляции СТП джо-
зефсоновских вихрей образца Bi2201 связаны с дви-
жением этих вихрей в магнитном поле. При движе-
нии в образце вихри генерирует электромагнитное
поле, которое частично превращается в излучение.
Показана возможность регистрации этого излучения
непосредственно внутри образца с помощью смеше-
ния двух излучений – излучения джозефсоновского
break junction, частота которого зависит от магнит-
ного поля и напряжения, и излучения, вызванного
движущимися джозефсоновскими вихрями.
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Мы детально рассматриваем ряд двухчастичных примеров pq-дуальности Рудженаарса и строим
дуальные гамильтонианы. Специальный интерес представляет модель синус-Гордона.
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1. Введение. Понятие pq-дуальности бы-
ло введено С. Рудженаарсом [1] при описании
многочастичных систем семейства Калоджеро–
Рудженаарса. Позднее эта дуальность применялась
в теории Зайберга–Виттена для построения дважды
эллиптических систем, описывающих низкоэнерге-
тический предел шестимерной суперсимметричной
калибровочной теории, содержащей материю в при-
соединенном представлении [2, 3]. На самом деле,
дважды эллиптические системы были построены
только в простейшем случае систем с одной степе-
нью свободы, а вопрос построения N -частничных
систем до сих пор остается открытым.

Позднее в [4] был сформулирован более общий
подход к pq-дуальности, который позволяет работать
с ней как с любой интегрируемой N -частичной систе-
мой. Однако до настоящего момента имеется только
очень ограниченный набор примеров дуальных си-
стем. В этом письме мы расширим этот набор. На-
чав в качестве разминки с хорошо известного при-
мера тригонометрической системы Рудженаарса, где
дуальность, собственно, и была впервые обнаружена
С. Рудженаарсом [1] (хотя и совершенно другим спо-
собом), мы далее изучим случай двухчастичной це-
почки Тоды, как непериодической (система Лиувил-
ля), так и периодической (система синус-Гордона).
Этот последний случай особо интересен, поскольку
мы до сих пор не знаем гамильтонианы систем, ду-
альных эллиптическим системам Калоджеро и Руд-
женаарса, а периодическая система Тоды обладает
скрытой эллиптичностью и получается из эллипти-
ческой системы Калоджеро в иноземцевском преде-
ле [5]. Эта скрытая эллиптичность проявляет себя

1)e-mail: zolya_zakirova@mail.ru;
vladislavlunev138@gmail.com; nichegoloch567@gmail.com

в дуальном тодовском гамильтониане, который за-
дается эллиптической функцией Якоби, причем эл-
липтический модуль зависит от координат системы.
Поскольку периодическая система Тоды проще, чем
эллиптическая модель Калоджеро, вероятно, в этом
случае будет проще получить дуальные гамильтони-
аны и с числом частиц N > 2.

Подчеркнем, что построение N -частичных два-
жды эллиптических систем является совершенно
нетривиальной задачей. Конечно, можно построить
систему, в которой как импульсы, так и координа-
ты будут лежать на торе, однако дважды эллипти-
ческая система, по определению [2], самодуальна – и
самодуальность является тем самым крайне нетри-
виальным свойством. Как пример, можно указать
двухчастичную систему, предложенную Х. Браденом
и Т. Холловудом [6], которая была позднее обоб-
щена на N -частичную систему П. Коротеевым и
Ш. Шакировым [7]. Эта система эллиптична как по
импульсам, так и по координатам, но не самодуаль-
на. Более того, как было показано в [8], эта система
(на квантовом уровне) не отвечает правильному пре-
образованию дуальности даже в случае, когда одна
из эллиптичностей вырождена: для получения пра-
вильного дуального гамильтониана требуется проде-
лать некоторое дополнительное преобразование. Это
не должно вызывать удивление – гамильтониан да-
же двухчастичной самодуальной системы [2] гораздо
сложнее гамильтониана, предложенного в [6, 7].

В данной заметке мы рассматриваем только
случай классической дуальности, хотя квантовая pq-
дуальность даже естественнее, и, возможно, лучше
начинать с квантового случая, переходя к класси-
ческой pq-дуальности в квазиклассическом пределе.
Тем не менее, классический случай сам по себе также
преставляет ценность.
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2. Преобразование дуальности в системах с
одной степенью свободы. Мы начнем с объясне-
ния того, что такое pq-дуальность. Дуальность, по
определению, это отображение из набора гамильто-
нианов Hi(p, q|g), где g – константа связи, в набор ду-
альных гамильтонианов HD

i (p, q|g) заданный следу-
ющим антиканоническим преобразованием перемен-
ных {pi, qi} → {Pi, Qi}:











Hi(pi, qi|g) = H
(0)
i (Qi)

∑

i dpi ∧ dqi = −∑i dPi ∧ dQi

(1)

и мы рассматриваем интегрируемую систему со свой-
ством Hi(p, q; 0) = H

(0)
i (p). Это определение означа-

ет, что гамильтонианы H
(0)
i (Qi) описывают свобод-

ную систему. В этом определении имеется произвол –
например, можно добавить к Pi произвольные функ-
ции Qi.

Тогда набор дуальных гамильтонианов определен
как

HD
i (Pi, Qi|g) = H

D,(0)
i (qi). (2)

Не очень существенно, как выбрать HD,(0)
i , посколь-

ку функции гамильтонианов остаются гамильтониа-
нами, однако их надо выбрать так, чтобы HD

i были
хорошо определенными (однозначными) функциями
на симплектическом многобразии.

Если дуальные гамильтонианы могут быть
выбраны совпадающими с первоначальными,
система называется самодуальной. Требование ан-

тиканоничности преобразования {pi, qi} → {Pi, Qi}
возникает потому, что при g = 0 гамильтониан сво-
бодной системы H

(0)
i (pi) равен H

(0)
i (Qi), т.е. pi = Qi.

Можно, конечно, определить новую координату
каноническим преобразованием, переставив Qi и
Pi, но тогда система Рудженаарса перестает быть
самодуальной.

В качестве простого примера рассмотрим гамиль-
тониан (это называется рациональной моделью Ка-
лоджеро)

H(p, q; g) =
p2

2
+

g

2q2
(3)

и

H0(p) =
p2

2
. (4)

Введем теперь новые переменные P , Q такие, что

H(p, q; g) = H0(Q). (5)

Преобразование (p, q) −→ (P,Q), по определению,
антиканоническое. Поэтому имеется два условия на

две новые переменные P и Q. На самом деле, антика-
нонической преобразование определено неоднознач-
но – к P можно добавить произвольную функцию
Q.

В этих новых переменных можно ввести новый
свободный гамильтониан HD

0 , зависящий только от
q, и определить HD, называемый дуальным гамиль-
тонианом:

HD(P,Q; g) := HD
0 (q). (6)

К примеру, для гамильтониана (3) и уравнения (5),
антиканоническое преобразование с простейшим вы-
бором переменной P дает

Q2 = p2 +
g

q2
, P 2 = q2 − g

Q2
.

Действительно, скобка Пуассона

{P,Q} =
∂P

∂p
· ∂Q
∂q

− ∂Q

∂p
· ∂P
∂q

=

= − g2

(p2q2 + g)2
− p2q2q(2g + p2q2)

(p2q2 + g)2
= −1, (8)

как и должно быть для антиканонического преобра-

зования. Выберем теперь HD
0 (q) = q2

2 и заметим, что

HD(P,Q) =
P 2

2
+

g

2Q2
= H(P,Q). (9)

Таким образом, у нас имеется самодуальный гамиль-
тониан, и система самодуальна.

Простейший способ иметь дело с антиканониче-
ским преобразованием – переписать его в виде

dP ∧ dQ = −dp ∧ dq. (10)

Тогда из (5)

∂H0(Q)

∂Q
dQ =

∂H(p, q; g)

∂p
dp+

∂H(p, q; g)

∂q
dq (11)

и из (6)

∂HD
0 (q)

∂q
dq =

∂HD(P,Q; g)

∂P
dP +

∂HD(P,Q; g)

∂Q
dQ.

(12)
Умножая левую часть (11) на правую часть (12) и
наоборот и используя, что dQ ∧ dQ = dP ∧ dP = 0,
получим

∂H0(Q)

∂Q
· ∂H

D(P,Q; g)

∂P
=
∂HD

0 (q)

∂q
· ∂H(p, q; g)

∂p
. (13)

Это уравнение вместе с (5) и (6) дает три уравнения
на три неизвестных переменных P , Q и HD(P,Q; q).
Однако любое решение этих уравнений допускает до-
бавление произвольной функции Q к P .
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3. Тригонометрическая система Руджена-
арса. В качестве менее тривиального примера рас-
смотрим двухчастичную гиперболическую систему
Рудженаарса. С этого момента мы работаем в си-
стеме центра масс с взаимодействующими гамиль-
тонианами, зависящими только от разностей коор-
динат. Поэтому в двухчастичном случае можно вы-
брать p = p1 = −p2 и q = q1 − q2, и гамильтониан
системы Рудженаарса принимает вид

H =
sinh(q + g)

sinh q
ep +

sinh(q − g)

sinh q
e−p,

HD
0 (q) = 2 cosh q. (14)

В этом случае H(p, q; 0) = H0(p) = ep + e−p, тогда
H0(Q) = eQ + e−Q = 2 coshQ. Из (5) получается

2 coshQ =
sinh(q + g)

sinh q
ep +

sinh(q − g)

sinh q
e−p.

Напишем уравнение (13), учтяHD(P,Q; g) = 2 cosh q:

sinhQ · ∂H
D(P,Q; g)

∂P
= sinh q · ∂H(p, q; g)

∂p
. (15)

Заметим, что

(∂H

∂p

)2

−H2 = 4 · sinh(q + g) sinh(q − g)

sinh2 q
.

Тогда уравнение (15) принимает вид

sinhQ · ∂H
D

∂P
=

√

H2 sinh2 q − 4 sinh(q + g) sinh(q − g)

с ветвью квадратного корня, выбранной подходящим
образом.

Это уравнение после преобразований переписы-
вается как интеграл

∫ HD

dz√
z2 − k2

= P, k2 = 4 · sinh
2Q− sinh2 g

sinh2Q
.

Производя интегрирование, находим

P = ln |HD +
√

(HD)2 − k2|, (16)

и можно добавлять произвольную функцию Q к P .
Из (16) можно получить

2HD = eP + k2e−P

и, переписывая k2 как

k2 = 4 · sinh(Q+ g) sinh(Q− g)

sinh2Q

и делая сдвижку P → P+ln 2 sinh(Q+g)
sinhQ , окончательно

получаем

HD =
sinh(Q+ g)

sinhQ
eP +

sinh(Q − g)

sinhQ
e−P . (17)

Таким образом, формулы (14) и (17) воспроизводят
знаменитый результат С. Рудженаарса [1], что гипер-
болическая система Рудженаарса самодуальна.

4. Непериодическая цепочка Тоды. Рассмот-
рим теперь новый пример дуальных систем – непери-
одическую цепочку Тоды, которая в двухчастичном
случае задается гамильтонианом

H(p, q; g) =
p2

2
+ geq, HD

0 (q) = eq. (18)

Когда g = 0, гамильтониан свободной системы

H(p, q; 0) = H0(p) = p2

2 , т.е. H0(Q) = Q2

2 . Тогда из
(5)

Q2 = p2 + 2geq. (19)

В соответствии с формулой (6), дуальный гамильто-
ниан HD(P,Q; g) = eq, и из (13) получается

Q · ∂H
D(P,Q; g)

∂P
= peq

или

Q · ∂H
D

∂P
= HD ·

√

Q2 − 2gHD

опять с подходящим выбором ветви корня.
Интегрируя это уравнение с подходящим образом

подобранной функцией Q, получаем

P = ln
Q−

√

Q2 − 2gHD

Q+
√

Q2 − 2gHD
. (20)

Следовательно, дуальный гамильтониан

HD =
Q2

2g cosh2(P/2)
. (21)

Переменная P в терминах переменных p, q:

P = ln

√

p2 + 2geq − p
√

p2 + 2geq + p
. (22)

Используя формулы (19), (22), можно проверить, что
скобка Пуассона

{P,Q} = − 2geq

p2 + 2geq
+

gpeq

p2 + 2geq
×

×
( 1
√

p2 + 2geq + p
− 1
√

p2 + 2geq + p

)

=

= −2geq + p2

p2 + 2geq
= −1.
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5. Периодическая цепочка Тоды. Наконец,
рассмотрим наиболее интересный пример периоди-
ческой цепочки Тоды. Двухчастичный гамильтониан
имеет вид

H(p, q; g) =
p2

2
+ g2 cosh2 q, HD

0 (q) = cosh q. (23)

Следовательно, H(p, q; 0) = H0(p) = p2

2 , отсюда

H0(Q) = Q2

2 и из (5)

Q2 = p2 + 2g2 cosh2 q. (24)

Уравнение (13) имеет вид

Q · ∂H
D(P,Q; g)

∂P
= p sinh q

или

Q · ∂H
D

∂P
=
√

Q2 − 2g2(HD)2 ·
√

(HD)2 − 1.

Здесь cosh q = HD, и нужно быть аккуратным с дву-

мя ветвями корней. Отсюда получается интеграл

∫ HD

dz
√

Q2 − 2g2z2 ·
√
z2 − 1

=
P

Q
.

Он может быть переписан в виде

∫ HD

dz√
1− k2z2 ·

√
1− z2

= iP , k2 =
2g2

Q2
.

После замены переменных z = sin t получается инте-
грал

∫ arcsinHD

0

dt
√

1− k2 sin2 t
= iP ,

который является эллиптическим интегралом, и
мы фиксируем произвольную функцию Q, выбирая
нижний предел интеграла. Теперь легко получить
формулу для дуального гамильтониана HD в виде
функции Якоби sn(x|k), где k – эллиптический
модуль [9]:

HD = sn
(

iP
∣

∣

∣

√
2gQ−1

)

.

Удивительная черта этого дуального гамильтониа-
на – появление эллиптической функции, несмотря на
то, что гамильтониан Тоды (23) не содержит никакой
эллиптичности. Более того, эллиптический модуль в
HD динамический, т.е. зависит от координаты. При-
чиной является то, что периодическая цепочка Тоды
получается в иноземцевском пределе из эллиптиче-
ской модели Калоджеро [5], и гамильтониан, дуаль-
ный эллиптической модели Калоджеро, также зави-
сит от динамического эллиптического модуля [2].

Еще раз подчеркнем важность этого примера, по-
скольку он ухватывает основные черты эллиптиче-
ской модели Калоджеро (дуальный гамильтониан яв-
ляется функцией Якоби с динамическим эллиптиче-
ским модулем [2]), но много проще. Это открывает
возможность построения дуальных гамильтонианов,
обладающих основными чертами эллиптического ка-
лоджеровского случая, с числом частиц N > 2.

Мы благодарны А. Миронову за ценные обсужде-
ния.

Эта работа была поддержана Российским науч-
ным фондом (грант # 23-41-00049).
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Мы изучаем резонансы при рассеянии акустических волн клеточной мембраной. В связи с тем, что
мы имеем дело только с этим явлением, мы используем простейшую модель мембраны как потенциала,
сосредоточенного на поверхности. Получена асимптотика функции Грина с особенностью на поверхно-
сти. Исследовано влияние кривизны поверхности на резонансы. Обсуждается применение полученного
результата для объяснения избирательного разрушения мембран раковых клеток в ультразвуковом по-
ле.
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1. Вступление. Это исследование мотивировано
биофизическими проблемами, связанными со сравне-
нием мембран нормальных и раковых клеток. Мем-
брана является важной разделительной структурой
в эукариотических клетках. Хотя мембрана тонкая
(7–8 мкм), она имеет сложную структуру, состоит из
липидного бислоя, в состав которого входят белко-
вые молекулы [1]. Мембрана играет защитную роль,
разделяя внутреннюю часть клетки и окружающую
среду, а также выполняет транспортную функцию.
Существуют различные модели клеточных мембран
(см., например, [1–6]). Одной из наиболее часто ис-
пользуемых модельных мембранных систем являет-
ся мультиламеллярная липосома [7]. Она состоит из
множества концентрических слоев липидного двой-
ного слоя, напоминающего в поперечном сечении лу-
ковицу. Мембранные модельные системы широко ис-
пользовались для выявления свойств липидов в мем-
бранах. В настоящей работе мы изучаем только один
аспект проблемы: воздействие ультразвука на кле-
точную мембрану. Исследование было мотивировано
экспериментальной работой [8], связанной с разру-
шением клеток акустическим полем. Было известно,
что клеточная мембрана меняет свои свойства в уль-
тразвуковом поле [9]. Авторы [8] выявили интересное
явление, связанное с внедрением наночастиц в клет-
ку. Они показали, что интенсивное ультразвуковое
излучение приводит к разрушению раковых и нор-
мальных клеток, в результате чего выживает около
65 % клеток обоих типов. С другой стороны, добавле-

1)e-mail: popov1955@gmail.com;
tatiana.yurova@metalab.ifmo.ru

ние наночастиц золота приводит к тому, что из нор-
мальных клеток выжили 60 %, а из раковых - 30 %,
т.е. мембраны раковых клеток разрушаются быстрее.
Это открывает путь селективного разрушения рако-
вых клеток. Для успешного технологического при-
менения необходимо понять поведение клетки в аку-
стическом поле. Однако на данный момент нет теоре-
тического объяснения и математической модели на-
блюдаемых явлений. В этой статье мы представляем
математическую основу модели. Начнем с известно-
го факта, что раковая клетка имеет неровную гра-
ницу в отличие от нормальной клетки, которая име-
ет гладкую границу. Если на клетку воздействовать
ультразвуковым полем, то внедренные наночастицы
играют роль точечных источников для акустическо-
го поля. Для выяснения их влияния следует иссле-
довать функцию Грина (т.е. поле точечного источни-
ка) для задачи, точнее, асимптотику функции Грина
вблизи точечного источника. Это тема нашей статьи.
Нас интересуют только акустические явления. Имен-
но поэтому мы рассматриваем простейшую модель
клеточной мембраны – потенциал, сосредоточенный
на поверхности. Точнее, мы имеем дело с оператором
Лапласа, возмущенным потенциалом с носителем на
поверхности. Такие операторы широко исследуются
в последнее время [10–19]. Нас интересует влияние
точечного источника, расположенного на поверхно-
сти, на рассеяние плоской волны. Точнее, вопрос: из-
менится ли ситуация, если кривизна поверхности в
точке вблизи источника стала больше? Для ответа на
вопрос найдем асимптотику функции Грина вблизи
точки источника. Следующим шагом является иссле-
дование резонансов для задачи рассеяния. Мы изу-
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чаем влияние кривизны границы на положение резо-
нансов на комплексной плоскости, влияющее на ло-
кальное усиление акустического поля.

2. Асимптотика функции Грина. Пусть Ω –
ограниченная область, Ω = {x : Φ(x) < 0}, с гладкой
границей Γ ∈ Cβ , β > 3, Φ ∈ Cβ . Мы рассматриваем
оператор Лапласа в L2(R

3), возмущенный потенци-
алом, сосредоточенным на Γ (т.е. с полупрозрачной
границей Ω). Таким образом, область определения
оператора состоит из функций из пространства Со-
болева W 2

2 (R
3), удовлетворяющих следующему гра-

ничному условию на Γ:

v|Γ+
= v|Γ−

,

∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αv|Γ−
,

(1)

где α – некоторый вещественный параметр. Этот
оператор самосопряжен. Чтобы ввести точечное вза-
имодействие, являющееся моделью наночастицы в
точке x0, мы используем стандартную процедуру
“сужения–расширения” (см., например, [20–22]). А
именно, мы сужаем исходный оператор на множе-
ство гладких функций, обращающихся в нуль в точке
x0. Замыкание этого оператора есть симметрический
оператор с индексами дефекта (1, 1). Функция Гри-
на исходного самосопряженного оператора с особен-
ностью в точке x0 играет роль дефектного элемен-
та. Самосопряженное расширение суженного опера-
тора дает нам модельный оператор, описывающий
точечное взаимодействие (потенциал нулевого ради-
уса). Расширение неединственно. Его выбор реаль-
но означает, что фиксируется значение логарифми-
ческой производной волновой функции, умноженной
на радиальную координату r, по r [20, 23]. В резуль-
тате приходим к явно решаемой модели, позволяю-
щей получить решение задачи рассеяния в явном ви-
де:

Ψ(x) = ψ(x) + aG(x, x0, k), (2)

где ψ(x) – решение задачи рассеяния без точечно-
го возмущения. При прочих равных условиях имен-
но функция Грина дает эффект присутствия нано-
частицы. Соответственно, необходимо изучить пове-
дение функции Грина около точки x0 для раковой и
нормальной клеток, т.е. асимптотики функции Гри-
на в окрестности x0 в случаях большой и малой кри-
визн поверхности в точке x0. Рассмотрим эту задачу.

Функция Грина G (x, x0, k) с особенностью в точ-
ке x0 ∈ Γ = ∂Ω имеет следующий вид:

G (x, x0, k) = (4π |x− x0|)−1
eik|x−x0| +

+ v (x, x0, k) , (3)

где v (x, x0, k) – решение следующей краевой задачи

∆v + k2v = 0

∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αv + α
eik |x−x0|

4π |x− x0|
.

(4)

Функцию v (x, x0, k) ищем как потенциал просто-
го слоя

v (x, x0, k) =

=

∫

Γ

ρ (s, x0) (4π|x− s|)−1 exp(ik|x− s|)ds. (5)

Учитывая вид предельного значения нормальной
производной потенциала простого слоя на границе,
преобразуем граничное условие для функции v (14)
к следующему интегральному уравнению для функ-
ции ρ (x, x0)

ρ (x, x0) +

∫

Γ

ρ (s, x0)

((

ik − 1
|x−s|

)

cos (nx, x− s)− α
)

eik|x−s|

8π2|x−s|ds = α
eik|x−x0|

8π2 |x− x0|
, x ∈ Γ.

(6)

Чтобы найти главный член асимптотики функ-
ции Грина, мы решаем уравнение (6) методом ите-
раций. Оценка показывает, что поверхностный ин-
теграл имеет следующее асимптотическое поведение
при |x− x0| → 0:

I =

∫

Γ

ds

|x− s||s− x0|
= 2π

√

1 + L2 +N2 ln
1

|x− x0|
+

+O(|x − x0|0), (7)

где L,N – главные кривизны поверхности Γ в точ-
ке x0. Следовательно, функция Грина G (x, x0, k) с
особенностью в точке x0 ∈ Γ = ∂Ω для оператора
Лапласа в L2(R

3), возмущенного потенциалом, со-
средоточенным на Γ, имеет следующий вид:

G (x, x0, k) =
eik|x−x0|

4π |x− x0|
+

+
α
√
1 + L2 +N2

16π2
ln

1

|x− x0|
+O(|x − x0|0). (8)

3. Исследование резонансов в задаче рас-
сеяния. Теперь обратимся к вычислению и оценке
резонансов, которые в этой задаче появляются как
полюса матрицы рассеяния. Решение задачи рассея-
ния для оператора Лапласа имеют следующий вид:

Ψ(x, ν, k) = ψ(x, ν, k) +

+ cψ (x0, ν, k)G (x, x0, k) x ∈ Ω, (9)
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где ψ(x, ν, k) – приходящая волна,
cψ (x0, ν, k)G (x, x0, k) – рассеянная волна на нере-
гулярности границы в точке x0. Чтобы найти
резонансы, решаем следующее уравнение

S(k)e = 0, (10)

где S(k) – матрица рассеяния для нашей задачи. При
данной матрице рассеяния задача ставится так: тре-
буется найти такие значения спектрального парамет-
ра k, при которых существуют нетривиальные реше-
ния уравнения

∫

Σ1

S (ν, ν′, k) e (ν′) dν′ +
ik

2π
cψ (x0, ν, k)×

×
∫

Σ1

ψ (x0, ν
′, k)e (ν′) dν′ = 0 (11)

т.е. найти соответствующие e, e ∈ L2 (Σ1) ,Σ1 = {v :

|v| = 1}. Следуя [21], можно преобразовать уравне-
ние (11) следующим образом

e (ν′′) = − ik

2π

∫

Σ1

dν [S]
−1

(ν′′, ν, k)×

×
∫

Σ1

cψ (x0, ν, k)ψ (x0, ν
′′, k) e (ν′) dν′, (12)

где [S]
−1

(ν′′, ν, k) – ядро оператора [S]
−1. Так

как клетка – замкнутый звездный рассеиватель,
оператор-функция S(k) с обобщенным ядром
S (ν, ν′, k) невозмущенной задачи не имеет корней
в полосе 0 6 Im k 6 δ в верхней полуплоскости
k. Поэтому по принципу симметрии этот оператор
может быть продолжен в полосу | Im k| 6 δ и явля-
ется обратимой ограниченной оператор-функцией.
Используя следующее соотношение

(

[S]
−1

(k)ψ
)

(x, ν′′, k) = ψ
(

x, ν′′, k̄
)

, (13)

получаем

e (ν′′) = − ik

2π
cψ
(

x0, ν′′, k̄
)

×

×
∫

Σ1

dν′ψ (x0, ν
′, k) e (ν′) dν′. (14)

Пусть k2n0
= λn0

– собственные значения рассеивате-
ля. Рассмотрим уравнение (14) в окрестности одного
из этих значений. Обратим внимание на коэффици-
ент c в (9). Он выражается в терминах функции D(k)

следующим образом:

D(k) = lim
x→x0

(G (x, x0, k)− ReG (x, x0, k0)) . (15)

Коэффициент c пропорционален (D(k))−1. При на-
шем выборе точечного взаимодействия имеем c =

= (D(k))−1. Следовательно, необходимо рассмотреть

поведение этой функции в окрестности km. Для это-
го используем формулу Рисса–Герглотца и преобра-
зование Фурье

D(k) = (k2 − k20)
∑

n

|ψn(x0)|2
(λn0

− λ)(λn0
− k20)

+ (16)

+

∫ (

1

s− λ
−
(

1

s− λ0
+

1

s− λ̄0

))

dξs (x0, x0) ,

где первый член связан со спектральным проекто-
ром, соответствующим дискретному спектру, ψn(x) –
собственная функция, соответствующая собственно-
му значению λn0

, ξs (x0, x0) – ядро спектрально-
го проектора, соответствующего непрерывному спек-
тру, которое допускает представление

ξ(x, y) =
1

8π2

∫

|κ|<s

ϕ(x,κ)ϕ(y,κ)d3κ. (17)

Таким образом, уравнение (16) преобразуется к виду

D(k) = (k2 − k20)
∑

n

|ψn(x0)|2
(λn0

− λ)(λn0
− k20)

+

+
1

8π2

∫ ∞

0

√
sds

[

1

s− λ
− s

(s− σ0)
2 + δ20

]

×

×
∫

Σ1

∣

∣ϕ
(

x0, ν,
√
s
)∣

∣

2
dν, λ0 = σ0 + iδ0. (18)

Поэтому для спектрального параметра k2, близкого
к собственному значению k2n0

, имеем

c

k2 − k2n0

= cn0
+ o

(

(

k2 − k2n0

)0
)

,

cm = limk→kn0

c

k2 − k2n0

.
(19)

Тогда, принимая во внимание (19), уравнение (14)
преобразуем к форме

e (ν′′) =
−ik
2π

(

k2 − k2n0

)

∫

Σ1

c
(

k2 − k2n0

)

×

× ψ
(

x0, ν′′, k̄
)

ψ (x0, ν
′, k) e (ν′) dν′. (20)

Нетривиальное решение уравнения (20) существует,
только если определитель Фредгольма равен нулю.
Значит, если k − kn0

мало, то можно получить пред-
ставление

1 = − ik

2π

(

k2 − k2n0

)

∫

Σ1

cn0
ψ
(

x0, ν, k̄
)

ψ (x0, ν, k)dν.

(21)
Мы хотим найти решение k = kn уравнения (21) в
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окрестности k = kn0
, где k ≈ kn и, соответственно,

k + kn ≈ 2kn. Учитывая это, получаем

kn = kn0
+

iπ

k2n0
cn
∫

Σ1
|ψex (x0, ν, kn0

)|2 dν
+

+ o
(

(

k2 − k2n0

)0
)

. (22)

Обратимся теперь к оценке модуля волновой
функции. Волновая функция задачи может быть
представлена как сумма падающей и рассеянной
волн

ψex(x, ν, k) = eik(x,ν) + ψex
0 (x, ν, k). (23)

Мы ищем рассеянную волну в виде потенциала про-
стого слоя

ψex
0 (x, ν, k) =

∫

Γ

ρ(s, ν)
eik|x−s|

4π|x− s|ds. (24)

Эта функция удовлетворяет следующей краевой за-
даче

∆ψex
0 +k2ψex

0 = 0,

∂ψex
0

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂ψex
0

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αψex
0 + αeik(x,ν). (25)

Тогда, используя значение нормальной производ-
ной потенциала простого слоя на границе, мы при-
ходим к следующему интегральному уравнению для
ρ(x, ν):

ρ(x, ν) +

∫

Γ

ρ(s, ν)×

×
(

cos(nx, x− s)

(

ik − 1

|x− s|

)

− α

)

eik|x−s|

4π|x− s|ds =

= αeik(x,ν). (26)

Решаем уравнение с помощью итераций. Рассмотрим
уравнение на гладкой поверхности Γ, x0 ∈ Γ:

I =

∫

Γ

ds

|x− s|ds =

=
√

1 + L2 +N2

∫ 2π

0

dϕ

∫ ǫ

0

|s|d|s|
|x− s| +O

(

|x|0
)

=

=
√

1 + L2 +N2 const+ O
(

|x|0
)

, (27)

где L,N – коэффициенты второй квадратичной фор-
мы на касательной плоскости в точке x0. Значит, ре-
шение задачи рассеяния имеет следующий вид:

ψex(x, ν, k) = eik(x,ν) +

+α
√

1 + L2 +N2 const+O
(

|x|0
)

. (28)

Видно, что увеличение кривизны приводит к локаль-
ному увеличению рассеянного акустического поля
около точки, где кривизна велика. Обсудим это в сле-
дующем разделе.

4. Результаты моделирования. Чтобы проил-
люстрировать эффект, мы провели вычислительные
эксперименты на модельных областях. В вычисли-
тельной модели брались следующие значения пара-
метров:

• Частота падающей волны – 4 Мгц;

• размер клетки – 10 микрон;

• скорость звука в среде:

– в воде – 1470 м/с,

– в клетке – 1540 м/с.

Что касается геометрии модельной задачи, здоровая
клетка представлена сферой, а раковая – правильны-
ми многогранниками (додекаэдром, икосаэдром, ок-
таэдром, в порядке возрастания кривизны в некото-
рых точках). Материал клеток легких был использо-
ван при расчетах как материал клетки. Клетка окру-
жена водой. Наночастицы внутри клетки представ-
лены точечными источниками акустических волн.

Ожидалось, что значение давления в случае ра-
ковой клетки, т.е. для одного из правильных много-
гранниках, будет больше для сферы (т.е. у здоровой
клетки), из-за больщей кривизны поверхности мно-
гогранника в некоторых точках. Рисунок 1 показы-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость абсолютного
давления от гауссовой кривизны, используя сферу, до-
декаэдр, икосаэдр, октаэдр
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вает зависимость абсолютного давления от гауссо-
вой кривизны для всех случаев. Рисунки 2, 3 пока-
зывают вычисление полного акустического давления
для нормальной и раковой клеток, соответственно.
Приведенные на рис. 2, 3 результаты подтверждают,

Рис. 2. (Цветной онлайн) Полное акустическое давле-
ние в здоровой клетке

Рис. 3. (Цветной онлайн) Полное акустическое давле-
ние в раковой клетке

что при прочих равных условиях полное акустиче-
ское давление в случае раковой клетки больше, чем
в случае нормальной клетки, если наночастица нахо-
дится вблизи точки большей кривизны границы (на
рис. 2, 3 это верхняя точка тела).

5. Заключение. Сравним рассеяние плоской
акустической волны клеточной мембраной раковой
и нормальной клеток в случае, когда клеточная
мембрана содержит наночастицы. В соответствии с
принципом Гюйгенса–Френеля, наночастица стано-
вится дополнительным точечным источником вто-
ричных акустических волн. Соответственно, реше-
ние задачи рассеяния имеет вид (2). Мы хотим срав-
нить рассеяние для мембран раковой и нормальной
клеток, т.е. для негладкой поверхности Γ с большой
кривизной в точке x0 и для гладкой поверхности Γ с
малой кривизной в точке x0. Мы предполагаем, что
первый член (2), т.е. решение ψ(x) задачи рассея-
ния в случае отсутствия наночастицы, одинаково в

обоих случаях. Что касается следующего члена (2),
видна разница. Формула (8) показывает, что главный
член асимптотики не зависит от кривизны, а вот вто-
рой член (с логарифмической сингулярностью) суще-
ственно больше для случая большой кривизны. Что
касается соответствующей физической системы, это
означает, что в окрестности наночастицы акустиче-
ское поле существенно больше в случае раковой кле-
точной мембраны.

Что касается резонансов, необходимо вернуться
к уравнению (22) и проанализировать эффект для
волновой функции при акустическом рассеянии кле-
точной мембраной раковой и здоровой клеток.

Во-первых, рассмотрим решение задачи рассея-
ния (28), т.е. мы сравниваем решения в случае глад-
кой поверхности Γ с малой кривизной и в случае
негладкой поверхности Γ с большой кривизной в точ-
ке x0. Из постановки задачи (23) видно, что первый
член в падающей волне не различается в обоих слу-
чаях, однако следующий член (28) становится значи-
тельно больше при увеличении кривизны поверхно-
сти.

Во-вторых, анализируем итоговую формулу для
резонансов и вклад волновой функции в это значе-
ние. В этой формуле (22), мнимая часть резонанса kn
обратно пропорциональна модулю волновой функ-
ции. Соответственно, для случая большая кривизны,
т.е. раковой клетки, мнимая часть резонанса стано-
вится меньше, чем для случая малой кривизны, т.е.
для случай нормальной клетки. Если мнимая часть
резонанса уменьшается, его время жизни растет, а
поэтому такое состояние вызывает больший деструк-
тивный эффект.

Соответственно, предпочтительное разрушение
ультразвуковым полем раковых клеток по сравне-
нию с нормальными. Этот вывод соответствует ре-
зультатам работы [8]. Этот эффект открывает воз-
можность разработки нового пути разрушения рако-
вых клеток, который безопасен для пациента – внед-
рение в клетку инертных наночастиц (т.е. золотых
наночастиц как в экспериментах [8]) и облучение уль-
тразвуковом полем.

Работа частично поддержана грантом
# 22-11-00046 Российского научного фонда.
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