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Мы изучаем резонансы при рассеянии акустических волн клеточной мембраной. В связи с тем, что
мы имеем дело только с этим явлением, мы используем простейшую модель мембраны как потенциала,
сосредоточенного на поверхности. Получена асимптотика функции Грина с особенностью на поверхно-
сти. Исследовано влияние кривизны поверхности на резонансы. Обсуждается применение полученного
результата для объяснения избирательного разрушения мембран раковых клеток в ультразвуковом по-
ле.
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1. Вступление. Это исследование мотивировано

биофизическими проблемами, связанными со сравне-

нием мембран нормальных и раковых клеток. Мем-

брана является важной разделительной структурой

в эукариотических клетках. Хотя мембрана тонкая

(7–8 мкм), она имеет сложную структуру, состоит из

липидного бислоя, в состав которого входят белко-

вые молекулы [1]. Мембрана играет защитную роль,

разделяя внутреннюю часть клетки и окружающую

среду, а также выполняет транспортную функцию.

Существуют различные модели клеточных мембран

(см., например, [1–6]). Одной из наиболее часто ис-

пользуемых модельных мембранных систем являет-

ся мультиламеллярная липосома [7]. Она состоит из

множества концентрических слоев липидного двой-

ного слоя, напоминающего в поперечном сечении лу-

ковицу. Мембранные модельные системы широко ис-

пользовались для выявления свойств липидов в мем-

бранах. В настоящей работе мы изучаем только один

аспект проблемы: воздействие ультразвука на кле-

точную мембрану. Исследование было мотивировано

экспериментальной работой [8], связанной с разру-

шением клеток акустическим полем. Было известно,

что клеточная мембрана меняет свои свойства в уль-

тразвуковом поле [9]. Авторы [8] выявили интересное

явление, связанное с внедрением наночастиц в клет-

ку. Они показали, что интенсивное ультразвуковое

излучение приводит к разрушению раковых и нор-

мальных клеток, в результате чего выживает около

65 % клеток обоих типов. С другой стороны, добавле-
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ние наночастиц золота приводит к тому, что из нор-

мальных клеток выжили 60 %, а из раковых - 30 %,

т.е. мембраны раковых клеток разрушаются быстрее.

Это открывает путь селективного разрушения рако-

вых клеток. Для успешного технологического при-

менения необходимо понять поведение клетки в аку-

стическом поле. Однако на данный момент нет теоре-

тического объяснения и математической модели на-

блюдаемых явлений. В этой статье мы представляем

математическую основу модели. Начнем с известно-

го факта, что раковая клетка имеет неровную гра-

ницу в отличие от нормальной клетки, которая име-

ет гладкую границу. Если на клетку воздействовать

ультразвуковым полем, то внедренные наночастицы

играют роль точечных источников для акустическо-

го поля. Для выяснения их влияния следует иссле-

довать функцию Грина (т.е. поле точечного источни-

ка) для задачи, точнее, асимптотику функции Грина

вблизи точечного источника. Это тема нашей статьи.

Нас интересуют только акустические явления. Имен-

но поэтому мы рассматриваем простейшую модель

клеточной мембраны – потенциал, сосредоточенный

на поверхности. Точнее, мы имеем дело с оператором

Лапласа, возмущенным потенциалом с носителем на

поверхности. Такие операторы широко исследуются

в последнее время [10–19]. Нас интересует влияние

точечного источника, расположенного на поверхно-

сти, на рассеяние плоской волны. Точнее, вопрос: из-

менится ли ситуация, если кривизна поверхности в

точке вблизи источника стала больше? Для ответа на

вопрос найдем асимптотику функции Грина вблизи

точки источника. Следующим шагом является иссле-

дование резонансов для задачи рассеяния. Мы изу-
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чаем влияние кривизны границы на положение резо-

нансов на комплексной плоскости, влияющее на ло-

кальное усиление акустического поля.

2. Асимптотика функции Грина. Пусть Ω –

ограниченная область, Ω = {x : Φ(x) < 0}, с гладкой

границей Γ ∈ Cβ , β > 3, Φ ∈ Cβ . Мы рассматриваем

оператор Лапласа в L2(R
3), возмущенный потенци-

алом, сосредоточенным на Γ (т.е. с полупрозрачной

границей Ω). Таким образом, область определения

оператора состоит из функций из пространства Со-

болева W 2
2 (R

3), удовлетворяющих следующему гра-

ничному условию на Γ:

v|Γ+
= v|Γ−

,

∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αv|Γ−
,

(1)

где α – некоторый вещественный параметр. Этот

оператор самосопряжен. Чтобы ввести точечное вза-

имодействие, являющееся моделью наночастицы в

точке x0, мы используем стандартную процедуру

“сужения–расширения” (см., например, [20–22]). А

именно, мы сужаем исходный оператор на множе-

ство гладких функций, обращающихся в нуль в точке

x0. Замыкание этого оператора есть симметрический

оператор с индексами дефекта (1, 1). Функция Гри-

на исходного самосопряженного оператора с особен-

ностью в точке x0 играет роль дефектного элемен-

та. Самосопряженное расширение суженного опера-

тора дает нам модельный оператор, описывающий

точечное взаимодействие (потенциал нулевого ради-

уса). Расширение неединственно. Его выбор реаль-

но означает, что фиксируется значение логарифми-

ческой производной волновой функции, умноженной

на радиальную координату r, по r [20, 23]. В резуль-

тате приходим к явно решаемой модели, позволяю-

щей получить решение задачи рассеяния в явном ви-

де:

Ψ(x) = ψ(x) + aG(x, x0, k), (2)

где ψ(x) – решение задачи рассеяния без точечно-

го возмущения. При прочих равных условиях имен-

но функция Грина дает эффект присутствия нано-

частицы. Соответственно, необходимо изучить пове-

дение функции Грина около точки x0 для раковой и

нормальной клеток, т.е. асимптотики функции Гри-

на в окрестности x0 в случаях большой и малой кри-

визн поверхности в точке x0. Рассмотрим эту задачу.

Функция Грина G (x, x0, k) с особенностью в точ-

ке x0 ∈ Γ = ∂Ω имеет следующий вид:

G (x, x0, k) = (4π |x− x0|)−1
eik|x−x0| +

+ v (x, x0, k) , (3)

где v (x, x0, k) – решение следующей краевой задачи

∆v + k2v = 0

∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂v

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αv + α
eik |x−x0|

4π |x− x0|
.

(4)

Функцию v (x, x0, k) ищем как потенциал просто-

го слоя

v (x, x0, k) =

=

∫

Γ

ρ (s, x0) (4π|x− s|)−1 exp(ik|x− s|)ds. (5)

Учитывая вид предельного значения нормальной

производной потенциала простого слоя на границе,

преобразуем граничное условие для функции v (14)

к следующему интегральному уравнению для функ-

ции ρ (x, x0)

ρ (x, x0) +

∫

Γ

ρ (s, x0)

((

ik − 1
|x−s|

)

cos (nx, x− s)− α
)

eik|x−s|

8π2|x−s|ds = α
eik|x−x0|

8π2 |x− x0|
, x ∈ Γ.

(6)

Чтобы найти главный член асимптотики функ-

ции Грина, мы решаем уравнение (6) методом ите-

раций. Оценка показывает, что поверхностный ин-

теграл имеет следующее асимптотическое поведение

при |x− x0| → 0:

I =

∫

Γ

ds

|x− s||s− x0|
= 2π

√

1 + L2 +N2 ln
1

|x− x0|
+

+O(|x − x0|0), (7)

где L,N – главные кривизны поверхности Γ в точ-

ке x0. Следовательно, функция Грина G (x, x0, k) с

особенностью в точке x0 ∈ Γ = ∂Ω для оператора

Лапласа в L2(R
3), возмущенного потенциалом, со-

средоточенным на Γ, имеет следующий вид:

G (x, x0, k) =
eik|x−x0|

4π |x− x0|
+

+
α
√
1 + L2 +N2

16π2
ln

1

|x− x0|
+O(|x − x0|0). (8)

3. Исследование резонансов в задаче рас-

сеяния. Теперь обратимся к вычислению и оценке

резонансов, которые в этой задаче появляются как

полюса матрицы рассеяния. Решение задачи рассея-

ния для оператора Лапласа имеют следующий вид:

Ψ(x, ν, k) = ψ(x, ν, k) +

+ cψ (x0, ν, k)G (x, x0, k) x ∈ Ω, (9)
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где ψ(x, ν, k) – приходящая волна,

cψ (x0, ν, k)G (x, x0, k) – рассеянная волна на нере-

гулярности границы в точке x0. Чтобы найти

резонансы, решаем следующее уравнение

S(k)e = 0, (10)

где S(k) – матрица рассеяния для нашей задачи. При

данной матрице рассеяния задача ставится так: тре-

буется найти такие значения спектрального парамет-

ра k, при которых существуют нетривиальные реше-

ния уравнения
∫

Σ1

S (ν, ν′, k) e (ν′) dν′ +
ik

2π
cψ (x0, ν, k)×

×
∫

Σ1

ψ (x0, ν
′, k)e (ν′) dν′ = 0 (11)

т.е. найти соответствующие e, e ∈ L2 (Σ1) ,Σ1 = {v :

|v| = 1}. Следуя [21], можно преобразовать уравне-

ние (11) следующим образом

e (ν′′) = − ik

2π

∫

Σ1

dν [S]
−1

(ν′′, ν, k)×

×
∫

Σ1

cψ (x0, ν, k)ψ (x0, ν
′′, k) e (ν′) dν′, (12)

где [S]
−1

(ν′′, ν, k) – ядро оператора [S]
−1

. Так

как клетка – замкнутый звездный рассеиватель,

оператор-функция S(k) с обобщенным ядром

S (ν, ν′, k) невозмущенной задачи не имеет корней

в полосе 0 6 Im k 6 δ в верхней полуплоскости

k. Поэтому по принципу симметрии этот оператор

может быть продолжен в полосу | Im k| 6 δ и явля-

ется обратимой ограниченной оператор-функцией.

Используя следующее соотношение
(

[S]
−1

(k)ψ
)

(x, ν′′, k) = ψ
(

x, ν′′, k̄
)

, (13)

получаем

e (ν′′) = − ik

2π
cψ

(

x0, ν′′, k̄
)

×

×
∫

Σ1

dν′ψ (x0, ν
′, k) e (ν′) dν′. (14)

Пусть k2n0
= λn0

– собственные значения рассеивате-

ля. Рассмотрим уравнение (14) в окрестности одного

из этих значений. Обратим внимание на коэффици-

ент c в (9). Он выражается в терминах функции D(k)

следующим образом:

D(k) = lim
x→x0

(G (x, x0, k)− ReG (x, x0, k0)) . (15)

Коэффициент c пропорционален (D(k))−1. При на-

шем выборе точечного взаимодействия имеем c =

= (D(k))−1. Следовательно, необходимо рассмотреть

поведение этой функции в окрестности km. Для это-

го используем формулу Рисса–Герглотца и преобра-

зование Фурье

D(k) = (k2 − k20)
∑

n

|ψn(x0)|2
(λn0

− λ)(λn0
− k20)

+ (16)

+

∫
(

1

s− λ
−
(

1

s− λ0
+

1

s− λ̄0

))

dξs (x0, x0) ,

где первый член связан со спектральным проекто-

ром, соответствующим дискретному спектру, ψn(x) –

собственная функция, соответствующая собственно-

му значению λn0
, ξs (x0, x0) – ядро спектрально-

го проектора, соответствующего непрерывному спек-

тру, которое допускает представление

ξ(x, y) =
1

8π2

∫

|κ|<s

ϕ(x,κ)ϕ(y,κ)d3κ. (17)

Таким образом, уравнение (16) преобразуется к виду

D(k) = (k2 − k20)
∑

n

|ψn(x0)|2
(λn0

− λ)(λn0
− k20)

+

+
1

8π2

∫ ∞

0

√
sds

[

1

s− λ
− s

(s− σ0)
2 + δ20

]

×

×
∫

Σ1

∣

∣ϕ
(

x0, ν,
√
s
)∣

∣

2
dν, λ0 = σ0 + iδ0. (18)

Поэтому для спектрального параметра k2, близкого

к собственному значению k2n0
, имеем

c

k2 − k2n0

= cn0
+ o

(

(

k2 − k2n0

)0
)

,

cm = limk→kn0

c

k2 − k2n0

.
(19)

Тогда, принимая во внимание (19), уравнение (14)

преобразуем к форме

e (ν′′) =
−ik
2π

(

k2 − k2n0

)

∫

Σ1

c
(

k2 − k2n0

)

×

× ψ
(

x0, ν′′, k̄
)

ψ (x0, ν
′, k) e (ν′) dν′. (20)

Нетривиальное решение уравнения (20) существует,

только если определитель Фредгольма равен нулю.

Значит, если k − kn0
мало, то можно получить пред-

ставление

1 = − ik

2π

(

k2 − k2n0

)

∫

Σ1

cn0
ψ
(

x0, ν, k̄
)

ψ (x0, ν, k)dν.

(21)

Мы хотим найти решение k = kn уравнения (21) в
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окрестности k = kn0
, где k ≈ kn и, соответственно,

k + kn ≈ 2kn. Учитывая это, получаем

kn = kn0
+

iπ

k2n0
cn

∫

Σ1
|ψex (x0, ν, kn0

)|2 dν
+

+ o
(

(

k2 − k2n0

)0
)

. (22)

Обратимся теперь к оценке модуля волновой

функции. Волновая функция задачи может быть

представлена как сумма падающей и рассеянной

волн

ψex(x, ν, k) = eik(x,ν) + ψex
0 (x, ν, k). (23)

Мы ищем рассеянную волну в виде потенциала про-

стого слоя

ψex
0 (x, ν, k) =

∫

Γ

ρ(s, ν)
eik|x−s|

4π|x− s|ds. (24)

Эта функция удовлетворяет следующей краевой за-

даче

∆ψex
0 +k2ψex

0 = 0,

∂ψex
0

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ+

− ∂ψex
0

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ−

= αψex
0 + αeik(x,ν). (25)

Тогда, используя значение нормальной производ-

ной потенциала простого слоя на границе, мы при-

ходим к следующему интегральному уравнению для

ρ(x, ν):

ρ(x, ν) +

∫

Γ

ρ(s, ν)×

×
(

cos(nx, x− s)

(

ik − 1

|x− s|

)

− α

)

eik|x−s|

4π|x− s|ds =

= αeik(x,ν). (26)

Решаем уравнение с помощью итераций. Рассмотрим

уравнение на гладкой поверхности Γ, x0 ∈ Γ:

I =

∫

Γ

ds

|x− s|ds =

=
√

1 + L2 +N2

∫ 2π

0

dϕ

∫ ǫ

0

|s|d|s|
|x− s| +O

(

|x|0
)

=

=
√

1 + L2 +N2 const+ O
(

|x|0
)

, (27)

где L,N – коэффициенты второй квадратичной фор-

мы на касательной плоскости в точке x0. Значит, ре-

шение задачи рассеяния имеет следующий вид:

ψex(x, ν, k) = eik(x,ν) +

+α
√

1 + L2 +N2 const+O
(

|x|0
)

. (28)

Видно, что увеличение кривизны приводит к локаль-

ному увеличению рассеянного акустического поля

около точки, где кривизна велика. Обсудим это в сле-

дующем разделе.

4. Результаты моделирования. Чтобы проил-

люстрировать эффект, мы провели вычислительные

эксперименты на модельных областях. В вычисли-

тельной модели брались следующие значения пара-

метров:

• Частота падающей волны – 4 Мгц;

• размер клетки – 10 микрон;

• скорость звука в среде:

– в воде – 1470 м/с,

– в клетке – 1540 м/с.

Что касается геометрии модельной задачи, здоровая

клетка представлена сферой, а раковая – правильны-

ми многогранниками (додекаэдром, икосаэдром, ок-

таэдром, в порядке возрастания кривизны в некото-

рых точках). Материал клеток легких был использо-

ван при расчетах как материал клетки. Клетка окру-

жена водой. Наночастицы внутри клетки представ-

лены точечными источниками акустических волн.

Ожидалось, что значение давления в случае ра-

ковой клетки, т.е. для одного из правильных много-

гранниках, будет больше для сферы (т.е. у здоровой

клетки), из-за больщей кривизны поверхности мно-

гогранника в некоторых точках. Рисунок 1 показы-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость абсолютного
давления от гауссовой кривизны, используя сферу, до-
декаэдр, икосаэдр, октаэдр
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вает зависимость абсолютного давления от гауссо-

вой кривизны для всех случаев. Рисунки 2, 3 пока-

зывают вычисление полного акустического давления

для нормальной и раковой клеток, соответственно.

Приведенные на рис. 2, 3 результаты подтверждают,

Рис. 2. (Цветной онлайн) Полное акустическое давле-
ние в здоровой клетке

Рис. 3. (Цветной онлайн) Полное акустическое давле-
ние в раковой клетке

что при прочих равных условиях полное акустиче-

ское давление в случае раковой клетки больше, чем

в случае нормальной клетки, если наночастица нахо-

дится вблизи точки большей кривизны границы (на

рис. 2, 3 это верхняя точка тела).

5. Заключение. Сравним рассеяние плоской

акустической волны клеточной мембраной раковой

и нормальной клеток в случае, когда клеточная

мембрана содержит наночастицы. В соответствии с

принципом Гюйгенса–Френеля, наночастица стано-

вится дополнительным точечным источником вто-

ричных акустических волн. Соответственно, реше-

ние задачи рассеяния имеет вид (2). Мы хотим срав-

нить рассеяние для мембран раковой и нормальной

клеток, т.е. для негладкой поверхности Γ с большой

кривизной в точке x0 и для гладкой поверхности Γ с

малой кривизной в точке x0. Мы предполагаем, что

первый член (2), т.е. решение ψ(x) задачи рассея-

ния в случае отсутствия наночастицы, одинаково в

обоих случаях. Что касается следующего члена (2),

видна разница. Формула (8) показывает, что главный

член асимптотики не зависит от кривизны, а вот вто-

рой член (с логарифмической сингулярностью) суще-

ственно больше для случая большой кривизны. Что

касается соответствующей физической системы, это

означает, что в окрестности наночастицы акустиче-

ское поле существенно больше в случае раковой кле-

точной мембраны.

Что касается резонансов, необходимо вернуться

к уравнению (22) и проанализировать эффект для

волновой функции при акустическом рассеянии кле-

точной мембраной раковой и здоровой клеток.

Во-первых, рассмотрим решение задачи рассея-

ния (28), т.е. мы сравниваем решения в случае глад-

кой поверхности Γ с малой кривизной и в случае

негладкой поверхности Γ с большой кривизной в точ-

ке x0. Из постановки задачи (23) видно, что первый

член в падающей волне не различается в обоих слу-

чаях, однако следующий член (28) становится значи-

тельно больше при увеличении кривизны поверхно-

сти.

Во-вторых, анализируем итоговую формулу для

резонансов и вклад волновой функции в это значе-

ние. В этой формуле (22), мнимая часть резонанса kn
обратно пропорциональна модулю волновой функ-

ции. Соответственно, для случая большая кривизны,

т.е. раковой клетки, мнимая часть резонанса стано-

вится меньше, чем для случая малой кривизны, т.е.

для случай нормальной клетки. Если мнимая часть

резонанса уменьшается, его время жизни растет, а

поэтому такое состояние вызывает больший деструк-

тивный эффект.

Соответственно, предпочтительное разрушение

ультразвуковым полем раковых клеток по сравне-

нию с нормальными. Этот вывод соответствует ре-

зультатам работы [8]. Этот эффект открывает воз-

можность разработки нового пути разрушения рако-

вых клеток, который безопасен для пациента – внед-

рение в клетку инертных наночастиц (т.е. золотых

наночастиц как в экспериментах [8]) и облучение уль-

тразвуковом полем.
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