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ВВЕДЕНИЕ
Квантовая теория плазменных волн для полу-

проводниковых сверхрешеток (СР) построена в ра-
ботах [1, 2]. Важным направлением исследования
коллективных явлений в конденсированных сре-
дах является изучение процессов распространения
плазменных волн в низкоразмерных электронных
системах и, в частности, в двумерных (2D) полу-
проводниковых СР. Не ослабевает внимание ис-
следователей к изучению нелинейных электромаг-
нитных волн, распространяющихся в полупровод-
никовых структурах с неквадратичным законом
дисперсии. В работах [3–5] изучены нелинейные
плазменные колебания электронного газа в полу-
проводниковой квантовой СР. В режиме редких
столкновений (ν ≪ ωp, частота столкновений элек-
трона с нерегулярностями кристаллической решет-
ки ν много меньше обобщенной плазменной ча-
стоты электрона в минизоне ωp) распространение
электромагнитной волны вдоль слоев СР, когда
ее поле направлено по оси СР, описывается уравне-
нием Sine-Gordon (SGE) [6]. Одними из наиболее
общих периодических решений SGE являются ре-
шения, выраженные через эллиптические функции
Якоби и получившие название кноидальных волн.
Когда характерное расстояние, на котором про-
исходит заметное изменение поля волны, значи-

тельно больше длины свободного пробега электро-
нов, можно считать поле волны однородным. На-
пряженность электрического поля волны при этом
имеет вид [7–9]

𝐸x(𝑡) = 𝐸0cn (
2𝐾(κ)ω0

π
𝑡, 𝑘) , (1)

где cn(𝑥) — эллиптическая функция Якоби, κ =

=
𝑒𝐸0𝑑

2ωp
⋅

√
β2 − 1
β

— модуль нелинейности (здесь

и далее ℏ = 1), ω0 =
π

2𝐾(κ)
, β = 𝑢

𝑉
⋅ (β > 1), 𝑉 —

скорость волны в отсутствие электронов, 𝑢— фазо-
вая скорость волны,𝐾(κ)— полный эллиптический
интеграл первого рода, 𝐸0 — амплитуда напряжен-
ности поля нелинейной волны. В [7–9] рассмотре-
ны особенности влияния поля нелинейной кнои-
дальной волны на различные физические процессы
в СР. В последнее время появилось значительное
количество работ, посвященных теории кноидаль-
ных волн [10–13]. Это подчеркивает актуальность
настоящего исследования.

В физике полупроводников вызывают повы-
шенный интерес процессы распространения плаз-
менных волн в 2D полупроводниковых СР. Воз-
можность возникновения плазменных волн и плот-
ность плазменных возбуждений в 2D электронном
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газе СР изучена в работах [14, 15]. В [16, 17] исследо-
вано влияние сильного постоянного и переменно-
го электрического поля на плазменные колебания
в 2D электронном газе СР. Возможность распро-
странения в 2D СР уединенных электромагнитных
волн показана в [18]. Работы [19–23] посвящены
исследованию новых материалов на основе графе-
на — графеновых СР и особенностям закона дис-
персии плазменных волн в таких структурах. В слу-
чае слабой неаддитивности энергетического спек-
тра графеновых СР выражения для нахождения за-
кона дисперсии плазменных волн ω(𝑘), получен-
ные для квантовых полупроводниковых СР, мож-
но использовать для оценки ω(𝑘) как в отсутствии
внешних воздействий, так и в сильном статическом
и переменном электрическом полях.

В данной работе исследуется влияние нелиней-
ной электромагнитной волны на закон дисперсии
плазменных волн в двумерной полупроводниковой
квантовой сверхрешетке.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
Энергетический спектр носителей заряда в 2D

СР можно выбрать в модельном виде [14, 15]

ε(𝑝) = Δ −
Δ

2
[cos(𝑝x𝑑) + cos(𝑝y𝑑)] , (2)

гдеΔ— полуширина минизоны проводимости; 𝑑—
период СР; 𝑝 — квазиимпульс электрона. Огра-
ничимся одноминизонным приближением, прене-
брегая межминизонными переходами.

На рис. 1 представлена геометрия задачи. Пусть
в направлении оси ОХ СР приложено нелинейное
электрическое поле (1), которое будем описывать

векторным потенциалом 𝐴(𝑡) = {−
𝑐Φ(𝑡)

𝑒𝑑
, 0}. Удоб-

нее перейти от напряженности нелинейной волны
к безразмерному потенциалу Φ(𝑡)

Φ(𝑡) = 2 arcsin {κsn (
2𝐾(κ)ω0

π
𝑡, κ)} , (3)

где 0 < κ ⩽ 1, sn(𝑥)— эллиптическая функция Яко-
би.

В приближении самосогласованного поля га-
мильтониан взаимодействующих электронов с уче-
том процессов переброса имеет вид [16, 17]

𝐻 =∑
𝑝

ε (𝑝 +
𝑒

𝑐
𝐴(𝑡)) 𝑎+

𝑝
𝑎𝑝 + 𝑒

1
√
𝑁x𝑁y

×

×∑

𝑝,⃗𝑘

∑
𝑛,𝑚

𝑈 (𝑘, 𝑡) ⋅ 𝑀(𝑘x)𝑀(𝑘y)𝑎
+

𝑝−⃗𝑘+𝑔
𝑎𝑝,

(4)

где 𝑎+
𝑝

, 𝑎𝑝 — операторы рождения и уничтожения
электрона с импульсом 𝑝; 𝑁x и 𝑁y — число потен-
циальных ям, образующих СР вдоль осей 𝑥 и 𝑦 со-

ответственно, 𝑔 = (𝑛2π
𝑑
,𝑚

2π
𝑑
),

𝑀(𝑘x) =

𝑁x𝑑

∫

0

φ∗(𝑥)φ(𝑥) exp(−𝑖𝑘x𝑥) 𝑑𝑥,

𝑀(𝑘y) =

𝑁y𝑑

∫

0

φ∗(𝑦)φ(𝑦) exp(−𝑖𝑘y𝑦) 𝑑𝑦,

(5)

𝑈(𝑘, 𝑡) — самосогласованный потенциал, опреде-
ляемый следующим соотношением

𝑈(𝑘, 𝑡) =
2π𝑒
χk

∑
𝑝

∑
𝑛,𝑚

⟨𝑎+
𝑝+⃗𝑘+𝑔

𝑎𝑝⟩𝑀(−𝑘x)𝑀(−𝑘y), (6)

χ — диэлектрическая проницаемость решетки.
Достаточно хорошим приближением, которым

пользуются в теоретической физике низкоразмер-
ных систем, является приближение случайных фаз
[14–17, 19, 21–23]. Уравнение движения для сред-
них ⟨𝑎+

𝑝+⃗𝑘+𝑔
𝑎𝑝⟩ в этом случае имеет вид [16, 17]

{
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑖 [ε (𝑝 + 𝑘 +

𝑒

𝑐
𝐴(𝑡)) − ε (𝑝 +

𝑒

𝑐
𝐴(𝑡))]}×

×⟨𝑎+
𝑝+⃗𝑘+𝑔

𝑎𝑝⟩ = −𝑖𝑒𝑈(𝑘 + 𝑔, 𝑡)×

×𝑀 ([𝑘 + 𝑔]x)𝑀 ([𝑘 + 𝑔]y) (𝑛𝑝+⃗𝑘+𝑔 − 𝑛𝑝),

(7)

d

dX

Y

Ось СР

Ось СР

0
E0

Рис. 1. Геометрия задачи.
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где 𝑛𝑝 = ⟨𝑎
+

𝑝
𝑎𝑝⟩ — числа заполнения электронных

уровней в 2D — электронном газе.
Решение уравнения (7) имеет вид

⟨𝑎+
𝑝+⃗𝑘+𝑔

𝑎𝑝⟩ = −𝑖𝑒

𝑡

∫

−∞

𝑑𝑡′𝑈(𝑘 + 𝑔, 𝑡)×

×𝑀 ([𝑘 + 𝑔]x)𝑀 ([𝑘 + 𝑔]y) (𝑛𝑝+⃗𝑘+𝑔 − 𝑛𝑝)×

× exp
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

𝑖

𝑡′

∫

𝑡

[ε (𝑝+𝑘+
𝑒

𝑐
𝐴(𝑡″))−ε (𝑝+

𝑒

𝑐
𝐴(𝑡″))]𝑑𝑡″

⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

.

(8)

Для вычисления второго интеграла, входяще-
го в выражение (8), воспользуемся разложением
sinΦ(𝑡) и cosΦ(𝑡) в тригонометрический ряд Фурье
для значения модуля нелинейности κ ∈ (0, 1):

cosΦ(𝑡) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎n cos 2𝑛ω0𝑡,

sinΦ(𝑡) =
∞

∑
𝑛=0

𝑏n sin (2𝑛 + 1)ω0𝑡,

(9)

𝑎0 = 2
𝐸(κ)

𝐾(κ)
− 1, 𝑎n = 4𝑛 π2

𝐾2(κ)

𝑞n
κ

1 − 𝑞2n
κ

,

𝑏n = 2(2𝑛 + 1) π2

𝐾2(κ)

𝑞
n+ 1

2
κ

1 + 𝑞2n+1
κ

,

(10)

𝑞κ = exp (−
π𝐾′(κ)

𝐾(κ)
) , 𝐾′(κ) = 𝐾 (

√

1 − κ2) .

Подставляя решение уравнения (7) в (6), по-
лучаем уравнение, определяющее закон дисперсии
плазменных волн ω(𝑘). Оценки показывают, что
при ω0 > Δ и κ < 0.5 с достаточной степенью точ-
ности в дисперсионном уравнении можно оставить
только первые члены сумм (9). Тогда дисперсион-
ное уравнение примет вид

2π𝑒2

χ
∏(𝑘, ω)𝑆(𝑘) = 1, (11)

𝑆(𝑘) = ∑
𝑛,𝑚

∣𝑀 ([𝑘 + 𝑔]x) ∣
2
∣𝑀 ([𝑘 + 𝑔]y)∣

2

√

(𝑘x + 𝑔x)
2
+ (𝑘y + 𝑔y)

2
, (12)

∏(𝑘, ω)=∑
𝑝

𝐽2
+0 [Δ sin(𝑝x𝑑+αx) sin(αx)

𝑎1(κ)

2ω0
]×

× 𝐽2
+0 [Δ cos(𝑝x𝑑 + αx) sin(αx)

𝑏1(κ)

2ω0
]×

×
𝑛(𝑝 + 𝑘) − 𝑛(𝑝)

Δ[sin(𝑝x𝑑+αx)sin(αx)𝑎0(κ)+sin(𝑝y𝑑+αy)sin(αy)]−ω
,

(13)

где αx =
𝑘x𝑑

2
, αx =

𝑘x𝑑

2
.

Для получения явного вида 𝑆(𝑘) нужно задать
вид потенциальных ям в СР. При φ(𝑥) = const при
0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑑, и φ(𝑥) = 0 при 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝑑 формула (12)
примет вид

𝑆(𝑘)=
4
𝑑4 ∑

𝑛,𝑚

[1−cos(𝑘x𝑑)] [1−cos(𝑘y𝑑)]

(𝑘x+𝑔x)
2 (𝑘y+𝑔y)

2
√

(𝑘x+𝑔x)
2 (𝑘y+𝑔y)

2
.

(14)
Даже в таком простом модельном случае при

произвольных значениях 𝑘 не удается получить
аналитическое выражение для 𝑆(𝑘). Однако при

малых значениях 𝑘 (𝑘x, 𝑘y ≪
π

𝑑
) ⋅ 𝑆(𝑘) ∼

1
𝑘

и спектр

плазмонов обладает дисперсией ω2 ∼ 𝑘, характер-
ной для 2D газа без периодического потенциала.

Для невырожденного электронного газа в пре-
деле высоких температур: Δ ≪ 𝑇 рассмотрим част-
ный случай, для которого можно получить анали-
тическое выражение закона дисперсии ω(𝑘). При
ω0 ≫ Δ и 𝑘y = 0 получаем:

𝑆(𝑘) = ∑
𝑛,𝑚

∣𝑀 ([𝑘 + 𝑔]x) ∣
2
∣𝑀 ([𝑘 + 𝑔]y)∣

2

√

(𝑘x + 𝑔x)
2
+ (𝑘y + 𝑔y)

2
, (15)

где 𝑓(𝑘x) = 1 +
χ𝑇

2π𝑒2𝑁0

𝑎0(κ)

𝑆(𝑘x)
.

На рис. 2 построен график зависимости часто-
ты плазменных волн от волнового числа ω(𝑘), по-
лученный с помощью численного анализа форму-
лы (15). Установлена возможность управления ча-
стотой плазменной волны параметрами внешней
нелинейной волны. Из рис. 2 следует, что уменьше-
ние амплитуды нелинейной волны приводит к уве-
личению плазменной частоты. При 𝑘𝑑

2
≪ 2 получа-

ем ожидаемую дисперсионную зависимостьω2 ∼ 𝑘,
характерную для 2D газа без СР. В пределе линей-
ных волн (κ → 0) выражение (15) соответству-
ет закону дисперсии плазменных волн в 2D элек-
тронном газе СР, находящейся в условиях воздей-
ствия переменного высокочастотного электриче-
ского поля [17]. В случае, когда 𝐸0 = 0 (κ = 0) вы-
полняется предельный переход к результатам рабо-
ты [14].

Параметры электронного спектра СР мо-
гут быть оценены в рамках модели Кронига–
Пенни [15]. Таким образом можно из (11) опреде-
лить дисперсионную зависимость ω(𝑘) в широком
диапазоне температур, периода СР и ширины
потенциальных ям, образующих СР.

В последнее время внимание исследовате-
лей сосредоточено на изучении графеновых СР
и, в частности, особенностям законов дисперсии
плазменных волн в таких структурах [19–23], что
может определить дальнейший предмет исследова-
ния и развитие данной работы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Решена задача о влиянии нелинейной электро-

магнитной волны на закон дисперсии плазмен-
ных волн в двумерной полупроводниковой кван-
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Рис. 2. Закон дисперсии плазменных волн ω(𝑘) при: κ = 0.4; 𝑇 = 100 K (а), κ = 0; 𝑇 = 100 K (б), κ = 0.4 (в); 𝑇 = 300 K,
κ = 0; 𝑇 = 300 K (г).

товой сверхрешетке. Получено выражение, позво-
ляющее определить дисперсионную зависимость
ω(𝑘) в широком диапазоне температур, периода
сверхрешетки и ширины потенциальных ям, обра-
зующих сверхрешетку. Показано, что при увели-
чении амплитуды нелинейной волны плазменная
частота уменьшается. В предельном случае слабой
нелинейности получено аналитическое выражение
для ω(𝑘). Расчеты выполнены на основе квантовой
теории плазменных волн в приближении случай-
ных фаз с учетом процессов переброса.

Данное исследование имеет фундаментальный
характер, полученные теоретические результаты
могут быть полезны при экспериментальном ис-
следовании СР и результативно дополняют имею-
щиеся сведения о коллективных эффектах в низко-
размерных полупроводниковых сверхструктурах.
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Plasma waves in a two-dimensional superlattice under the influence of a nonlinear
electromagnetic wave
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An expression is obtained that allows us to determine the law of dispersion of plasma waves ω(𝑘)

in a two-dimensional semiconductor superlattice under the influence of a nonlinear electromagnetic wave
and, in the extreme case of weak nonlinearity, an analytical expression for ω(𝑘) is found. The possibility
of controlling the frequency of the plasma wave by the parameters of a nonlinear wave has been established.

Keywords: semiconductor superlattice, two-dimensional electron gas, energy spectrum, nonlinear
electromagnetic wave, plasma waves
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