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ВВЕДЕНИЕ

Многие задачи нелинейной и квантовой оптики, 
как правило, сводятся к рассмотрению процессов 
взаимодействия различных полей с элементарными 
эффективными объектами — квантовыми излучате-
лями, — после чего на основе полученных результа-
тов рассматривается динамика ансамбля(ей) таких 
излучателей [1—5]. Статья посвящена рассмотрению 
некоторых классов квантовых излучателей, о ко-
торых можно говорить как об атомно-фотонном 
кластере. Во взаимодействии с классической ко-
герентной волной или квантованным термостатом 
атомно-фотонный кластер характеризуется своей 
алгеброй операторов, а в остальном эффективный 
оператор резонансного взаимодействия аналоги-
чен оператору резонансного взаимодействия дву-
хуровнего атома или гармонического квантового 
осциллятора с когерентной волной или термостатом. 
Слово «эффективный» подчеркивает, что в конеч-
ных уравнениях исходной модели, на основе кото-
рых и исследуются физические явления, возникли 
операторы, схожие с аналогичными простейших 
моделей, какими является модель резонансного 
атома или квантового гармонического осциллятора. 
Иначе говоря, эффективные величины занимают 
те же «места» в операторе взаимодействия атома или 

квантового гармонического осциллятора после вы-
полнения над исходным оператором взаимодействия 
всех приближений, связанных с условием резонанса 
во взаимодействии.

Следует отметить, что адекватным методом ана-
лиза основных уравнений моделей резонансных 
явлений в оптике служит метод усреднения Кры-
лова — Боголюбова — Митропольского [1, 6, 7], ал-
гебраическим вариантом и обобщением которого 
является метод алгебраической теории возмущений 
[5, 8—10]. Алгебраическая теория возмущений дает 
инструмент систематического построения эффек-
тивного гамильтониана задачи при помощи исполь-
зования унитарной симметрии квантовой теории 
в условиях различных резонансных взаимодействий.

Эффективный оператор VEff(t) резонансного вза-
имодействия классического поля с гармоническим 
осциллятором или двухуровневым атомом в элект-
родипольном приближении в низшем порядке ал-
гебраической теории возмущений в представлении 
взаимодействия можно записать в едином и простом 
виде как [1—5]

V t g t i t X H cEff ( ) ( )exp[ ( ) ] . .= − − ++E � �V t g t i t X H cEff ( ) ( )exp[ ( ) ] . .= − − ++E � � ,    (1)

где E t t i t c c( ) ( )exp( ) . .= − +E ω — амплитуда электрического поля E t t i t c c( ) ( )exp( ) . .= − +E ω
E t t i t c c( ) ( )exp( ) . .= − +E ω  когерентной волны несущей 
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частоты ω, X +  и  X X− +
+=  — суть операторы, описы-

вающее рождение и уничтожение «возбуждения» в ре-
зонансной квантовой системе, в которой Ω  — частота 
указанного возбуждения или частота эффективного 
резонансного перехода (�»�), а  g  — эффективная 
константа связи. Буквами H c. .  и  c c. .  обозначаем 
слагаемые, эрмитово и комплексно-сопряженные 
предыдущим слагаемым, соответственно. Явным 
написанием аргумента времени у операторозначных 
величин подчеркиваем их принадлежность представ-
лению взаимодействия.

В ансамблях одинаковых квантовых частиц специ-
фика алгебры операторов квантовой системы X +, X -  
определяет все многообразие нелинейных когерент-
ных эффектов, типа фотонного эхо, и другие. Напри-
мер, в случае гармонических одинаковых квантовых 
осцилляторов X +  представляет оператор рождения 
c+  кванта Ω, X c+

+= . Оператор X -  представляет 
оператор уничтожения кванта Ω, X c− = . Коммута-
ционные соотношения [c, c+] = 1 отвечают алгебре 
Гейзенберга — Вейля. Эта алгебра в математическом 
смысле разрешима [11], и поэтому в ансамблях гар-
монических осцилляторов эффекты, типа фотонного 
эхо, невозможны [12]. Причину такого положения 
дел мы рассмотрим в третьем разделе статьи.

В случае атомов X R+ +=  и  X R− −=  удовлетворя-
ют коммутационным соотношениям [ , ]R R R3 ± ±=± , 
[ , ]R R R+ − = 2 3  алгебры su(2), которая неразрешима. 
Поэтому оказываются возможными эффекты, типа 
фотонного эхо, сверхизлучения, оптической нутации 
и др. [1—5, 9, 10, 12, 13].

Сейчас различные многорезонаторные системы 
предлагаются для устройств квантовой памяти [14, 
15]. При этом квантовый гармонический осциллятор 
является основной моделью подобных квантовых 
систем. Он эффективно моделирует не только резо-
наторные устройства [3, 4, 16], но и сверхпроводящие 
структуры на основе эффекта Джозефсона [17, 18]. 
Поэтому представляет интерес построение моделей 
с участием квантовых гармонических осциллято-
ров, в которых бы реализовалось все многообразие 
когерентных нелинейных эффектов, некоторые 
из которых, например фотонное эхо, востребова-
ны в устройствах квантовой памяти и квантовых 
процессорах.

РАССМАТРИВАЕМЫЕ ОБЪЕКТЫ  
И ИХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Пусть имеются два одномодовых микрорезонатора, 
в общей области которых присутствуют как кванты 
внутрирезонаторных мод, так и внутрирезонаторный 
неподвижный атом (или молекула, квантовая точка 
и т. п., или их ансамбль). Также внутрирезонаторный 
атом может взаимодействовать с внешним класси-
ческим когерентным полем. Будем характеризовать 
имеющиеся объекты следующим образом.

1. Микрорезонаторы отличаются высокой доброт-
ностью, единственной собственной модой частоты 
ωA и ωr у каждого из микрорезонаторов, операторами 
рождения A+, r+  и уничтожения A, r  фотонов этих 
мод и квантовыми состояниями указанных фотонов. 
При этом потерями на зеркалах, наличием других 
мод, пренебрегаем. Гамильтонианы микрорезона-
торов даются выражениями

H c cc c= +
ω , H r rr r= +

ω ,

где [ , , ]c c c c+ =− , [ , , ]c c c c+ + += , [ , ]c c+ =1, [ , , ]r r r r+ =−
[ , , ]r r r r+ =− , [ , , ]r r r r+ + += , [ , ]r r+ =1. Операторы различных 

резонаторов коммутируют друг с другом. Можно 
также говорить об одном двухмодовом резонаторе 
с независимыми модами и даже о многомодовом ре-
зонаторе, если дальнейшее условие резонанса будет 
затрагивать только указанные две моды.

2. Атомы, молекулы, квантовые точки для просто-
ты будем именовать просто атомами с квантовыми 
стационарными невырожденными состояниями 
| E j >  энергии E j  в случае изолированного атома. 
Считаем, что уровень | Eg >  является основным, 
а некоторый уровень | Eu >  связан с основным оп-
тически запрещенным (двухквантовым) переходом 
E Eu g® . Атомы сосредоточены в объеме с размера-
ми, много меньшими длин электромагнитных волн, 
а взаимодействием между атомами пренебрегаем, 
кроме диполь-дипольного. Диполь-дипольное вза-
имодействие учитывается автоматически в высших 
порядках алгебраической теории возмущений [19, 
20]. Число атомов Na со временем не меняется. Га-
мильтониан отдельного i-го атома имеет вид

H E E Ea
i

j j
i

j
j

i( ) ( ) ( )
| |= > <∑ ,

| |( ) ( ) ( )E Ej
i

j
j

i i> < =∑ 1 , 

< > =E Ej
i

k
i

jk|( ) ( ) δ , E Ej i ji− =Ω ,
а гамильтониан всей атомной подсистемы является 
прямой суммой гамильтонианов отдельных атомов

H Ha a
i

i

N a

=
=
∑ ( )

1

.

Верхний индекс у векторов состояний и опера-
торов отмечает пространство состояний i-го атома. 
В данной статье при формулировке модели резонанс-
ного взаимодействия с атомно-фотонным кластером 
часто будем рассматривать только один атом N a =1, 
а квантовые состояния не будут характеризоваться 
определенной четностью, так что и прямой двухфо-
тонный переход E Eu g®  не запрещен.

3. Внешнее классическое когерентное электро-
магнитное поле характеризуется напряженностью 
электрического поля E t e c ci r t= +−E ( ) . .( )




� �  с несу-
щей частотой v, волновым вектором κ  и медленно 
меняющейся по сравнению с e i r t± −( )




� �  амплитудой 
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E . Для простоты считаем, что атомы локализованы 
в окрестности точки 



r = 0. Чтобы различать разные 
модели атомно-фотонного кластера, в одной из мо-
делей для несущей частоты когерентной волны будем 
использовать обозначение ω, а в другой будем гово-
рить о двухчастотной когерентной волне с несущими 
частотами v1 и v2.

4. Предполагаем, что электромагнитные поля за-
дачи, как внешние, так и микрорезонаторных мод, 
взаимодействуют электродипольным образом с ато-
мами, что описывается операторами взаимодействия 
в представлении взаимодействия

V t ce c e d e E Ec c
i t i t

kj
i t

k j
kj

c c kj( ) ( ) | |= + ><− + ∑� � � � , 

V t re r e d e E Er r
i t i t

kj
i t

k j
kj

r r kj( ) ( ) | |= + ><− + ∑� � � � ,

V t e e d e E Ee
i t i t

kj
i t

k j
kj

kj( ) ( ) | |*= + ><− ∑E E� � � . (2)

Вид указанных операторов является следствием 
вида -

 

Ed  электродипольного оператора взаимо-
действия, 



d  — оператор дипольного момента атома, 


E  — оператор напряженности электрического поля, 
которые создают осцилляторы в месте нахождения 
атома. Константы γc  и  γr  учитывают местополо-
жение атома в микрорезонаторах, а знак «минус» 
включаем в матричные элементы dkj .

В системе представленных объектов возможно мно-
жество резонансных процессов. Их классификацию 
удобно проводить в терминах алгебраической теории 
возмущений. При этом нас интересует поведение 
объектов по отношению к поглощению (испуска-
нию) одного кванта когерентной волны, поскольку 
именно так мы определяем эффективный излучатель. 
Первому порядку алгебраической теории возмуще-
ний отвечают однофотонные резонансные процессы, 
когда один поглощенный квант вызывает возбужде-
ние атомной или фотонной подсистем. Здесь можно 
говорить о резонансе первого порядка. Это детально 
исследовано в рамках резонансного взаимодействия 
двухуровневой системы и не предполагает совмест-
ного взаимодействия всех перечисленных объектов.

Во втором и более высоких порядках алгебраи-
ческой теории возмущений возможно множество 
различных резонансных процессов, среди которых 
выделим процессы с возбуждением в атомной под-
системе и без такого возбуждения. При этом инте-
ресуемся процессами совместного взаимодействия 
с когерентным классическим полем атомной и фотон-
ной подсистем. Мы также предполагаем отсутствие 
резонансов первого порядка. Эффективный опера-
тор взаимодействия удобно искать в представлении 
взаимодействия при помощи алгебраической теории 
возмущений. Обязательность атомной подсистемы 
в атомно-фотонном кластере и невозможность чисто 
фотонного кластера следует из структуры слагаемых 

алгебраической теории возмущений и разрешимости 
алгебры Гейзенберга — Вейля.

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ  
ВОЗМУЩЕНИЙ

Построение эффективного оператора взаимодей-
ствия между рассматриваемыми объектами состоит 
в таком преобразовании исходного вектора состоя-
ния всех объектов рассматриваемой системы | ( )Ψ t >,

| ( ) exp( ( )) | ( )Ψ Ψt iS t t≥ − >,                (3)

и разложения генератора S t( )  преобразования век-
тора состояния и преобразованного суммарного 
оператора взаимодействия V t V t V t V tc r e( ) ( ) ( ) ( )= + + ,

S t S t S t( ) ( ) ( ) ,( , , ) ( , , )= + +1 0 0 0 1 0
  

� � � � �V t V t V t V t V t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= + + + +1 0 0 0 1 0 0 0 1 11 0 �� …V t( , , )( )111 +

� � � � �V t V t V t V t V t( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= + + + +1 0 0 0 1 0 0 0 1 11 0 �� …V t( , , )( )111 + ,                (4)

чтобы в эффективном гамильтониане V t( )  в пред-
ставлении взаимодействия не было бы быстроме-
няющихся во времени слагаемых. Это требование, 
с одной стороны, отвечает методу усреднения Крыло-
ва — Боголюбова — Миропольского [6, 7] и алгебра-
ической теории возмущений [9]. С другой стороны, 
оно является неотъемлемым условием применимости 
марковского приближения, если в рассмотрение, на-
ряду с классической когерентной волной, включить 
термостатное поле, окружающее рассматриваемую 
систему [21, 22]. Требование отсутствия быстроме-
няющихся во времени слагаемых однозначно опре-
деляет слагаемые эффективного гамильтониана V t( ),

� �V t iS t V t iS t i iS t
d

dt
iS t( ) exp( ( )) ( )exp( ( )) exp( ( )) exp( ( ))= − − −

� �V t iS t V t iS t i iS t
d

dt
iS t( ) exp( ( )) ( )exp( ( )) exp( ( )) exp( ( ))= − − − ,

при использовании формулы Кэмпбелла—Бейкера— 
Хаусдорфа:
� �V t V i S V S S V S S S V i e ei iS d

dt
i( ) [ , ] [ ,[ , ]] [ ,[ ,[ , ]]] ...= − − + + − −1

2 6
SS

� �V t V i S V S S V S S S V i e ei iS d
dt

i( ) [ , ] [ ,[ , ]] [ ,[ ,[ , ]]] ...= − − + + − −1
2 6

SS.

Верхние индексы в разложениях (4) отмечают сла-
гаемые, имеющие соответствующий порядок по кон-
станте связи осцилляторов и когерентного поля ато-
мом: левый — по константе γc, средний — по константе 
γr , правый — по связи когерентного поля. Общие 
формулы алгебраической теории возмущений нетруд-
но получить, используя формулу Кемпебелла — Бей-
кера — Хаусдорфа и соответствующие разложения 
в ряды. Они приведены в [5, 9, 10]. Например,

� �V t
dS t

dt
V tc

( , , )
( , , )

( )
( )

( )1 0 0
1 0 0

= + ,



	 АТОМНО-ФОТОННЫЙ КЛАСТЕР В НЕЛИНЕЙНОЙ И КВАНТОВОЙ ОПТИКЕ� 879

ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ	 том 88	 № 6	 2024

� �V t i
d

dt
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i
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i
S

r
( , , ) ( , , ) ( , , )

(

( ) ( ) [ ( ), ( )]

[

11 0 11 0 1 0 0

2

2

= − −

− 11 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

2 2

, , ) ( , , )

( , , ) ( , ,

( ), ( )]

[ ( ), ( )] [

t V t

i
S t V t

i
Sc

� −

− − )) ( , , )( ), ( )],t V t� 1 0 0
 
 (5)

и т. п.
Можно иначе представить выражения (5), исполь-

зуя явное обозначение различных типов слагаемых 
при помощи штрихов. Пусть штрих у выражения, 
например, ¢V tc( ), обозначает слагаемые, медленно 
меняющиеся во времени, а два штриха, например, 
¢¢V tc  ( )  — слагаемые, быстро меняющиеся во време-

ни. Тогда мы каждый оператор представляем в виде 
суммы медленно и быстро меняющихся во времени 
слагаемых, например, ′′ = ′ + ′′V t V t t V tc c c  ( ) ( ) ( ) ( ). Остав-
ляя в эффективном гамильтониане только медленно 
меняющиеся во времени слагаемые, мы, тем самым, 
относим все быстро меняющиеся слагаемые к гене-
ратору унитарного преобразования. При этом произ-
ведения медленно меняющихся во времени величин 
на быстроменяющиеся, очевидно, быстро меняются 
во времени, тогда как произведения быстрых во вре-
мени выражений могут содержать не только быстрые 
во времени слагаемые, но и слагаемые, которые мед-
ленно меняются во времени. В таких обозначениях 
выражения (5) принимают вид
V t V tc

( , , )( ) ( )1 0 0 = ′ , V t V tr
( , , )( ) ( )0 1 0 = ′ , V t V te

( , , )( ) ( )0 0 1 = ′ ,


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dt
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1 0 0
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0 1 0
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Введенные обозначения позволяют выразить ус-
ловие отсутствия резонансов первого порядка как

′ = ′ = ′ =V t V t V tc r e( ) ( ) ( ) 0.                    (7)

Соответственно, и последующие формулы упро-
щаются очевидным образом.

Представленная коммутаторная структура эффек-
тивного оператора взаимодействия объясняет также 
отсутствие эффектов, типа фотонного эхо, в системах 
квантовых гармонических осцилляторов. Дело в том, 
что унитарное преобразование (3) можно также рас-
сматривать как преобразование вектора состояния 
из начального момента времени в момент времени t, 
генератором которого служит гамильтониан систе-
мы. В случае алгебры Гейзенберга — Вейля комму-
татор осцилляторных операторов либо равен нулю, 
либо пропорционален тождественному оператору 
(разрешимость алгебры). Тогда вычисления по тео-
рии возмущений уже в первом порядке показывают, 
что никакого сигнала эхо нет и быть не может, как 
и нет таких эффектов как высокочастотный эффект 
Штарка в поле когерентной волны. Отсюда также 
следует невозможность чисто фотонного кластера 
из гармонических осцилляторов, в которых нет ре-
зонансов первого порядка. Однако, говоря об атом-
но-фотонном кластере, мы оставим это название 
в случае, когда в атомной системе совершаются ре-
альные квантовые переходы и будем использовать 
термин фотонный кластер, когда в атомной системе 
имеют место только виртуальные переходы, так что 
начальное состояние атома не меняется (считаем, что 
в начальном состоянии атом заселяет только нижнее 
энергетическое состояние).

АТОМНО-ФОТОННЫЙ КЛАСТЕР

Для реализации резонанса второго порядка в опи-
санной системе достаточно иметь один одномодо-
вый микрорезонатор, например, с частотой моды 
ωc, и ансамбль Na одинаковых неподвижных оди-
наковых частиц, например, атомов. Энергетические 
уровни основного состояния атома Eg и некоторого 
возбужденного состояния Eu связаны двухквантовым 
переходом и выполнено условие комбинационного 
резонанса

( ) /E Eu g c− ≡ ≈ − �0 � � .                (8)

Эту ситуацию удается проанализировать аналити-
чески. Считаем, что γr = 0  и не рассматриваем про-
цессы, типа V ( )200  и подобные. Нетрудно получить
V c E E e H cc u g

i

i

i t
ug c

( ) ( )| | ( ) . .101 = >< − ++ −∑� ��E � ,

где введен стандартный параметр теории оптических 
резонансных процессов [5,10]

�
� �

�nm
nj jm

jn jmj
mn

d d
( ) ( )*�

� �
�=

+
+

−












= −∑



1 1 . (9)
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В силу условия резонанса (7) для резонансных 
атомных энергетических уровней | Eg >  и  | Eu >  
справедливо соотношение � �ug ug c( ) ( )� = −� .

Эффективный гамильтониан V t V teff ( ) ( )( )= 

101V t V teff ( ) ( )( )= 

101  
можно также записать как (1) с параметрами

g c ug c= −� � �� ( ), X c R+
+
+= , X cR− −= , 

�= + −�c u gE E( ) / .

Фактор µ~1  введен для учета геометрии задачи.

Операторы X ±  и  X
R c c

0
3

2
=

+ +
, где

R E Eu g+ = >< | |, R E Eg u− = >< | |, 

R E E E Eu u g g3
1
2

= >< − ><(| | | |),           (10)

удовлетворяют коммутационным соотношениям

[ , ]X X X0 ± ±=± , [ , ] ( ) ( )X X p X p Xn n− + = + −0 01  (11)

с характеристическим полиномом

X X p X c X qn
i

n

i+ −
=

= = −∏( ) ( )0 0
1

0

третьего порядка (n =3) с параметрами

c0 1=− , q r X1 2= −( ) / , q X r2 3 2= −( ) / , 
q X r3 2 1= + +( ) / .

Операторы

X с с R r= − ++
3  

и  R R R R R R R R R2
3
2

3 3
2

3= + − = + ++ − − +

являются операторами Казимира рассматриваемой 
алгебры, причем на неприводимом представлении 

собственные значения оператора X  неотрицатель-
ны, а оператора R 2  равны r r( )+1 . Описанная ал-
гебра бесконечномерная и называется полиноми-
альной алгеброй третьего порядка [23]. Ее пред-
ставления и применения в оптике рассмотрены 
в работах [24—27].

Основной параметр атомно-фотонного кластера 
�ug c( )-�  отличен от нуля, вообще говоря, и в слу-
чае, когда атомные состояния могут характеризо-
ваться определенной четностью и в произвольном 
случае.

Таким образом, вовлечение реальных кванто-
вых переходов в атомах в оптических резонансных 
процессах второго порядка позволяет ввести в рас-
смотрение атомно-фотонный кластер как единый 
излучатель, при взаимодействии с которым возмо-
жен весь спектр нелинейно-оптических эффектов 
вследствие коммутационных соотношений (9).

ФОТОННЫЙ КЛАСТЕР

Для системы из двух квантовых гармонических 
осцилляторов с различными частотами ωc и ωr суще-
ствует естественное условие резонанса,

ωr − ωc ≈ ω,                           (12)

которое «выделяет» двухуровневую систему (рис. 2). 
Однако разрешимость алгебры Гейзенберга — Вей-
ля делает невозможным эффективное резонансное 
взаимодействие когерентной волны с такой двуху-
ровневой системой. Другими словами, рассматривая 
только гармонические осцилляторы, невозможно 
получить эффективный гамильтониан в форме (1), 
отвечающий условию (11), и невозможно формиро-
вание когерентных эффектов двухуровневых систем, 
типа фотонного эхо.

ωс

ωс

Ej

Eu

Eg

νE1
c

а

ωс

ν

б

Рис. 1. Условие комбинационного резонанса и структура энергетических уровней атомов и фотонной моды (а), локали-
зованных в микрорезонаторе (б), в случае (слева) воздействия внешней когерентной волны.
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Тем не менее реализовать ситуацию, представ-
ленную на рис. 2, можно, если рассматривать не-
резонансное взаимодействие когерентной волны 
не с микрорезонаторными модами ωc и ωr, а только 
с внутрирезонаторными атомами. Микрорезонатор-
ные моды также должны нерезонансно взаимодей-
ствовать с теми же внутрирезонаторными атомами. 
Опять возникает атомно-фотонный кластер, в ко-
тором, в отличие от предыдущего случая, в атом-
ной подсистеме при взаимодействии с когерентной 
волной в условиях (11) реальных квантовых перехо-
дов не происходит. Поскольку атомная подсистема 
не меняет своего состояния, а условие резонанса 
(11) относится только к фотонным системам, то та-
кой кластер будем называть фотонным. Исходные 
операторы взаимодействия в таком случае имеют 
вид (2), но, в отличие от предыдущего раздела, необ-
ходимо рассматривать два микрорезонатора ωc и ωr. 
Вклад в эффективный обсуждаемого резонансного 
взаимодействия гамильтониан дает только слагаемое
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Тот факт, что в системе, как считаем, нет никаких 
резонансов, кроме резонанса, описанного выше ((11) 
и рис. 2), выражается в требованиях

   V t V t V t V t( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 1 0 0 0 1 11 0= = = =

                = = = V t V t( , , ) ( , , )( ) ( ) .0 11 1 0 1 0

Необходимые слагаемые генератора унитарного 
преобразования выведены из уравнений [9]
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В результате стандартных вычислений получаем 
эффективный гамильтониан резонансного взаимо-
действия фотонного кластера с когерентной волной 
в виде (1) с операторами:

X cr+
+= , X c r−

+= , �= −� �r c , 
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(13)

Фактор µ~1  введен для учета геометрии задачи.
Основной параметр фотонного кластера �ph ( )�  

отличен от нуля только в случае, когда атомные со-
стояния не характеризуются четностью.

ωс

ωr

ω
E1

c

E1
r

а б

Рис. 2. Спектры гармонических осцилляторов (а) и  (б). 
В поле когерентной волны эффективно осуществляется 
переход с уровня на уровень с поглощением кванта и об-
ратно, с  излучением кванта. При этом в  силу условия 
другие энергетические уровни осцилляторов при опреде-
ленных начальных условиях можно считать не задейство-
ванными. Возникающая двухуровневая система отмечена 
пунктиром.
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Заметим, что форма параметра (12) непосред-
ственно отвечает слагаемым − ′− ′− ′i
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Такая форма параметра �ph ( )�  непосредствен-
но отвечает другим слагаемым эффективного опе-
ратора взаимодействия V t( , , )( )111 . При сравнении 
этого выражения с (12) видна характерная структура 
параметров эффективных резонансных моделей, 
аналогичная и другим условиям резонанса, таким, 
например, как в случае атомно-фотонного кластера 
предыдущего раздела.

Полученные результаты для фотонного кластера 
можно интерпретировать как физическую реализа-
цию представления Йордана — Швингера алгебры 
su(2). Представление об эффективности этого пред-
ставления в расчетах задача нелинейной оптики 
можно получить из [10]. Сам факт, что реальное 
взаимодействие рассмотренного фотонного кластера 
с когерентной волной описывается в терминах алге-
бры su(2), говорит о возможности наблюдения в ан-
самблях таких объектов всего спектра нелинейных 
когерентных эффектов, характерных для резонансно-
го взаимодействия когерентной волны с ансамблем 
двухуровневых атомов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Квантовые осцилляторные системы постоянно 
находятся в фокусе внимания не только физиков, 
но и математиков. В работах [28, 29] развивается 
специфический метод рассмотрения осцилляторных 
систем, обобщающий преобразования Боголюбова, 
в статьях [30, 31] предложены другие варианты по-
строения теории возмущений, отличные от алгебра-
ической теории возмущений. Причем упор сделан 
на выводе кинетических уравнений, описывающих 
взаимодействие квантовых систем с термостатом. 
В нашем подходе взаимодействие с термостатом со-
стоит в замене амплитуды электрического поля клас-
сической когерентной волны на соответствующие 
операторы термостата и дальнейшее рассмотрение 
и решение квантовых стохастических дифферен-
циальных уравнений в марковском приближении, 

согласно общей схеме [9]. В какой мере получится 
согласовать кинетические уравнения для рассмотре-
ния релаксационных процессов — вопрос открытый, 
поскольку непонятно, как в подходах [28—31] будут 
вводиться рассмотренные в статье кластеры, проис-
хождение моделей которых обязано алгебраической 
теории возмущений. Наш метод объединяет и вывод 
кинетического уравнения, и сведение резонансных 
взаимодействий с квантовыми системами к эффек-
тивным моделям и системам. Любопытно, что такие 
разные задачи, как построение двухуровневой модели 
в резонансном взаимодействии ангармонического 
осциллятора с когерентной волной [32] и рассмотрен-
ная в данной статье ситуация с ансамблем гармони-
ческих квантовых осцилляторов, решены в рамках 
алгебраической теории возмущений. Найденная 
физическая реализация представления Йордана — 
Швингера алгебры su(2) позволяет в дальнейшем 
рассматривать на квантовых гармонических осцил-
ляторах все нелинейно-оптические эффекты, харак-
терные для двухуровневых систем [33]. При этом 
рассмотрение таких эффектов представляет собой 
отдельную задачу, так как они еще определяются 
специфическими начальными условиями.

Автор выражает благодарность Калачеву А. А. 
и Сазонову С. В. за полезные обсуждения.
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