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Теоретически продемонстрирована возможность определить коэффициент a магнитострикции 
магнитоактивного эластомера путем простого изометрического эксперимента, в котором изме-
ряется усилие, возникающее при наложении поля в направлении, вдоль которого размер образца 
МАЭ зафиксирован. Показано, что коэффициент a можно найти, зная зависимость возникаю-
щей силы (поверхностного давления) от аспектного отношения образца.
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ВВЕДЕНИЕ

Цель настоящей работы – теоретическое обо-
снование способа, позволяющего определять 
стрикционный параметр магнитоактивного эласто-
мера по данным изометрических силовых измере-
ний.

Название магнитоактивный эластомер (МАЭ) 
обозначает композицию мягкого полимера с ми-
кродисперсным ферромагнетиком [1–3]. Имея мо-
дули упругости 102–104 Па, МАЭ рассматриваются 
как перспективные смарт-материалы для рабочих 
элементов адаптивных демпферов и манипулято-
ров, [4], адаптивных акустических покрытий [5], 
мягких микророботов [6,7], тканевой инженерии 
[8] и пр. В основе всех этих применений лежит маг-
нитодеформационный эффект: способность МАЭ 
значительно изменять свою форму и внутренние 
свойства в ответ на приложенное магнитное поле.

Типичная и  наиболее распространенная раз-
новидность МАЭ – это матрица из силиконового 
каучука, наполненная порошком карбонильно-
го железа при объемной концентрации 20–30%. 
Поскольку карбонильное железо обладает низ-
кой энергией магнитной анизотропии, частицы 
микронного размера в отсутствие внешнего поля 
имеют развитую доменную структуру и, таким об-
разом, практически нулевой магнитный момент. 
Вследствие этого образец МАЭ в основном состо-
янии не имеет намагниченности.

Приложение магнитного поля умеренной ве-
личины (до  100–200 кА/м) никак не влияет на 

полимер, но существенно намагничивает части-
цы: начальная магнитная восприимчивость же-
леза составляет несколько тысяч (в системе СИ). 
Приобретя магнитный момент, каждая частица 
вступает в магнитостатическое взаимодействие со 
всеми остальными. Поскольку магнитные силы 
анизотропны, они стремятся определенным обра-
зом перестроить мезоструктуру МАЭ, а именно: 
собрать частицы в цепи, направленные вдоль поля 
и при этом удаленные на максимальное расстоя-
ние одна от другой в плоскости перпендикуляр-
ной полю. Подчиняясь этой тенденции, частицы 
сдвигаются из своих исходных положений, однако, 
лишь в некоторой степени, поскольку их полному 
агрегированию препятствуют упругие силы, созда-
ваемые полимерной сеткой. На макроскопическом 
уровне магнитомеханический отклик МАЭ явля-
ется совокупным результатом всех происходящих 
в нем мезоскопических изменений.

МАГНИТОСТРИКЦИОННЫЙ 
ЭФФЕКТ В МАЭ

Понятие магнитострикции давно существует 
в  физике ферромагнетиков, где оно обозначает 
взаимозависимость размера тела и его намагни-
ченности [9,10]. Магнитострикция кристалличе-
ских ферромагнетиков обусловлена внутриатом-
ным спин-орбитальным взаимодействием и имеет 
сугубо квантовую природу. В количественном от-
ношении она мала: относительная магнитострик-
ционная деформация составляет 10–6–10–5.
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Магнитострикция МАЭ принципиально отли-
чается от своего твердотельного прототипа, по-
скольку является классическим, а не квантовым 
эффектом. В  МАЭ причиной магнитострикции 
является изменение ближнего пространственно-
го порядка в ансамбле частиц наполнителя; под-
робности, можно найти в работе [11]. Эту струк-
турную перестройку вызывают пондеромоторные 
силы, возникающие между частицами при их на-
магничивании. Перенос названия эффекта в фер-
ромагнетиках на МАЭ объясняется тем, что в обо-
их случаях в макроскопической плотности энергии 
учитывается взаимозависимость магнитного и де-
формационного состояний материала. Величина 
указанного вклада в энергию задается одним фе-
номенологическим параметром – коэффициентом 
линейной магнитострикции.

СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ МАЭ 
В КОНТИНУАЛЬНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Даже в небольшом образце МАЭ (скажем, раз-
мером ~1 мм) при содержании магнитной фазы 
~25 об.  % находится 105–108 частиц. Очевидно, 
что его полное мезоскопическое моделирование 
с учетом всех магнитных и упругих сил потребо-
вало бы огромной затраты вычислительных ре-
сурсов. Тем более, такой план непригоден для ин-
женерных задач. Выходом из положения является 
использование континуальных моделей, учиты-
вающих только главные особенности поведения 
МАЭ в поле и/или под механической нагрузкой. 
Такая модель представляет собой систему уравне-
ний для макроскопических полевых переменных 
(тензоры деформации и напряжений, намагни-
ченность), где специфика МАЭ отражена введе-
нием небольшого числа дополнительных слагае-
мых.

В тех случаях, когда интерес представляют рав-
новесные ситуации, континуальные уравнения 
получают варьированием функционала свободной 
энергии образца. Указанная задача рассматрива-
лась неоднократно [12–16]. Как показано, напри-
мер, в работе [13], объемную плотность свободной 
энергии МАЭ можно представить суммой F = Fel + 
+ Fmag + Fcross, где Fel – упругая энергия матрицы, 
которая не зависит от магнитного поля и описы-
вается одним из стандартных высокоэластиче-
ских потенциалов, например, Муни–Ривлина или 
Джента [17]. Выражение для магнитной энергии 
Fmag получается из решения задачи магнитостатики 
при заданном внешнем поле в образце с неподвиж-
ными границами и фиксированным распределени-
ем восприимчивости c в нем.

Функция Fcross описывает взаимное влияние 
магнитных и упругих свойств, то есть внутреннюю 
магнитомеханику МАЭ. Хотя феноменологическая 
термодинамика не позволяет найти точный вид 

этого слагаемого, можно показать, что в рассма-
триваемом случае Fcross можно представить в виде 
ряда по степеням сверток тензора деформации eik 
и компонент вектора внутреннего поля H



 или на-
магниченности M



 [13]. Ограничиваясь квадратич-
ным приближением, имеем
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H ,  
и в общем случае их следует считать тензорами; 
однако для МАЭ, основное состояние которо-
го изотропно, мы ограничились в (2) скалярным 
приближением. Отметим, что в формуле (1) ана-
логом константы линейной магнитострикции 
твердого ферромагнетика является коэффициент 
a, он определяет вклад единственного слагаемо-
го, имеющего первый порядок по тензору дефор-
мации.

Запишем выражение для начальной магнитной 
восприимчивости МАЭ по отношению к  полю 
внутри образца:
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Здесь c0 – восприимчивость МАЭ с Fcross = 0, то 
есть такого композита, распределение частиц в ко-
тором не изменяется ни при намагничивании, ни 
при деформировании. Третье и четвертое слагае-
мые в (2) квадратичны по eik, поэтому при не слиш-
ком сильном деформировании ими можно пренеб-
речь по сравнению с линейной поправкой.

Вынужденная деформация индуцирует в МАЭ 
поле механических напряжений
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здесь коэффициент λ – величина пропорциональ-
ная объемному модулю материала, а через G обо-
значен модуль сдвига модельного МАЭ с Fcross = 0. 
Присутствие магнитного поля модифицирует меха-
нические свойства материала: в роли эффективно-
го модуля выступает теперь тензор
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Как видно из разложений (3) и (4), намагничи-
вание не только изменяет модуль МАЭ, но и при-
дает материалу анизотропную упругость. При 
этом линейная магнитострикция (определяемая 
коэффициентом a), влияя на деформирование 
образца, не дает вклада в перенормировку модуля 
упругости.

СТАТИКА МАЭ С УЧЕТОМ ЛИНЕЙНОЙ 
МАГНИТОСТРИКЦИИ

В рамках феноменологии теоретическая оценка 
коэффициентов a, b, g, невозможна; нереален и их 
точный мезоскопический расчет. Рациональным 
выходом из сложившейся ситуации представляет-
ся сбор экспериментальных данных о магнитоме-
ханике МАЭ и построение приближенных моделей 
на этой основе. Важным шагом к решению такой 
задачи является выбор методики механических ис-
пытаний.

Рассмотрим способ, позволяющий найти ко-
эффициент a из простых статических измерений. 
Как указано, этот материальный параметр опреде-
ляет главную часть магнитомеханического взаимо-
действия в МАЭ при не слишком больших дефор-
мациях и полях. Между тем, имеющиеся в литера-
туре теоретические оценки [16,18] противоречат 
друг другу как относительно величины, так и зна-
ка a.

Возможность находить коэффициент линейной 
магнитострикции из простого изометрического 
эксперимента прямо следует из соотношения (3). 
Действительно, при eik = 0 (деформация отсутству-

ет) вклады, пропорциональные G, b и  g обраща-
ются в нуль. Поэтому в пренебрежении краевыми 
эффектами магнитострикционное давление на гра-

нице образца есть  
�� �( )= αµp n H

1
2str 0

2
, где 



n  – еди-

ничный вектор нормали к границе. Отсюда следу-
ет, что, получив решение изометрической краевой 
задачи для заданного образца (например, цилин-
дра), можно определить стрикционную константу 
изучаемого МАЭ, фитируя данные статических из-
мерений давления.

Пусть цилиндрический образец МАЭ поме-
щен, как показано на рис. 1, в зазор между двумя 
неподвижными обкладками реометра, работающе-
го в статическом режиме, а однородное магнитное 
поле накладывается перпендикулярно торцу ци-
линдра. В этих условиях последний не имеет воз-
можности изменять высоту, так что магнитострик-
ция проявляется через создание давления, реги-
стрируемого тензометром.

При интерпретации результатов тензометрии 
МАЭ следует учитывать, что из-за дальнодейству-
ющего характера магнитных взаимодействий поле 
внутри образца отличается от поля, приложенного 
извне. Поэтому в поверхностном давлении всегда 
присутствует магнитостатический вклад, который 
в  линейном приближении 

 

= χM H0  принимает 

вид p n H
1
2magn 0 0

2 2( )= µ χ  
�� �

. Вследствие конечности 

радиуса образца внутреннее поле в нем неоднород-
но, и то же относится к распределению давления 
на поверхности. По этой причине силу f, прило-
женную к обкладке реометра, следует получать ин-
тегрированием магнитного давления по площади 
соприкосновения МАЭ с ней.

РЕШЕНИЕ ИЗОМЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ

Обозначим высоту и радиус цилиндра соответ-
ственно через h и R, см. рис. 1. В общем случае для 

h

R

H0

f

h

Рис. 1. Схема изометрического испытания образца МАЭ.
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того, чтобы рассчитать реакцию цилиндра из МАЭ 
на внешнее поле, необходимо решить связанную 
систему уравнений магнитоупругости [19]. Однако 
в приближении малых деформаций ситуация упро-
щается. Сначала при нулевых деформациях реша-
ется задача магнитостатики: находится магнитное 
поле H r( )





 внутри цилиндрического образца МАЭ 
и в окружающем его пространстве. Из полученного 
решения определяются магнитное давление на гра-
нице образца и пондеромоторные силы, действую-
щие внутри него. Найденные распределения маг-
нитного поля и сил подставляются в уравнения те-
ории упругости, после решения которых находится 
распределение напряжений внутри образца (кото-
рое зависит, в том числе, от a). Давление p r( )  на 
торце цилиндра рассчитывается как разность меж-
ду магнитным давлением и упругим напряжением:

	 p p n n .magn ik i k S
= − σ 	 (5)

Интегрирование p r( )  по поверхности S торца 
дает суммарную силу f, из которой находится сред-
нее давление p = f/S. Как видно из формул для pstr 
и pmagn, в используемом приближении все состав-
ляющие магнитного давления на границе квадра-
тичны по полю.

Указанные магнитостатическая и  упругая за-
дачи решались численно методом конечных эле-
ментов при помощи библиотеки FEniCS. Чтобы 
избежать проблем, связанных с сингулярностями 
на ободе цилиндра, угол между плоскостью торца 
и образующей скруглялся с радиусом 2% от ми-
нимального из двух значений: радиуса и высоты. 
Граничные условия на торце цилиндра запрещали 

осевые перемещения, но допускали их в касатель-
ном направлении (скольжение).

На рис.  2 представлена зависимость средне-
го давления от аспектного отношения (q = h/2R) 
цилиндра из МАЭ при различных значениях маг-
нитной восприимчивости c в отсутствие магнито-
стрикции (a = 0). В этих условиях единственной 
причиной эффекта является размагничивающее 
поле, связанное с ограниченностью размера об-
разца. Как и должно быть в этом случае, цилиндр 
стремится вытянуться в  направлении поля: все 
полученные значения p положительны. Каждая 
кривая рис. 2 проходит через максимум, положе-
ние которого с увеличением c смещается в сторо-
ну увеличения аспектного отношения. Представ-
ленные результаты легко понять, если вспомнить, 
что в противоположном случае – когда простран-
ственные ограничения отсутствуют, и  образец 
МАЭ реагирует не созданием давления, а измене-
нием размера – удлинение образца МАЭ является 
немонотонной функцией аспектного отношения. 
Деформация относительно невелика при q   1 
и q  1 и имеет максимум при q ~ 1 – см. результа-
ты работы [14], где в расчетах использовано типич-
ное для рассматриваемых МАЭ значение c = 3.8.

Учет магнитострикционного эффекта суще-
ственно изменяет ситуацию. На рис. 3 показано, как 
ведут себя зависимости p(q) при различных значе-
ниях параметра a. Для магнитной восприимчиво-
сти принято c = 3.8, так что кривая 1 (a = 0) на этом 
рисунке воспроизводит соответствующую кривую 
на рис. 2. Как видно, в МАЭ, обладающем магни-
тострикцией, при достаточно большом аспектном 
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Рис. 2. Зависимость среднего давления на торце ци-
линдра от аспектного отношения для значений маг-
нитной восприимчивости c0: 3.8 (1), 5.0 (2), 7.5 (3); 
параметр магнитострикции a = 0.

Рис. 3. Зависимость среднего давления на торце ци-
линдра от аспектного отношения для значений па-
раметра магнитострикции a: – 0.1 (1), 0 (2), 0.1 (3), 
0.2 (4); магнитная восприимчивость c0 = 3.8.
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отношении давление меняет знак: образец стре-
мится не расшириться, а сжаться. Хотя для сплюс-
нутых (q < 1) цилиндров инверсия давления требует 
достаточно больших a, в целом влияние параметра 
магнитострикции на функцию p(q) хорошо заметно 
при любых значениях аспектного отношения.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Необходимость учета магнитострикционного 
эффекта была впервые отмечена в [16]. В этой ра-
боте расчет свободного деформирования сферы из 
МАЭ [14] был повторен с добавлением a, взятой 
из диэлектрического аналога [20] рассматриваемой 
задачи. Однако учет корреляционных поправок 
при расчете намагниченности в системе случайно 
распределенных магнитомягких частиц показал, 
что получаемое в этом приближении значение a 
должно быть практически нулевым [18].

Это противоречие между предсказаниями ме-
зоскопических моделей подчеркивает важность 
экспериментальной проверки. Одним из простых 
способов прояснить ситуацию является предло-
женная схема. Проведение таких измерений было 
бы крайне желательно, тем более что в литерату-
ре можно найти очень мало исследований близких 
к рассматриваемой задаче по существу. Нам из-
вестны только две таких работы.

Так, в [21] рассматривался полный аналог ре-
шаемой нами задачи: зависимость давления, раз-
виваемого цилиндрическим образцом МАЭ в изо-
метрической ситуации, от аспектного отношения. 
Изучались МАЭ, наполненные частицами карбо-
нильного железа микронного размера с объемной 
концентрацией ~33%. При увеличении аспектно-
го отношения q от 0.03 до 0.3 экспериментально 
обнаружен и  теоретически обоснован рост p(q). 
С одной стороны, интервал параметра q в [16] со-
ответствует начальным участкам кривых на рис. 2 
и 3, где функция p(q) также возрастает при любых 
значениях параметров. Однако, с другой стороны, 
этот факт вряд ли можно считать достаточным под-
тверждением согласия результатов. Дело в том, что 
эксперимент и расчеты [21] выполнены только для 
случая сильных полей (~ 800 кА/м), когда намагни-
ченность частиц близка к насыщению. Между тем, 
в настоящей работе рассмотрен другой предельный 
случай – слабое поле, где происходит линейный 
рост намагниченности. Иными словами, для кор-
ректного сопоставления необходим пока отсутству-
ющий расчет для случая произвольного поля.

В работе [22] использована та же эксперимен-
тальная схема, что показана на рис. 1 и приведе-
на в [21]. Однако в [22] предметом рассмотрения 
была зависимость нормального давления только 
от приложенного поля и  концентрации магнит-
ного наполнителя. Исследованная серия образ-
цов МАЭ с  магнитомягкими частицами имела 

фиксированный размер: диаметр тестового цилин-
дра совпадал с его высотой (h = 2R, q = 1). Экс-
перименты подтвердили вполне ожидаемую ква-
дратичность осевого давления p по приложенному 
полю. Хотя зависимость давления от аспектного 
отношения исследована не была, представленные 
данные все же позволяют получить ориентиро-
вочную оценку магнитострикционного параметра 
МАЭ со случайным пространственным распре-
делением частиц, изученного в [22]. Так, найден-
ный там коэффициент параболы p(H), составил 
p H/ 3.7 10 .0

2 3µ = ⋅ −  Из формулы (5) следует, что 
среднее давление является линейной функцией a. 
Строя эту зависимость с учетом значения c0 = 3.27, 
приведенного в [17], получаем a ≈ –0.032. Отме-
тим, что это значение хорошо согласуется с оцен-

кой 1
2 0

2α = − χ  из [20], использованной в [16], со-

гласно которой a ≈ –0.027
Работа выполнена в  рамках проекта AAAA- 

A20-120020690030-5.
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Striction-induced stresses in a magnetoactive elastomer
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of the Russian Academy of Sciences, Perm, 614018 Russia

*e-mail: raikher@icmm.ru

The possibility to determine the magnetostriction coefficient a of a magnetoactive elastomer is 
theoretically demonstrated by way of simple isometric experiment, when the force is measured that 
emerges in result of application of a field in the direction along which the dimension of the sample is 
fixed. It is shown that the value of a may be found from analyzing the dependence of the force (or surface 
pression) on the aspect ratio of the sample.




