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Модель ансамбля одинаковых ангармонических осцилляторов в поле общего широкополосного
термостата без фотонов сведена к модели ансамбля одинаковых N-уровневых частиц при помощи
алгебраической теории возмущений. Модель в одной области параметров демонстрирует эффект
сверхизлучения Дике, а в другой области – осциллирующую зависимость интенсивности коллек-
тивного излучения от числа осцилляторов ансамбля. При определенном числе осцилляторов ан-
самбля коллективное излучение оказывается подавленным.
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ВВЕДЕНИЕ

Квантовый гармонический осциллятор явля-
ется основной моделью для описания различных
объектов квантовой оптики. Он эффективно моде-
лирует резонаторные устройства [1, 2], сверхпрово-
дящие структуры на основе эффекта Джозефсона
[3, 4]. Сейчас различные многорезонаторные систе-
мы предлагаются для устройств квантовой памяти
[5, 6]. В качестве адекватной модели таких
устройств рассматривают ансамбли невзаимо-
действующих между собой осцилляторов, кото-
рые связаны с общей резонаторной или волно-
водной модой. Общая мода может распадаться в
термостат или участвовать в иных взаимодей-
ствиях с внешним излучением. В работах [7, 8]
показано, что модели невзаимодействующих
между собой гармонических квантовых осцилля-
торов, которые либо нерезонансно связаны с об-
щей затухающей резонаторной или волноводной
модой, либо напрямую (резонансно) связаны с
общим термостатом, в марковском приближении
описываются одинаковыми кинетическими
уравнениями. В этих уравнениях различными
являются только параметры, отвечающие за вза-
имодействие с общим термостатом. Цель данной
статьи – рассмотреть случай одинаковых ангармо-

нических квантовых осцилляторов, распадаю-
щихся в поле общего термостата или связанных с
общей затухающей резонаторной или волновод-
ной модой.

Мы рассматриваем простейшие первые ре-
зультаты анализа динамики ансамбля невзаи-
модействующих между собой квантовых ангар-
монических осцилляторов, связанных с общей
затухающей модой, как в работах [5, 6]. Для это-
го используем модель, описывающую взаимодей-
ствие ансамбля с общим термостатом. В прибли-
жении, которое мы называем первым порядком
алгебраической теории возмущений [9, 10], эта
задача рассматривалась неоднократно [11–13]. В
приближении до второго порядка включительно
эта задача решена для ансамбля гармонических
осцилляторов работах [7, 8].

В данной работе решена задача о коллектив-
ном распаде локализованного ансамбля ангармо-
нических осцилляторов в поле общего термостата
без фотонов в приближении алгебраической теории
возмущений до второго порядка включительно.
Поскольку спектр ангармонического осциллятора
не эквидистантный, то привлекая соображения из
резонансной оптики можно ожидать, что, подобрав
соответствующие начальные условия, удастся све-
сти задачу к коллективному распаду двухуровневых
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систем. Тогда во втором порядке алгебраической
теории возмущения будут иметь место особенности
такого коллективного распада, в которых проявля-
ется так называемая невинеровская динамика [9].

В теории коллективного распада двухуровне-
вых систем наиболее известной моделью является
модель Дике [14–16], в рамках которой было
предсказан важный эффект формирования коге-
рентного импульса в коллективном излучении. В
задачах квантового компьютинга это побочный
нежелательный эффект, т. к. он ускоряет декоге-
ренцию. С точки зрения алгебраической теории
возмущений [9, 10] модель Дике учитывает лишь
слагаемые первого порядка по константе взаимо-
действия атомов с термостатом. Для описания
сверхизлучения в модели Дике достаточно знать
лишь параметры резонансных уровней. Учет сла-
гаемых второго порядка важен в ансамблях из
достаточно большого числа частиц и для кор-
ректного описания коллективного излучения
необходимо знание параметров штарковского
взаимодействия частиц ансамбля с термостатом,
которые определяются параметрами всех кван-
товых уровней частицы [17]. В работе [17] пред-
ложена обобщенная модель Дике, в которой
коллективная динамика зависит не только от
числа одинаковых частиц в ансамбле, но и от пара-
метров, определяющих взаимодействие частиц с
электромагнитным полем во втором порядке по
параметру связи с этим полем (т.е. от параметров
штарковского взаимодействия).

Учет ангармонизма осцилляторов и коллектив-
ное взаимодействие ансамбля одинаковых ангар-
монических осцилляторов с общим термостатом в
статье рассмотрено при помощи алгебраической
теории возмущений. Тогда естественным образом
(из исходного гамильтониана) построена эффек-
тивная модель ансамбля ангармонических осцил-
ляторов, параметры которой выражены через пара-
метры исходных ангармонических осцилляторов.
Учтены слагаемые второго порядка включительно
по константе связи, что при любой постановке за-
дачи с ангармоническим осциллятором является
новым. В марковском приближении они приводят
к замене уравнения Шрёдингера для оператора
эволюции всей системы и окружения на квантовое
СДУ (стохастическое дифференциальное уравне-
ние), управляемое всеми основными квантовыми
случайными процессам – рождающим, уничтожа-
ющим и считывающим [18]. Квантовый считыва-
ющий процесс обуславливает особенности неви-
неровской динамики, аналогичные предыдущим
исследованным случаям [7, 17]. А именно, при до-
статочном числе одинаковых составляющих ан-
самбля возбужденное состояние ансамбля одина-
ковых ангармонических осцилляторов вместо
ускоренного затухания стабилизируется. Во вся-
ком случае, в широком диапазоне значения числа
осцилляторов затухание энергии ансамбля затор-
маживается и отличается от распада, обусловленно-

го учетом только первого порядка алгебраической
теории возмущений. Это обстоятельство может
оказаться полезным в задачах квантового компью-
тинга. При этом, в отличие от случая гармониче-
ских осцилляторов, возникает импульс сверхиз-
лучения ансамбля одинаковых ангармонических
осцилляторов. Указанное сверхизлучение отли-
чается от традиционного сверхизлучения Дике
[14–16], поскольку имеет своеобразную – неви-
неровскую – зависимость от числа осцилляторов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Гамильтониан ансамбля невзаимодействую-

щих между собой осцилляторов, термостата и
оператора взаимодействия осцилляторов с тер-
мостатом возьмем в обычном виде

Здесь  – гамильтониан i-го осциллятора (из
общего числа  осцилляторов ансамбля), Hbath =
=  – гамильтониан термостата с опера-
торами, удовлетворяющими коммутационным
соотношениям  = , Vint – оператор
взаимодействия осцилляторов ансамбля с осцил-
ляторами термостата

Здесь g(ω) – параметр связи между осцилля-
торами ансамбля и термостатом (для простоты
действительный), c и c+ – операторы i-го осцил-
лятора: [c, c+] = 1, [N, c] = –c, [N, c+], N = c+c. Их
коммутаторы между разными осцилляторами и
осцилляторами ансамбля и термостата равны
нулю. Для указания пространства действия опе-
раторов i-го осциллятора используем нижние ин-
дексы,  и ci, как в формуле для Vint, а также Ni в
дальнейшем.

Как установлено в работах [7, 8] и указано во
Введении, представленная модель охватывает
также случай, когда ансамбль осцилляторов нере-
зонансно взаимодействует только с общей затуха-
ющей модой. Отличие от [7, 8] состоит в учете ан-
гармонизма осцилляторов ансамбля. Считаем,
что гамильтониан отдельного осциллятора отли-
чается от квадратичного и учитывает ангармо-
низм следующим образом

При этом диагональную часть осцилляторного
гамильтониана удобнее выражать при помощи
оператора числа квантов N = c+c
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Оператор N удобно использовать и в представ-
лении недиагональной части

Буквами H.c. обозначены слагаемые, эрмитово
сопряженные предыдущему.

Ранее при описании нелинейных процессов в
кубической среде, использовали только диаго-
нальную часть осцилляторного гамильтониана

 = hΩc[N + 6β(N + N2)] [19–21]. В прибли-
жении “классических” осцилляторов и пренебре-
жении корреляциями между амплитудой и чис-
лом возбуждении, задача сводится к известной
модели получения сверхизлучения классических
осцилляторов, следующей из рассмотрения клас-
сической динамики [19], более известной как мо-
дель Вайнштейна–Клеева [20]. В [21] предложено
построение квантованного движения ангармони-
ческого осциллятора как квантовый аналог клас-
сического метода перенормировки. Проводимое
ниже рассмотрение обобщает указанные работы
и приводит к специфическим проявлениям в ука-
занных задачах черт невинеровской динамики.

Представленное выше разбиение недиагональ-
ной части осцилляторного гамильтониана на  и

 отражает их последующую роль в оптических
эффектах в когерентных электромагнитных полях
[10]. Оператор  ответственен за генерацию вто-
рой гармоники и “выпрямление” поля, тогда как

 определяет генерацию третьей гармоники и
автомодуляцию падающей волны.

В картине Дирака переписываем гамильтони-
ан задачи как
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Принадлежность операторов и векторов со-
стояния к картине Дирака мы отмечаем явным
написанием временного аргумента. В представ-
ленных выражениях вместо оператора HDiag можно

подставлять , т.к. они не действуют на опе-

раторы термостата. При этом  является
первым приближением, учитывающим ангармо-
низм. Дальнейший учет ангармонизма проводим
по теории возмущений. Наша цель – получение
эффективного гамильтониана ансамбля ангармо-
нических осцилляторов и его окружения и вывод
кинетического уравнения для ансамбля ангармо-
нических осцилляторов, рассматриваемого как
открытая система, взаимодействующая с общим
термостатным полем.

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ 
ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Алгебраическая теория возмущений предпо-
лагает построение эффективного гамильтониана
по теории возмущений с учетом всех имеющихся
в системе взаимодействий. Если отдельно снача-
ла диагонализировать чисто осцилляторный га-

мильтониан системы  или , то в
дальнейшем теряются так называемые интерфе-
ренционные каналы взаимодействий [22].

В рассматриваемой системе есть три безраз-
мерных параметра взаимодействия, определяе-
мые как отношение соответствующих энергий к
энергии кванта возбуждения осциллятора .
Другими словами, есть однородная ширина спек-
тральной линии осциллятора  (формула для γ
будет получена далее), сдвиг его частоты за счет
ангармонизма, определяемого параметром β, а
также параметры α и β генерации гармоник. Что-
бы упростить для начала рассмотрение ансамбля
ангармонических осцилляторов, потребуем вы-
полнение соотношения

(1)

Следует заметить, что параметр γ может быть
очень маленьким для ансамбля независимых ан-
гармонических осцилляторов, нерезонансно свя-
занных с общей затухающей модой.

Другое предположение, о котором более и не
будем упоминать, и которое очевидно в резонанс-
ной оптике, это малость сдвигов и ширин линий
по сравнению с характерной частотой переходов

Итак, в предположении (1) рассмотрим дина-
мику ансамбля ангармонических осцилляторов в
общем дельта-коррелированном термостате. Эта
динамика в картине Дирака определяется уравне-
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нием Шрёдингера для вектора состояния систе-
мы и окружения 

(2)

Дополнительно предлагаем локальность ан-
самбля, что отражается в пренебрежении про-
странственными зависимостями.

Применение приближения белого шума (дель-
та-коррелированного термостата) требует отсут-
ствия в гамильтониане H(t) быстро меняющихся
во времени слагаемых, поскольку в противном
случае приближение белого шума будет не кор-
ректно для рассматриваемой задачи. Переход от
исходного гамильтониана H(t) к гамильтониану
без быстро меняющихся во времени слагаемых

 есть построение эффективного гамильтони-
ана задачи, для чего будем использовать алгебра-
ическую теорию возмущений [9, 10].

Алгебраическая теория возмущений использу-
ет унитарную симметрию квантовой теории и
предполагает переход от исходного вектора со-
стояния системы и окружения  к преобразо-
ванному вектору состояния . Такой переход
можно совершать в любом удобном представлении.
В картине Дирака наиболее просто формулируются
требования к отбору слагаемых ряда алгебраиче-
ской теории возмущений, сумма которых и состав-
ляет эффективный гамильтониан задачи [9, 10].

Оператор T(t) преобразования 
выражаем через эрмитовый генератор:

С точки зрения описания открытой системы и
ее окружения унитарное преобразование ничего
не меняет в измеряемых в эксперименте величи-
нах. Для этого уравнение Шрёдингера для преоб-
разованного вектора состояний  должно
определяться соответственно преобразованным
гамильтонианом 

(3)

Имеем следующий вариант формулы Кемп-
белла–Бейкера–Хаусдорфа
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Наличие малых параметров γ, α и β позволяет
использовать следующие разложения:

(4)

где каждому взаимодействию отвечает одно место
в тройке верхних индексов, так что S(i, j, k) описы-
вает i-ый порядок по первому взаимодействию
V1(t) (или γ), j-ый порядок по второму взаимодей-
ствию V2(t) (или α) и k-ый порядок по третьему
взаимодействию V3(t) (или β). Конкретизация
этих формул в различных приложениях дана в ра-
ботах [7–10, 17, 22]. Применение формул для опи-
сания ансамбля ангармонических осцилляторов
рассмотрено ниже. Подчеркнем, что ведущей
идеей алгебраической теории возмущений, поз-
воляющей при адиабатическом включении взаи-
модействий однозначно определить слагаемые
(4), является последовательное исключение из
всех слагаемых преобразованного гамильтониана
слагаемых, быстро меняющихся во времени в
картине Дирака. Для слагаемых первого порядка
по константам связи имеем

Эти формулы, как и формулы для слагаемых
второго порядка по параметрам взаимодействий,
неоднократно приводились [7–10, 17, 22]. Приве-
дем для примера следующие выражения:

Требование медленного изменения во времени
слагаемых  приводит к тому, что операто-
ры  “вбирают” в себя все быстроперемен-
ные во времени слагаемые. В результате, в зависи-
мости от начальных условий, соотношения ширин
линий, отстроек от резонансов и энергий взаимо-
действия, формируются медленно меняющиеся во
времени слагаемые операторов .
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СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ К ДИНАМИКЕ 
АНСАМБЛЯ ДВУХУРОВНЕВЫХ ЧАСТИЦ
Проанализируем формирование медленно ме-

няющихся слагаемых  +  + 
эффективного гамильтониана первого порядка по
параметрам взаимодействий.

Поскольку V2(t) и V3(t) целиком состоят из
быстро осциллирующих слагаемых, то согласно
требованиям алгебраической теории возмущений
положим

Это позволяет определить величины S(0, 1, 0)(t) и
S(0, 0, 1)(t), а также в первом приближении прене-
бречь процессами генерации гармоник и связан-
ными с ними потерями.

В предположении (1) при слабых начальных
возбуждениях ангармонических осцилляторов,
когда среднее число квантов осцилляторов мало,
а именно 0 или 1, ангармонические осцилляторы
ансамбля заселяют только энергетические уров-
ни  и . Эти уровни становятся резонанс-
ными окружающему термостатному полю. Из
спектра окружающего термостатного поля алгеб-
раическая теория возмущений выделяет область
частот с центральной частотой

(5)

и шириной порядка . Совокупность частот та-
кой области обозначаем . Кванты с этими ча-
стотами оказываются резонансными переходу

. Если плотность квантов термостата
равна нулю, то других квантов термостата, резо-
нансных каким-либо уровням, нет.

Заметим, что если бы в начальном состоянии
присутствовали бы ангармонические осциллято-
ры, возбужденные на уровень , то в спектре
окружающего термостатного поля выделилась бы
новая область частот  с центральной частотой

и шириной порядка . Если выполнено (1), то
указанные области частот не перекрываются, по-
скольку  = . С ростом числа
возбуждений следует заменить принятую модель
ангармонизма на другую, например, использовав
потенциал Морзе [23].

Таким образом, если число возбуждений ос-
циллятора невелико, то алгебраическая теория
возмущений осцилляторную модель в случае ан-
гармонизма и взаимодействия осциллятора с по-
лем широкополосного термостата в условиях (1)
сводит к N-уровневой частице. При этом резо-

 (1,0,0)( )H t  (0,1,0)( )H t  (0,0,1)( )H t
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нансное когерентное электромагнитное поле в

случае его несущей частоты, равной  или , и
при малой частоте Раби по сравнению со спек-
тральными ширинами переходов приводит, со-
гласно алгебраической теории возмущений, к
возбуждению только пары соответствующих низ-
колежащих энергетических уровней.

В дальнейшем будем рассматривать простей-
шую ситуацию, в которой в начальном состоянии
осциллятор или невозбужден, или однократно
возбужден. Тогда быстроменяющиеся во времени
члены генератора S(1, 0, 0)(t) такие:

Здесь мы ввели векторы состояния i-го осциллято-

ра, которые, в отличие от обозначений ,  и др.,
стали записывать с использованием энергии En =

=  или  = .

При этом , En, k = En – Ek.

В это же время медленно меняющиеся слагае-

мые  содержат только проекторы на пару

низколежащих уровней  и .
Поэтому удобно ввести операторы

с коммутационными соотношениями алгебры su(2):

В этих обозначениях имеем

Чтобы подчеркнуть сходство полученного га-
мильтониана с атомным гамильтонианом, ис-
пользовано обозначение матричного элемента
дипольного момента dn – 1, n = dn, n – 1 = .
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Слагаемое второго порядка  получает-
ся обычным образом в виде

Таким образом, эффективный гамильтониан
задачи HEff(t) получается в виде суммы гамиль-
тониана VSys(t), который относит к ансамблю
невзаимодействующих осцилляторов, и опера-
торов резонансного перехода HTr(t) и штарков-
ского взаимодействия HSt(t):

(6)

Имеем очевидное объяснение этого результа-
та, полученного алгебраической теорией возму-
щений. Из-за учета ангармонизма спектр кванто-
вого осциллятора становится неэквидистантным.
Алгебраическая теория возмущений позволяет
выделить из открытой системы и ее окружения
модель открытой квантовой системы с конечным
числом уровней и разбить окружение квантовой
системы на совокупность независимых источни-
ков квантового шума. Такое представление зави-
сит как от начальных условий, так и от значений
параметров ангармонизма и параметра связи ос-
циллятора с квантованным электромагнитным
полем окружения. Выше мы предположили, что
каждый осциллятор в начальный момент времени
имеет не более одного кванта возбуждения, а па-
раметр ангармонизма β достаточно велик (нера-
венство (1), γ ∼ 2πg2(Ω10) ). В этом случае, ис-
ходные операторы задачи мы переписали в виде,
сходном с видом операторов атомной открытой
системы, полученном в [17]. Такое представление
гамильтониана ангармонических осцилляторов
через генераторы алгебры su(2), проведенное из
“первых принципов”, далеко нетривиально и не
очевидно. Обычно поступают наоборот, как в
преобразовании Холштейна–Примакова [24] или
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 представлении генераторов полиномиальной
алгебры [25, 26]. Подчеркнем, что этот “обратный
переход” как бы “автоматически” выполнила ал-
гебраическая теория возмущений с требованием
отсутствия в эффективном гамильтониане быст-
роменяющихся во времени слагаемых. Аналогич-
но, алгебраическая теория возмущений разбивает
широкополосное окружение открытой системы
на совокупность независимых шумовых источни-
ков. В этом проявился специфический универса-
лизм алгебраической теории возмущений.

Следует подчеркнуть отличие ангармониче-
ского осциллятора от N-уровневой модели атома.
Оно состоит во вкладах в параметры штарковско-
го взаимодействия Πk(ω). В случае ангармониче-
ского осциллятора вклад дают только резонанс-
ные уровни, в то время как в атоме вклад дают все
оптически разрешенные переходы с уровня .
Поэтому, в случае ангармонического осциллято-
ра учитываем сдвиг Блоха–де Сиггерта [10], в то
время как в случае атомов им можно пренебречь.

КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ АНСАМБЛЯ 
АНГАРМОНИЧЕСКИХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ
Полученный эффективный гамильтониан (6)

поставленной задачи может быть переписан в
марковском приближении в терминах основных
квантовых случайных процессов. Эти случайные
процессы непосредственно следуют из структуры
соответствующих операторов. Например, будем в
полученном операторе HTr(t) эффективного га-
мильтониана считать выполненным одно из
условий марковского приближения: считаем, что
параметр связи g(ω) в частотной области 
постоянен g(ω) ≈  ≈ g(Ωc). Тогда

В полученном интеграле можно считать преде-
лы интегрирования по всей оси от –∞ до +∞.
Естественным образом возникают операторы

Если учесть условие дельта коррелированно-
сти термостата с нулевой плотностью фотонов

 ≥ δ(ω – ω'), то B(t) представляет собой кван-
товый уничтожающий процесс с дифференциа-
лом Ито dB(t) = B(t + dt) – B(t).

Аналогично, в операторе HSt(t) упомянутое
условие из марковского приближения вводит в
рассмотрение оператор Λ(t) – считающий (или
считывающий) квантовый процесс.

в
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поскольку оператор штарковского взаимодей-
ствия определяется интегралом

Согласно работе [18] дифференциалы Ито
dB(t), dB(t) и dΛ(t) подчиняются алгебре Хадсо-
на–Партасарати

При этом средние от дифференциалов Ито
введенных случайных процессов – нулевые:

След берется по состоянию термостатного
электромагнитного поля с нулевой плотностью
фотонов, ρS + Env(t) = 

Следует подчеркнуть, что для работы с алгеб-
рой Хадсона–Партасарати необходимо все вели-
чины обезразмерить и затем, в полученных кине-
тических уравнениях опять, при необходимости,
вернуться к размерным величинам. Эта процеду-
ра обсуждалась в [17].

Применение марковского приближения и вве-
дение квантовых стохастических процессов при-
водит к следующим важным следствиям.

1. Уравнение для вектора состояния или для
оператора эволюции в любом представлении ста-
новятся математически неопределенными и кор-
ректный математический статус получают как
квантовые стохастические дифференциальные
уравнения [27].

2. Эффективный гамильтониан выражается
через квантовые стохастические процессы следу-
ющим образом

(7)

Подчеркнем, что (7) не может быть подставлен
в уравнение Шрёдингера. Согласно невинеров-
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ской теории квантовых стохастических дифферен-
циальных уравнений [9] выражение (7) подставля-
ется в дифференциал Ито оператора эволюции
U(t), получаемого из формального интегрального
представления решения уравнения Шрёдингера

(8)

Из разложения экспоненты выражения для
 в ряд с учетом всех членов разложения и ал-

гебры Хадсона–Партасарати следует универсаль-
ный вид [9] стохастического дифференциального
уравнения для оператора эволюции в случае учета
квантового считывающего процесса:

(9)

При этом, в отличие от стохастических диффе-
ренциальных уравнений [27], в коэффициенты
перед дифференциалами Ито dB+(t) и dB(t) рож-
дающего B+(t) и уничтожающего B(t) процессов,

как и перед dt, вошли множители типа ,  =

= , отражающие роль штарковского взаимо-
действия как квантового считающего процесса Λ(t).

Квантовое стохастическое дифференциальное
уравнение (9) служит основой для получения ки-
нетического уравнения для матрицы плотности
открытой системы [9, 17, 27]. На основе указан-
ных работ можно сразу написать кинетическое
уравнение ансамбля ангармонических осцилля-
торов в виде

(10)

в котором новым является только конкретный
вид входящих операторов и значения коэффици-
ентов. В остальном вид кинетического уравнения
остался прежним (поскольку он универсальный),
который в [9, 17] назвали невинеровским. Кине-
тическое уравнение можно переписать с исполь-
зованием релаксационного оператора Γ в форме
Линдблада
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с операторами Линдблада

с очевидным равенством

Уравнение (10) нетрудно также переписать для
представления Шрёдингера.

НЕВИНЕРОВСКАЯ ДИНАМИКА
Кинетическое уравнение (10) является основой

для рассмотрения динамики локализованного ан-
самбля независимых ангармонических осциллято-
ров, нерезонансно связанных с общей затухающей
модой или напрямую взаимодействующих с об-
щим термостатом. Нетрудно ввести дополнитель-
ные слагаемые в VSys для описания резонансных
взаимодействий когерентного поля с уровнями

 и  и развивать далее теорию когерентных
переходных процессов [10] в пренебрежении ин-
терференционными каналами взаимодействий.
Здесь же отметим яркое следствие последователь-
ного применения алгебраической теории возму-
щений к ансамблю ангармонических осциллято-
ров в условиях (1). Это следствие демонстрирует
эффект сверхизлучения и его невинеровские осо-
бенности в зависимости от числа Np ангармони-
ческих осцилляторов в ансамбле (в ансамбле из
достаточно большого числа осцилляторов).

Воспользуемся теорией, обобщающую модель
Дике на учет второго порядка алгебраической тео-
рии возмущений [17]. В отличие от [17] основными
параметрами теории становятся следующие

Если оценивать эти выражения, то видно, что

. В то время как , так

что . Поэтому можно считать, что

(11)
В этом соотношении проявилась роль сдвига

Блоха–де Сиггерта и отличие от случая атомных
систем.

Для аналитической оценки интенсивности
коллективного излучения рассмотрим другой
крайний случай, который не подпадает под усло-
вия развитой в данной статье теории возмуще-
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ний. Пусть ангармонизм очень сильный и такой,
что . Мы не будем обсуждать,
возможно ли реально реализовать такие условия.
С точки зрения резонансной оптики и в прене-
брежении интерференционными каналами, мож-
но также развить алгебраическую теорию возму-
щений для данных условий и получить, что

. Тогда

(12)
В этих условиях интенсивность коллективного

излучения  в случае, когда в начальный мо-
мент времени t = 0 все ангармонические осцилля-
торы возбуждены на уровень  i = 1, … Np,
можно грубо оценить так:

(13)

(14)

Техника расчета описана работах [15–17]:
Здесь видно отличие от случая коллективного

излучения ансамбля гармонических осциллято-
ров. В случае ангармонизма формируется уеди-
ненный солитоноподобный импульс, тогда как
коллективное излучение гармонических осцилля-
торов подобно экспоненциальному распаду с кон-
стантой релаксации, пропорциональной числу ос-
цилляторов. В случае не очень большого числа ан-
гармонических осцилляторов ,
характерный множитель в (14)

равен единице. Сам множитель мы называем не-
винеровским, поскольку он определяется кван-
товым считающим случайным процессом, кото-
рый возникает при учете в алгебраической теории
возмущений слагаемых второго порядка по пара-
метру взаимодействия с термостатом. Его равен-
ство единице означает, что считающий кванто-
вый процесс мал и себя в скорости коллективной
релаксации не проявляет. Сверхизлучение в этой
области называем винеровским.

Подчеркнем, что и в рассмотренных в статье
условиях (1) и (11), в области , им-
пульс коллективного излучения ансамбля ангар-
монических осцилляторов также описывается
формулой (14) с невинеровским множителем,
равным единице.

В области  в крайнем случае (12) начи-
нает сказываться зависимость перенормированной
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(по сравнению со случаем сверхизлучения Дике)
константы  от числа ангармонических осциллято-
ров Np (формулы (13), (14)). Невинеровский фактор
здесь проявляется так. Во-первых, зависимость
константы  от числа ангармонических осцилля-
торов становится немонотонной; во-вторых, су-
ществует “критическое число” возбужденных ан-
гармонических осцилляторов, когда коллектив-
ное излучение полностью подавляется. Вблизи
критического числа частиц можно говорить про-
сто о подавлении коллективного излучения.

В случае (11) интенсивность коллективного из-
лучения ансамбля ангармонических осцилляторов
исследована численно. На рисунке 1 видно, как по
сравнению винеровским сверхизлучением (пунк-
тир) невинеровское сверхизлучение (сплошная
линия) проседает и сдвигается. Таким образом,
как и в крайнем случае (12) имеет место подавле-
ние коллективного излучения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Алгебраическая теория возмущений не только
выделяет в широкополосном термостате незави-
симые шумовые источники, каждый из которых
резонансно взаимодействует с соответствующим
квантовым переходом открытой системы, но и в
случае ангармонического осциллятора в опреде-
ленных условиях задачу о взаимодействии ангар-
монического осциллятора с широкополосным
термостатным полем сводит к динамике в шумо-
вом поле квантовой N-уровневой системы. По-
этому коллективный распад ансамбля одинаковых
и невзаимодействующих между собой ангармони-
ческих осцилляторов существенно отличается от
коллективного распада ансамбля гармонических
осцилляторов. Распад возбужденного ансамбля
гармонических осцилляторов во времени описы-

γ

γ

вается экспонентой . В случае ангармони-
ческих осцилляторов формируется импульс ((13)
и рис. 1). Принципиальное различие будет и при
других начальных условиях.

Помимо отличия есть и сходство в распаде ан-
самблей одинаковых квантовых осцилляторов. И
в отсутствие ангармонизма и при его проявлении
при достаточном числе осцилляторов проявляют-
ся особенности невинеровской динамики, состо-
ящие в подавлении коллективного излучения.
Физической причиной является появление аль-
тернативных каналов переизлучения квантов,
определяемых штарковским взаимодействием и
квантовым случайным считывающим процессом.
Это обстоятельство аналогично другим случаям
невинеровской динамики [9].

Следует также отметить, что в силу фундамен-
тальности объекта под названием “квантовый ос-
циллятор” проводятся многочисленные исследо-
вания уже сформулированных кинетических
уравнений в форме Линдблада. Математики ищут
решения разными методами, исследуя спектраль-
ные свойства супероператоров, свойства симмет-
рии, изучают квантовые траектории. Физики
описывают различные физические эффекты, в
том числе перепутывание квантовых состояний,
декогеренцию, различные биения излучений,
ищут классические аналогии. Мы добавили но-
вую модель в коллекцию уравнений для таких ис-
следований.

Авторы выражают благодарность Калачеву А.А.
и Сазонову С.В. за полезные обсуждения.
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The non-Wiener dynamics of an ensemble of identical anharmonic oscillators
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The model of an ensemble of anharmonic oscillators in the field of a common broadband photon-free ther-
mostat is reduced to a model of an ensemble of identical N-level particles in terms of the algebraic pertur-
bation theory. In one region the model describes the Dicke superadiance, and in the other one—oscillating
dependence of the collective radiation intensity on the number of the ensemble oscillator. The collective
radiation proves to be suppressed with a certain number of oscillators.


