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Рассматриваются двумерные линеаризованные гидродинамические уравнения, описывающие 
распространение волн в стратифицированном тяжелом газе. Система гидродинамических урав-
нений переформулирована как одно операторное уравнение типа Шредингера. Рассматриваются 

волны, у которых β = 1
l

l
z

x
� , где lz  и lx - характерные вертикальный и горизонтальный масштабы,  

соответственно, и изучается асимптотика решений при β → 0. Показано, что множество реше-
ний по зависимости от β образует два непересекающихся класса. Для решений из каждого из 
выделенных классов предложена своя, асимптотическая при β → 0, приближенная система урав-
нений. Выделенные классы решений - это акустические и внутренние гравитационные волны. 
Показано, что у акустических и гравитационных волн гидродинамические переменные связаны 
некоторыми стационарными соотношениями, различными для каждого класса. Это позволяет 
поставить задачу о выделении вкладов акустических и гравитационных волн в начальном усло-
вии. Показано существование решения этой задачи о разделении волн. Приведены примеры ре-
шения задачи о разделении общей задачи на подзадачи о распространении акустических и грави-
тационных волн. Получены оценки разделения энергии начального возмущения по типам волн.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование гидродинамических уравнений, 

описывающих распространение волн в стратифи-
цированной среде, является важным направлени-
ем как современной математики, так и геофизики. 
Понятие стратифицированнной среды подразуме-
вает, что коэффициенты уравнений зависят толь-
ко от одной из координат, при этом коэффициенты 
могут варьироваться в широких пределах. Волно-
вые возмущения всегда присутствуют в океане и 
атмосфере. В данной работе обсуждаются уравне-
ния гидродинамики, описывающие атмосферные 

процессы. Модельные и аналитические исследова-
ния вертикального распространение таких волн в 
различных средах, например как в работах [1, 2], 
необходимы для развития новых представлений и 
углубленного понимания физических процессов.

Частный случай стратификации, когда плот-
ность r0( )z  атмосферного газа убывает с высо-

той z  строго экспонециально, r r0 0( ) = (0)z e
z

H
−

, 
H const= , называется изотермической атмосфе-
рой. В то время как все остальные стратификации 
объединяют общим термином “неизотермическая 



892	 КШЕВЕЦКИЙ и др.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 70 № 6 2024

атмосфера”. Реальная атмосфера Земли существен-
но неизотермическая, плотность зависит от высо-

ты z  по закону r r0 0
0 ( )

( ) = (0)
(0)
( )

z
H
H z

e

z dz
H z

−∫  и функ- 

ция H z( ) изменяется с высотой на порядок. Стра-
тификация плотности газа в атмосфере изменчива 
и зависит от широты, гелиогеофизических усло-
вий, сезона.

В случае изотермической атмосферы коэффи-
циенты уравнений имеют простой вид, и уравне-
ния решаются аналитически. Это позволяет полу-
чить из уравнений дисперсионное соотношение 
[3, 4], которое показывает, что cуществуют две 
волновые ветви решений. Частные решения ли-
неаризованных гидродинамических уравнений, 
соответствующие одной ветви дисперсионного со-
отношения, называются акустическими волнами 
(АВ), для частот ω A волн этой ветви справедливо 
соотношение 
	 WA A≤ ∞| |< ,ω 	 (1)
где предельная граничная частота WA  называется 
частотой акустической отсечки. Частные решения, 
соответствующие другой ветви дисперсионного со-
отношения, называются внутренними гравитаци-
онными волнами (ВГВ), для частот ωG  волн этой 
ветви справедливо соотношение 
	 0 <| | ,ωG B≤ W 	 (2)
где WB  называется частотой Вяйсяля-Брендта. 
Справедливо W WB A< , т.е. между граничными ча-
стотами имеется окно. Значения WB, WA определя-
ются значением H , также адиабатической постоян-
ной газа и ускорением свободного падения.

Описанные выше понятия АВ и ВГВ применя-
ют в геофизической литературе и к волнам в не-
изотермической атмосфере, но на физическом 
уровне строгости, ибо в общем случае написать 
дисерсионное уравнение не удается. Обычно это 
делается следующим образом. В окрестности вы-
соты z  неизотермическая стратификация локаль-
но аппроксимируется изотермической, и по значе-
нию H z( ) вычисляются локальные значения WB z( ),  
WA z( ). Далее применяются неравенства (1), (2), в 
которых, однако, используются локальные значе-
ния WB z( ), WA z( ).

В случае изотермической стратификации за по-
лосами частот (1), (2) стоят частные решения ли-
неаризованнных гидродинамических уравнений, 
учитывающие физические особенности волн каж-
дого типа. Недостаток локального применения не-
равеств (1), (2) в случае неизотермической страти-
фикации атмосферы состоит в том, что одно и то 
же частное решение гидродинамических уравне-
ний может попасть в класс АВ на одних высотах и 
в класс ВГВ на других высотах.

В [6] изучен спектр эволюционного операто-
ра задачи о распространении волн в атмосфере 

с неизотермической стратификацией, в которой 
функция H z( ) достигает максимума на бесконечно-
сти. Показано, что спектр частот волн ω непрерыв-
ный, вещественный. Как и в случае изотермиче-
ской стратификации, спектр частот волн состоит из 
двух неперекрывающихся полос WA( ) <1∞ ≥ ∞ω  и 
0 < ( )2ω ≤ ∞WB ; и W WA B( ) > ( )∞ ∞ . Численные зна-
чения WA( )∞ , WB ( )∞  определяются значением H ( )∞ ,  
которое зависит от того, как определена функция 
H z( ) для больших высот z, и не имеет физическо-
го смысла. Поэтому, хотя структура спектра ча-
стот волн для неизотермической стратификации 
аналогична структуре спектра частот для изотер-
мической стратификации, интерпретировать две 
указанные полосы частот как полосы частот АВ и 
ВГВ вряд ли физически разумно.

В данной работе рассматриваются двумерные 
линеаризованные гидродинамические уравнения, 
описывающие распространение волн в тяжелом 
газе, в котором масштаб стратификации H z( ) изме-
няется с высотой (общий случай неизотермической 
стратификации атмосферы). В динамике атмосфе-
ры большое значение имеют такие волны, у которых 

β = 1
l

l
z

x
� , где lz  и lx – характерные вертикальный 

и горизонтальный масштабы волн, соответственно. 
Важной задачей является построение асимптотики 
решений гидродинамических уравнений при β → 0.

Будет показано, что, по зависимости решений 
от параметра β, частные решения гидродинамиче-
ских уравнений делятся на два непересекающихся 
класса. В случае изотермической стратификации 
один из выделенных классов решений совпадает 
с АВ, которые обсуждались выше, а другой с ВГВ. 
Следовательно, выделенные классы решений мож-
но отождествлять с АВ и ВГВ и в случае неизотер-
мической стратификации.

Для АВ и ВГВ выписаны приближенные урав-
нения, справедливые при β2 1� , и показано, как 
по начальным данным исходной задачи вычислить 
начальные условия для подзадач для АВ и ВГВ.

В Разделе 2 рассмотрена задача о распростра-
нении волн в стратифицированной, неизотерми-
ческой атмосфере. Система линеаризованных ги-
дродинамических уравнений записана как одно 
операторное уравнение, в котором эволюционный 
оператор – матрично-дифференциальный, действу-
ющий во введенном гильбертовом пространстве h. 
В таким образом переформулированной задаче эво-
люционный оператор является самосопряженным 
и операторное уравнение является уравнением типа 
Шредингера. Для уравнений типа Шредингера су-
ществование решений известно. Таким образом, 
попутно доказано существование решения волно-
вой задачи для случая стратификации общего вида. 
Решение гидродинамических уравнений можно рас-
сматривать как кривую в h, параметризованную вре-
менем t.
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В Разделе 3 производится анализ зависимости 
решений от параметра β. Строится асимптотика 
при β → 0. Предложены две различные упрощен-
ные системы уравнений, описывающие асимтоти-
ческие при β → 0 решения. Доказано существова-
ние решений этих двух предложенных различных 
асимптотических систем уравнений и существова-
ние у общей системы уравнений решений, которые 
при β → 0 переходят в асимтотические. Таким об-
разом, выделено два класса решений полной си-
стемы уравнений, которые характеризуются раз-
личной зависимостью от параметра β. В частном 
случае изотермической стратификации атмосферы 
один класс решений совпадает с внутренними гра-
витационными волнами, а другой с акустически-
ми. Поэтому разумно считать что и в общем случае 
неизотермической стратификации выделенные два 
класса решений соответсвуют акустическим и гра-
витационным волнам.

Раздел 4 посвящен расщеплению при β → 0 об-
щей задачи о распространении двумерных волн в 
бесконечной атмосфере на подзадачи о распростра-
нении внутренних гравитационных и акустических 
волн. Ставится задача о выделении в начальном ус-
ловии общей гидродинамической задачи вкладов, 
ответственных за генерацию акустических и грави-
тационных волн, по отдельности. Идея выделения 
вкладов волн различных типов основана на том, 
что у волны каждого типа гидродинамические пере-
менные связаны парой стационарных соотношений, 
зависящих от типа волны. Доказано существование 
решения поставленной задачи о разделении вкла-
дов акустических и гравитационных волн. Для не-
которых типов начальных условий получены явные 
формулы для начальных условий для акустической 
и гравитационной подзадач, также выведены фор-
мулы для распределения волновой энергии началь-
ного возмущения между волнами различных типов. 
Показано, что в ряде случаев распределение энергии 
начального возмущения между волнами различных 
типов не зависит от формы начального возмущения.

В Разделе 5.1 обсуждается расщепление двумер-
ной гидродинамической задачи о распространении 
волн малой амплитуды в тяжелом стратифициро-
ванном газе над плоской Землей на подзадачи о 
распространении акустической и гравитационной 
волн. Изучается влияние отражающей поверхности 
на свойства волн.

Все доказательства основных утверждений вы-
несены в приложения.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим систему линеаризованных гидро-
динамических уравнений для газа в поле тяжести: 
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Здесь  t – время; x и z – горизонтальная и вертикаль-
ная координаты, соответственно. g =

c
c

P

V
 – посто-

янная адиабаты; α g g= 1− + ∂
∂
H
z

; H z
RT z

g
( ) =

( )0

µ
 —  

масштаб стратификации, называемый шкалой вы-
сот; g  – ускорение свободного падения, T z0( ) – рас-
пределение температуры невозмущенной атмосфе-
ры с высотой, которое считается произвольным, 
но α( ) > 0z . Плотность газа r0( )z  выражается через 

H z( ) формулой r
r

0
0

0
( ) =

( ) (0)
( ) ( )

z
z H

H z
dz

H z

z
exp −



∫ , 

g = const . Плотность может изменяться скачком, 
но так, чтобы выполнялось условие статической 
устойчивости α( ) > 0z . Требование α( ) > 0z  приво-
дит, в частности, к тому, что плотность r0( )z  падает 
с высотой.

Функции φ( , , )x z t , y( , , )x z t  выражаются через 
температуру T x z t( , , ) и плотность r( , , )x z t  возму-
щенного газа формулами 

	
T x z t T z x z t

x z t z x z t

( , , ) = ( ) 1 ( , , ) ,

( , , ) = ( ) 1 ( , , ) ,

0

0

+( )
+( )

φ

r r y
	 (4)

u x z t( , , ), w x z t( , , ) – локальные массовые скорости 
атмосферного газа вдоль горизонтальной оси x  и 
вертикальной оси z, соответственно.
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. Квадратичный функционал [8] 
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является интегралом волновой энергии для урав-
нений (3). Конструкция 2 ( )E X  удовлетворяет ак-
сиомам нормы: � �X E X= 2 ( ). Согласно теореме о 
поляризации [17], по этой норме можно построить 
скалярное произведение 

	

{ , } = ( )1 2
2

0 1 2 1 2 1 1

2 2 1

X X z u u w w
gH

gH
R

∫ ∗ ∗ ∗+ + +( )


×

× +( )+

r
g

φ y

φ y
αg

φ −− −( ) − −( )


∗
( 1) ( 1) .1 2 2g y φ g y dW

 (6)



894	 КШЕВЕЦКИЙ и др.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 70 № 6 2024

Дополним уравнения (3) начальными условиями: 

	
X x z t X x z

X E X

( , , = 0) = ( , ),

= 2 ( ) < .

0

0 0 ∞
	 (7)

Граничные условия для задачи о распростране-
нии волн в безграничной атмосфере не требуются. 
Будем искать решение задачи (3), (7) как параме-
тризованный временем t элемент гильбертова про-
странства h, скалярное произведение в котором 
определяется формулой (6). Условие принадлеж-
ности решения гильбертову пространству h играет 
роль граничных условий; оно эквивалентно требо-
ванию конечности волновой энергии.

Существование решения сформулированной 
задачи (3), (7) показано в Приложении А. В этом 
же приложении дан краткий обзор математическо-
го исследования задачи о распространении волн, 
описываемых системой уравнений (3).

3. ДЛИННЫЕ ВДОЛЬ ГОРИЗОНТАЛИ ВОЛНЫ 
В динамике атмосферы большую роль играют 

длинные вдоль горизонтали волны, для которых 

β β= = 1
l

l
z

x
� , где lx  и lz  характерные горизон-

тальные и вертикальные масштабы волны соот-
ветственно. Вследствие стратификации среды вер-
тикальный масштаб lz  волн не может превосходить 
масштаб стратификации H , l Hz � , и в частном 
случае, когда l Hz ∼ , условие выглядит так: H

lx
� 1

Частный случай стратификации плотности газа, 
когда плотность убывает с высотой z строго экспо-

нециально, r r0 0( ) = (0)z e
z

H
−

, H = const, называет-
ся изотермической атмосферой. Система уравне-
ний (3) в случае изотермической атмосферы реша-
ется аналитически, и хорошо изучена [8, 5, 3, 4]. 
Общее решение уравнений (3) в этом случае явля-
ется суммой внутренних гравитационных волн и 
акустических волн.

Удобно записать систему уравнений (3) в без-
размерных переменных. Поскольку параметры 
изучаемых волн могут существенно различаться, 
используем различные безразмерные переменные. 
Для волн одного типа будут использованы безраз-
мерные переменные: 
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где H z H z( ) = ( )0 η , H0 =max{ ( )}H z  и штрихи поме-
чают вводимые новые безразмерные переменные. 
Для волн другого типа новые, безразмерные пере-
менные вводятся иначе 
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	 (9)

Здесь новые вводимые безразмерные переменные 
помечены двумя штрихами.

Понятия акустической и внутренней гравита-
ционной волн для неизотермической стратифика-
ции строго не определены; эти термины исполь-
зуются в физической литературе применительно к 
неизотермической стратификации на физическом 
уровне строгости. Мы будем использовать безраз-
мерные переменные (8), (9) при анализе системы 
уравнений (3).

Для введенных безразмерных функций (8), 
(9) можно записать две эквивалентные системы 
уравнений: 
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различающиеся только используемыми перемен-
ными.

Уравнения (10), (11) содержат члены с малыми 
параметрами. После пренебрежения слагаемыми 
пропорциональными β2 в (10), (11), приходим к 
упрощенным уравнениям динамики волн. Будем 
называть упрощенные уравнения усеченными.

3.1. Усеченные уравнения для волн первого типа
Приближенные уравнения получим из (10), 

отбрасывая слагаемые пропорциональные β2. В 
третьем уравнении системы (10) отбросим член 
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вертикального ускорения β
r2 0∂ ′
∂ ′

w
t

G . Дифференци-
руя по ′t  полученное приближенное уравнение и 
исключая ′φG  и ′yG через первое и четвертое уравне-
ния системы (10), можно получить еще одно упро-
щенное уравнение.

Приближение, в котором членом вертикального 

ускорения β
r2 0∂ ′
∂ ′

w
t

G  в третьем уравнении системы 

(10) пренебрегают, называют в геофизической ли-
тературе квазистатическим [15].

Полученных два приближенных уравнения, вто-
рое и первое (или четвертое) уравнения системы 
(10) образуют вместе замкнутую систему уравне-
ний. Используя размерные переменные, упрощен-
ную замкнутую систему уравнений, следующую из 
(10), можно записать в удобном виде: 
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Здесь P gH PG G G G G= =0 0r y φ y φ+( ) +( )  — волно- 
вая добавка к фоновому давлению P z z gH z0 0( ) = ( ) ( )r

P z z gH z0 0( ) = ( ) ( )r . Черточки над символами, обознача-
ющими физические величины, помещены чтобы 
напоминать о различии между точными решени-
ями уравнений (3) и приближенными решениями, 
получаемыми из (12).

Обозначим lG
G

G

x z t
P x z t

u x z t
( , , ) =

( , , )

( , , )


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


 . Интеграл 

энергии для (12) имеет вид 
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	 (13)

Необходимо дополнить уравнения (12) началь-
ными условиями, которые должны соответствовать 
протяженному вдоль оси Ox начальному возмуще-
нию. Пусть функции P x z0( , ), u x z0( , ) описывают 
некоторое начальное возмущение, имеющее конеч-

ную энергию: EG Gl ,0 <( ) ∞ , где lG
P x z

u x z
,0

0

0

=
( , )

( , )









 .  

При этом, пусть функции P x z u x z0 0( , ), ( , )  тако-
вы, что их типичные пространственные масштабы 
l lx z0 0,  (где l Hz0 � ) вдоль осей Ox и Oz совпадают: 
l

l
Oz

x

0

0
= (1). Тогда начальные условия, соответству-

ющие требованию β� 1, можно выразить через 
функции P x z0( , ), u x z0( , ) следующим образом: 
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u x z t u x z
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β β
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В (14) коэффициент β, предшествующий x, произ-
водит растяжение функций P x z0( , ), u x z0( , ) вдоль 
оси x . Таким образом, для характерных масшта-
бов функций P x z tG ( , , = 0), u x z tG ( , , = 0) вдоль x  и 

z  осей справедлива оценка 
l

l

l

l
Oz

x

z

x

= = (1).0
1

0β
β−  

Множитель β  введен в (14) для удобства, чтобы 
энергия E  начального возмущения не зависела от 
β. Вследствие линейности уравнений, этот множи-
тель не влияет на результат.

Дополним уравнения (12) начальными условия-
ми (14), требованием конечности интеграла волно-
вой энергии и дополнительными условиями 
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Теорема 1. Искомое решение задачи (12), 

(14), (15) обозначим X x z t
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. Пусть 

X x z tG ( , , , )β  – решение уравнений (3) для началь-
ных условий X x z t X x z tG G( , , = 0, ) = ( , , = 0, ).β β

Пусть начальные условия (14) квазистатиче-
ской задачи (12), (15) удовлетворяют условию 
E x zG Gl ( , ,0) <( ) ∞ и соотношениям 
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Тогда решения обеих задач (полной и усечен-
ной) существуют, и для любого t t≤ ∞0 <  асимпто-
тически при β → 0 совпадают, т. e. 

	
β

β
→

−
0

( , , , ) ( , , ,0) = 0.lim X x z t X x z tG G 	 (17)

Первое из условий (16) Теоремы 1 важно для 
существования решения усеченных уравнений. 
Второе важно для существования предельного 
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перехода от решений полной задачи к решениям 
усеченных уравнений.

Теорема 1 показывает, что система уравнений 
(3) обладает классом частных решений, удовлетво-
ряющих свойству (17), и этот признак можно ис-
пользовать для определения внутренних гравита-
ционных волн как в случае изотермической, так и 
неизотермической стратификации атмосферы.

Внутренние гравитационные волны с β = 1
H
lx
�  

называют длинными.
Более точные усеченные уравнения для линей-

ных длинных внутренних гравитационных волн 
можно формально вывести с любой точностью с 
помощью итерационной процедуры по параметру 
β. Теорема 1 дает условия применимости квазиста-
тического приближения при моделировании рас-
пространения длинных линейных внутренних гра-
витационных волн в атмосфере.

3.2. Усеченные уравнения для волн второго типа 
Рассмотрим систему уравнений (11). Опустим в 

(11) слагаемые, пропорциональные β2.
В отличие от ранее рассмотренного случая гра-

витационных волн, полученная таким образом 
упрощенная система уравнений, состоящая из вто-
рого и третьего уравнений системы (11) и из упро-
щенных первого и четвертого уравнений системы 
(11), является системой четвертого порядка по вре-
мени. Это означает, что эта система не только опи-
сывает интересующие нас волны второго типа, но 
и имеет какие-то другие решения, не представляю-
щие интереса и которые нужно исключить.

Исключим r0 ′′wA  из упрощенных первого и чет-
вертого уравнений системы (11) и проинтегрируем 
полученное уравнение по ′′t  и придем к формуле 
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Здесь F x z1( , )′′ ′′  — некоторая функция, возникшая 
при интегрировании уравнения. Функцию F x z1( , )′′ ′′  
можно определить исходя из следующих соображе-
ний. Очевидно, волновые уравнения должны иметь 
нулевое решение, ибо можно рассматривать волну 
с нулевой амплитудой. Следовательно, можно по-
ложить F x z1( , ) 0′′ ′′ ≡ .

Из формулы (18) и из третьего уравнения систе-
мы (11) следует другая формула, которая связывает 
динамические переменные: 
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По тем же причинам, что описаны выше, положим 
F x z2( , ) = 0′′ ′′ .

В размерных переменных замкнутая система 
уравнений для волн второго типа выглядит следу-
ющим образом: 
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где f
H

A A A= ( 1) .0α
r φ g y− −   Черточки над бук-

вами помещены для того, чтобы не путать точные 
решения уравнений (3) с приближенными, полу-
чаемыми из (20).

Сформулируем начальные условия для (20). 

Обозначим l A
A

A

x z t
f x z t

w x z t
( , , ) =

( , , )

( , , )









 . Функционал 

энергии для (20) имеет вид 
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Пусть функции f x z0( , ), w x z0( , ) описывают не-
которое начальное возмущение с конечной энер-

гией: E Al ,0 <( ) ∞, где l A
f x z
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 , и пусть 
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= (1),  где l x0 , l z0  – характерные простран-

ственные масштабы вдоль осей x, z  для функций 
f x z0( , ), w x z0( , ), соответственно. Начальные усло-
вия для (20), соответствующие требованию β� 1, 
можно записать через функции f x z0( , ), w x z( , ) сле-
дующим образом: 
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Для единственности решения четвертого уравне-
ния системы (20) добавим требования: 
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Теорема 2. Решение задачи (20), (23) для началь-

ных условий (22) обозначим X x z t
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, а 

X x z tA( , , , )β  пусть решение уравнений (3) для на-
чальных условий X x z t X x z tA A( , , = 0, ) = ( , , = 0, ).β β

Пусть начальные условия (22) удовлетворяют усло-

вию E x z oA Al ( , , ) <( ) ∞, где l A
A

A

x z o
f x z

w x z
( , , ) =

( , ,0)

( , ,0)









, 

и соотношениям

	 E
x z
x

E
x z

x
A

A
A

A∂
∂







∞ ∂
∂







∞l l( , ,0)

,
( , ,0)

.
2

2 	(24)

Тогда решения обеих, усеченной и общей задач, 
существуют, и на конечных временах асимптотиче-
ски совпадают, т.е. 
	 X x z t X x z tA A( , , , ) ( , , , ) 0β β− → 	 (25)

при β → 0, 0 <0≤ ≤ ∞t t .
Первое из ограничений Теоремы 2 накладыва-

ется для существования и единственности реше-
ния усеченной задачи. Второе условие важно для 
существования предельного перехода от решения 
полной задачи к решению усеченной.

Уравнения (20) описывают квазивертикальное 
распространение волн и, возможно, колебания волн 
в атмосферном резонаторе, если таковой существу-
ет. Мы говорим о квазивертикальном распростра-
нении волн потому, что x −координата содержится 
в эволюционных уравнениях только как параметр.

В частном случае изотермической атмосферы, 

когда r r0 0( ) = (0)z e
z

H
−

, H const= , система уравне- 
ний (3) решается аналитически, и в такой модели 
акустические волны выделяют по ветви дисперси-
онного соотношения для этих волн [3, 4]. Теоре-
ма 2 показывает, что система уравнений (3) обла-
дает классом частных решений, удовлетворяющих 
свойству (25), и этот признак можно положить в 
основу определения акустических волн в неизо-
термической атмосфере.

Подобные уравнениям (20) усеченные уравнения 
для длинных акустических волн формально можно 
вывести с любой желаемой точностью с помошью 
итерационной процедуры по параметру β. Уравне-
ния последующих приближений учитывают гори-
зонтальное распространение акустических волн.

4. РАСЩЕПЛЕНИЕ НА ПОДЗАДАЧИ 
О РАСПРОСТРАНЕНИИ 

ВНУТРЕННИХ ГРАВИТАЦИОННЫХ 
И АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 

В случае изотермической стратификации 
волновые решения системы уравнений (3) 

классифицированы. Они являются либо внутрен-
ними гравитационными, либо акустическими вол-
нами. Волны этих двух типов различают по ветвям 
дисперсионного соотношения, которым волны со-
ответствуют [3, 4].

Реальная атмосфера неизотермическая, и коэ-
фициенты уравнений (3) зависят от координаты z 
и могут варьироваться в широких пределах. Анализ 
показал, что у системы уравнений (3) существу-
ют решения двух типов, которые различаются по 
функциональной зависимости от горизонтального 
масштаба возмушения, и у волны каждого типа ди-
намические переменные связаны парой характер-
ных только для волн данного типа стационарных 
соотношений.

Эти стационарные соотношения, связывающие 
гидродинамические переменные у волны каждого 
типа, вычислены асимптотически при β → 0. В ди-
намике атмосферы большую роль играют волны, у 

которых β = << 1
l

l
z

x
. Поэтому выведенные стацио-

нарные соотношения конструктивны.
Мы получили, что частные решения системы 

уравнений (3), которые при β → 0 асимптотически 
удовлетворяют соотношениям 

	
∂
∂

+P
z

gr y0 = 0, 	 (26)

∂
∂

∂
∂

+
∂

∂
+





+
∂
∂

+
∂

∂z
H

u
x

H
w

z
w

u
x

w
z

g
r

g
r

αr
r r0 0

0
0 0 = 0,

можно ассоциировать с внутренними гравитацион-
ными волнами. Частные решения системы уравне-
ний (3), которые при β → 0 асимптотически удов-
летворяют соотношениям 

	
∂
∂

−f
z

r y0 = 0, 	 (27)

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂






+ ∂
∂

+





−
∂

∂z
H u

z
H w

x z
u

w
x

g
α

r g
α

r α
α

r
r0 0

0
01

= 0,

можно ассоциировать с акустическими волнами.
Соотношения (26), (27) не содержат время t 

явно. Первое из соотношений (26) совпадает с 
квазистатическим приближением, широко ис-
пользуемым при моделировании крупномасштаб-
ных и среднемасштабных атмосферных и океа-
нических процессов [7, 9, 10, 11]. Второе уравне-
ние в (26) — следствие первого. Оно выводится 
из первого с помощью уравнений для плотности 
и температуры. Это уравнение часто называют 
диагностическим [11].

Уравнения (27) выведены в [12]. Ниже покажем, 
что в случае бесконечной атмосферы множество 
решений уравнений (27) дает ортогональное до-
полнение к множеству решений уравнений (26) до 
полного функционального пространства. Следова-
тельно, формулы (27) важны.
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Формулы (27), (26) выведены для волн с 

β2
2

= 1
l

l
z

x






� . Однако применимость этих фор-

мул шире. Рассмотрим короткие волны, переход к 

пределу которых соответствует 
l

H
l
H

z x, 0→ . Из (27) в 
этом пределе получаются классические для акусти-
ки формулы [14] 

	 P c
u
z

w
xA s A

A A= , = 0.2
0r y

∂
∂

−
∂
∂ 	 (28)

Здесь P x z t P z x z t x z tA A A( , , ) = ( )( ( , , ) ( , , ))0 y φ+  — вол-
новая добавка к фоновому давлению; r y0 A — мас-
совая плотность возмущения; cs — скорость звука. 
Таким образом, формулы (27) можно рассматри-
вать как уточнение формул классической акусти-
ки. Аналогичное замечание касается внутренних 

гравитационных волн: формулы (26) выведены для 
волн с β2 1� , но применимы и к коротким волнам.

Соотношения (26), (27) можно использовать 
для выделения в начальных условиях вкладов, от-
ветственных за возникновение акустических и гра-
витационных волн, по отдельности. Рассмотрим 

такие 4-столбцы X x z

x z

u x z

w x z

x z

hG

G

G

G

G

( , ) =

( , )

( , )

( , )

( , )

y

φ



















∈ , ком- 

поненты yG x z( , ), u x zG ( , ), w x zG ( , ), φG x z( , ) которых 
удовлетворяют соотношениям (26). Пусть hG  обо-
значает подмножество гильбертова пространства h, 
состоящее из таких столбцов X hG ∈ . Пространство 
h было введено ранее. Каждый элемент X hG G∈  
можно записать следующим образом: 
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z gH
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



.	 (29)

В формулах (29) функции yG , φG, wG выражены че-
рез PG, uG с использованием соотношений (26).

Б у д е м  и с к а т ь  ( )h hG ⊥ ⊂ .  Э л е м е н -
ты X h hG G⊥ ⊥∈ ⊂( )  удовлетворяют условию 
ортогональности 
	 X XG G, = 0⊥{ } 	 (30)
для каждого X hG G∈ . Скалярное произведение ⋅ ⋅{ },  
в (30) понимается в смысле (6).

Если подставить (29) в (30) и проинтегрировать 
по частям, получим: 

	 R

G
G

G G

P
z

H

H
d

2 0
0

0 0( 1)
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	 (31)
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Первая часть формулы (31) получается про-
сто. Вторая часть выводится сначала для функций 
X CG ∈ ∞

0 . Затем, используя непрерывность скаляр-
ного произведения и то, что C0

∞ всюду плотно в h,  
получаем остальную часть формулы (31). Вслед-
ствие произвольности функций P x zG ( , ), u x zG ( , ) из 
(31) следует: 

∂
∂

−⊥ ⊥z
fG Gr y0 = 0,

	 r r ξ ξ ξ0 0( ) ( , )u
x

w x dG

z

G⊥
∞

⊥− ∂
∂ ( ) +∫ 	 (32)

+ ∂
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g ξ r ξ
r η η η ξ

ξ

0
0

0( )
1

( ) ( )
( ) ( , ) = 0,z

H x
w x d d

z

G

где f
H

G G G⊥ ⊥ ⊥≡ − −( )r
α

φ g y0 ( 1) . Первая формула 
в (32) совпадает по форме с первым уравнением в 
(27). Вторая формула после двойного дифференци-
рования дает некоторое выражение, аналогичное 
второму уравнению в (27). Таким образом, 

	 ( ) = , = ,h h h h hG A A G⊥ ∪ 	 (33)
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где hA — множество столбцов X x z t hA( , , ) ∈ . Компо-
ненты столбцов X A  удовлетворяют соотношениям 
(27).

Вследствие (33) каждое начальное условие 
X x z t( , , = 0) гидродинамической задачи можно од-
нозначно представить в виде суммы: 

	 X x z t X x z t X x z tG A( , , = 0) = ( , , = 0) ( , , = 0).+  (34)
Любой момент времени может быть выбран в 
качестве начального; поэтому X x z t hG G( , , ) ∈ , 
X x z t hA A( , , ) ∈  и эти волны можно рассматривать 
как параметризованные временем t кривые в hA, hG,  
и X x z t X x z tA G( , , ), ( , , ) = 0{ } .

Свойства (33) доказывают полноту предло-
женного раздельного описания внутренних гра-
витационных и акустических волн, т.е. ника-
кие иные решения не существуют ни при какой 
стратификации.

Чтобы вычислить начальные условия для аку-
стической и гравитационной подзадач, составим 
замкнутую систему уравнений, состоящую из (26), 
(27) и естественного условия (34).

На основании (33), решение системы уравне-
ний (26), (27), (34) существует и единственно. Здесь 
в качестве неизвестных функций подразумевают-
ся компоненты вектор–функций X x z tA( , , = 0), 
X x z tG ( , , = 0).

На основе полученных результатов построим 
следующую теорему:

Теорема 3. Пусть начальные условия 
	 X x z t X x z( , , = 0) = ( , )0β β 	 (35)
для системы (3) удовлетворяют следующим огра-
ничениям: 

	
X x z h

x
X x z h

z
X x z h

x
X x z h

0 0

0

2

2 0

( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) .

∈ ∂
∂

∈

∂
∂

∈ ∂
∂

∈
	 (36)

Тогда при t t≤ ∞0 <  решение X x z t( , , , )β  задачи (3) 
можно асимптотически представить в виде суммы 

	
X x z t X x z t X x z tA G( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

0

β β β
β

→ +
→при

	(37)

решений усеченных уравнений (12), (20). Решения 
всех выписанных задач существуют. Начальные ус-
ловия для (12), (20) могут быть получены решением 
замкнутой системы уравнений (26), (27), (34).

Мы здесь не касаемся методов решения систе-
мы уравнений (26), (27), (34).

4.1. Распределение энергии начального 
возмущения между волнами различных типов

Пусть E  — энергия начального возмущения, и 
EA, EG  – энергии акустической и гравитационной 

волн. Из физических соображений ясно, что 
E E EA G= + . Формулы (33) позволяют дока-
зать это соотношение для произвольной страти-
фикации; доказательство очевидное и здесь не 
приводится.

Соотношения (26), (27) можно использовать для 
получения количественной оценки энергий EA, EG.  
Для иллюстрации рассмотрим случай 

	
u x z t w x z t

x z t

x z x z

( , , = 0) = ( , , = 0) =

= ( , , , = 0) 0,

( , ,0) = ( , ).0

y
φ φ

≡ 	 (38)

Рассмотрим простой случай, когда атмосфера изо-
термическая, H const= . Решение уравнений (26), 
(27), (34) дает начальные условия для акустических 
и гравитационных волн: 

u x z u x z

w x z w x z
A G

A G

( , ,0) = ( , ,0) =

= ( , ,0) = ( , ,0) = 0,
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Для энергий EA, EG  получаем формулы: 

	 E gH z dA G

R

A G
A G,

2
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,
2

,
2= ( )

1
.∫ −

+
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
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


r

φ
g

y W 	 (40)

Нет необходимости вычислять интегралы в (40), 
поскольку можно воспользоваться дополнитель-
ной формулой 

	 E E E gH z x z dA G

R

= = ( ) ( , ) .
2

0 0
2+ ∫ r φ W 	 (41)

В результате совместного рассмотрения формул 
(39), (40), (41) получаем: 

	 E E E
E E

EA G
A

G
=

1
, = , = 1.

g
g g

g− − 	 (42)

Такие формулы применимы и к трехмерному 
случаю.

В [13] были рассчитаны энергии внутренних гра-
витационных и акустических волн, возникающих 
в результате нагрева среды падающим метеором. 
Зависимость нагрева среды от времени задавалась  
δ-функцией. Задача с таким источником может 
быть переформулирована в задачу Коши с на-
чальным возмущением поля температуры. Можно 
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сравнить формулу (42) и формулу из работы [13]. 
Сравнение формул показывает, что они совпадают. 
В [13] зависимость нагрева от координат задава-
лась функцией Гаусса, и при этом предположение 
l lz x�  не использовалось. При выводе (42) функ-
циональная зависимость начального возмущения 
от координат не конкретизировалась, но использо-
валось предположение l lz x� . Поскольку результа-
ты совпали, то можно сделать предположение, что 

отношение 
E
E

A

G
 не зависит от формы начального 

возмущения температуры и определяется только 
газовой постоянной g .

В случае, когда y( , ,0) 0x z ≠ , но все другие ком-
поненты начального условия равны нулю, энергии 

EA, EG  вычисляются аналогично. Отношение 
E
E

A

G
 

также не зависит от формы начального возмуще-

ния: E
E

A

G
= 1 1 ./( )g −

Случаи, когда начальные возмущения заданы 
для функций u, w, более трудны для анализа. От-

ношение 
E
E

A

G
 в этом случае зависит от формы на-

чального возмущения. Используя теорию возмуще-
ний с малым параметром β, можно показать, что 
E
E

OA

G
= ( )2β−  при 

	
u x z x z

x z w x z

( , ,0) = ( , ,0) =

= ( , ,0) 0, ( , ,0) 0,

φ
y ≡ ≠

	 (43)

и 
E
E

OA

G
= ( )2β  при 

	
w x z x z

x z u x z

( , ,0) = ( , ,0) =

= ( , ,0) 0 ( , ,0) 0.

φ
y ≡ ≠

	 (44)

4.2. Начальные условия для акустических  
и внутренних гравитационных волн в случае 

начального температурного возмущения
Известно, что горизонтальная компонента груп-

повой скорости внутренних гравитационных волн 
больше вертикальной [8, 15], для большинства на-
блюдаемых в атмосфере гравитационных волн она 
значительно больше. Поэтому атмосферные вну-
тренние гравитационные волны распространяются 
почти горизонтально. Существует представление о 
том, что, если источник волн находится в нижней 
атмосфере, на высотах до 15 км, то гравитацион-
ные волны достигают высот 80–500 км только спу-
стя большое время. Ниже будет показано, что в 
некоторых случаях внутренние гравитационные и 
акустические волны могут возникать практически 
во всей толще атмосферы выше начального возму-
щения мгновенно.

Предположим, задано начальное темпера-
турное возмущение (38). На Рис. 1 для примера 

изображена зависимость начального возмущения 
поля температуры от высоты для случая, когда те-
пловой источник задан гауссовой функцией с мак-
симумом на высоте 10 км, и имеет полуширину 4 км.

Формулы (39) дают начальные условия для аку-
стической и гравитационной волн. Амплитуда на-
чального возмущения температуры для акустиче-

ской волны будет равна 1
3

 от амплитуды начального 
возмущения, а амплитуда начального возмущения 
температуры для гравитационной волны будет рав-

на 2
3

 от амплитуды начального возмущения. У вну-
тренней гравитационной и акустической волн на-
чальные возмущения плотности отличны от нуля, 
несмотря на то, что в начальном условии (38) на-
чальное возмущение плотности газа отсутствует 
(рис. 2, рис. 3).

начальное возмущение поля температуры φ

вы
со

та
 (к

м
)

Рис. 1. Вертикальный профиль начального температурного 
возмущения φ( , ,0)x z .

начальное возмущение плотности ψА для АВ

вы
со

та
 (к

м
)

Рис. 2. Вертикальный профиль возмущения плотности 
y A x z t( = 0, , = 0).
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Рис. 3 показывает, что внутренние гравитаци-
онные и акустические волны при t > 0 возникли на 
всех высотах выше начального возмущения.

Общая волна равна сумме акустической и гра-
витационной волн и сумме возмущений плотности, 
соответствующих акустической и гравитационной 
волнам, при t = 0 равна нулю. Таким образом, при 
t = 0 возмущения плотности, производимые грави-
тационной и акутической волнами полностью ком-
пенсируют друг друга, и результирующее, суммар-
ное возмущение плотности отсутствует. При t > 0 
эта взаимная компенсация волн нарушается, глав-
ным образом за счет распространения более бы-
стрых, акустических волн. Поэтому можно обна-
ружить гравитационные волны на тех высотах, на 
которые они не могли бы проникнуть за столь ма-
лое время за счет вертикального распространения. 
Получается эффект, будто гравитационные волны 
распространяются вверх со скоростью звука.

5. РАСЩЕПЛЕНИЕ ЗАДАЧИ О ВОЛНАХ 
НАД ПОВЕРХНОСТЬЮ НА ПОДЗАДАЧИ 

О ВОЛНАХ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ
Технику расщепления задачи об атмосферных 

волнах на отдельные подзадачи о распростране-
нии акустических и гравитационных волн можно 
обобщить на случай распространения волн над 
плоской Землей. Естественно, уравнения (12), (20), 
(34) справедливы в этом случае вплоть до границы 
области, и их нужно дополнить граничными усло-
виями на поверхности Земли.

Накладываем стандартное граничное условие 
w x z t( , = 0, ) = 0, где z = 0 соответствует уровню 
поверхности Земли. Учитывая независимость вол-
новых ветвей, из него получаем 

	 w x z t w x z tG A( , = 0, ) = 0, ( , = 0, ) = 0.	 (45)

Граничное условие (45) для wG  может быть ис-
пользовано непосредственно, в то время как для 
акустической подзадачи кроме условия (45) требу-
ется граничное условие на поверхности для вели-
чины uA.

Поступая так же, как при выводе (32), получаем 

r g r g r

αr
g ξ r ξ

r η
ξ

0 0 0

0

0
0

0

=

( )
1

( ) ( )
( ) (

u H u H w

z
H

w x

A A
z

A
x

z

A

+ ( ) ( ) +

+ ∫ ∫
∞

,, , ) .η η ξt d d
x( )

Полагая z = 0, и используя (45) для wA, получа-
ем искомое граничное условие для акустической 
подзадачи 

	 r g r0 0
=0

= 0.u H uA A
z

z

+ ( )



 	 (46)

Для единственности решения наложим еще 
одно граничное условие на поверхности Земли. 
Его можно вывести из уравнения для вертикаль-
ного импульса в (20).

Полагая в этом уравнении z = 0 и используя 
(45), получаем 

	
∂ +

∂
+





r y φ
r y0

0
=0

( )
= 0.

gH
z

gA A
A

z

	 (47)

Уравнения (12), (20), (34) вместе с граничны-
ми условиями (45), (46), (47) дают полную мате-
матическую постановку задачи для определения 
X x z tA( , , = 0), X x z tG ( , , = 0).

5.1. Влияние отражающей поверхности на волны 
Предположим, что при t = 0 имеем локали-

зованную нагретую область, и поле возмущений 
температуры описывается функцией φ( , ,0)x z . Бу-
дем также считать, что u x z( , ,0) 0≡ , w x z( , ,0) 0≡ . В 
случае безграничной среды, начальные условия для 
акустической и гравитационной волн описываются 
формулами в (39).

Если же рассматриваются волны в полубеско-
нечной среде, над плоской земной поверхностью, 
то необходимо учесть граничное условие (47). Тог-
да начальные возмущения температуры и плотно-
сти для акустической и гравитационной волн будут 
иметь вид: 

φ
g

g
φ

r

α

A

z
Hx z x z A x

z
( , ,0) =

1
, ,0 ( )

1
( )

,
0

−( ) ( ) +
−

e

	

y
g

φ φ

r

α

A

z
x z x z

H
x z dz

b x
H z

e

( , ,0) =
1

, ,0
1

, ,0

( )
( )

*

0

0

( ) − ( )





−

−

∫
− zz

H ,

  (48)

начальное возмущение плотности ψG для ВГВ

вы
со

та
 (к

м
)

Рис. 3. Вертикальный профиль возмущения плотности 
yG x z t( = 0, , = 0).
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φ
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z
Hx z x z A x

z
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1
, ,0 ( )

1
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,
0

( ) −
−

e

y yG Ax z x z( , ,0) = ( , ,0),−

где 

A x
b x

H
( ) =

( ) 2
, = 1,−

−( ) −
g

α g

b x
H

d
dz

x z

H x z

( ) =
, = 0

2 2
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2 2

2

2
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− + +
−






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−
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φ

g g

g φ
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



g

r0(0).

По сравнению с (39), формулы (48) содержат 
дополнительные слагаемые, пропоциональные 

e
z

z
H

− α

r
1
( )0

, которые являются следствием влияния 
граничной отражающей поверхности.

Известно, что в случае изотермической атмос-

феры, т. е. при H const= , r r0 0( ) = (0)z e
z

H
−

, си-
стема (3) при граничном условии w x z t( , = 0, ) = 0 
имеет два частных решения, называемых волнами 
Лэмба [15, 8]. В изотермической атмосфере вол-
ны Лэмба распространяются со скоростью звука 

(c gHs = g  и −cs ). Функции e
− α

r

z
H

z
1
( )0

 зависят от 

вертикальной координаты z как волна Лэмба, и мы 
можем заключить, что появление слагаемых, про-

порцииональных e
− α

r

z
H

z
1
( )0

, связано с возникно-

вением волн Лэмба. Волны Лемба, в нашем опи-
сании, попадают в класс внутренних гравитацион-
ных волн. Но при этом в начальном условии для 
акустических волн содержится некоторый вклад, 
который при t = 0 компенсирует изменение пара-
метров, обусловленное появлением волн Лэмба.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе произведен анализ линеаризованных 

гидродинамических уравнений для газа, страти-
фицированного полем тяжести. Стратификация 
плотности газа произвольная, но предполагается 
устойчивой. Этот общий случай называется неи-
зотермической атмосферой.

Введено гильбертово пространство в простран-
стве столбцов-функций, и система гидродинами-
ческих уравнений записана как одно операторное 
уравнение Шредингеровского типа (с самосопря-
женным эволюционным оператором), откуда сле-
дует существование решения начальной задачи.

Показано, что система уравнений имеет два 
типа решений, различающихся функциональной 
зависимостью от горизонтального масшаба возму-
щения. В частном случае экспоненциальной стра-
тификации плотности уравнения решаются анали-
тически и выделенные классы решений совпадают 
с акустическими и гравитационными волнами. 
Поэтому можно ассоциировать выделенные клас-
сы решений с акустическими и гравитационны-
ми волнами и в общем случае неизотермической 
стратификации.

Для интересного для геофизических приложе-

ний случая длинных волн (β2
2

= 1
l

l
z

x






� ) пред-

ложены упрощенные системы уравнений для 
акустических и гравитационных волн и показана 
асимптотическая при β2 0→  сходимость решений 
сформулированных упрощенных задач к решени-
ям точной задачи.

Показано, что у волны каждого типа, у аку-
стической волны и внутренней гравитационной, 
динамические переменные связаны парой ха-
рактерных для данного типа волн стационарных 
соотношений. Выведены асимптотические при 

β2
2

= 0
l

l
z

x







→  формулы для этих стационарных 

соотношений.
Наличие у волн каждого типа пары стационар-

ных соотношений, связывающих гидродинамиче-
ские переменные, позволило поставить задачу о 
выделении в начальном условии вкладов акусти-
ческих и гравитационных волн. Доказано суще-
ствование решения этой поставленной задачи о 
выделении вкладов акустических и гравитацион-
ных волн и отсутствие каких-либо решений иного 
типа, при любой устойчивой стратификации. Про-

изведено асимптотическое при β2
2

= 0
l

l
z

x







→  рас-

щепление исходной задачи на подзадачи о распро-
странении акустических и гравитационных волн.

Проанализировано распределение энергии на-
чального возмущения по типам волн и для случаев 
начального температурного возмущения и началь-
ного возмущения плотности в атмосфере с экспо-
ненциальной стратификацией плотности выведе-
ны явные формулы для отношения энергий; по-
казано, что отношение энергий акустической и 

внутренней гравитационной волн 
E
E

A

G
 в этих слу-

чаях не зависит от формы начального возмущения 
и определяется адиабатической постоянной газа g .

Работа выполнена при поддержке СПбГУ, шифр 
проекта 116234986.

Авторы благодарят Гордина В.А. за внимание к 
работе и практические советы. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А
CУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ 

СИСТЕМЫ (3) ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ДЛЯ ТЯЖЕЛОГО ГАЗА 
Перепишем уравнения (3) в матричной форме: 

	 − ∂
∂

+i
X
t

LX� = 0. 	 (49)
Здесь L�  – матричный дифференциальный оператор 
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 (50)

Столбец X  был определен в разделе 2.
Пусть h — гильбертово пространство столб-

цов-функций со скалярным произведени-
ем (6). Оператор L� , область определения 
D L X X h LX h( ) = : ,� �∈ ∈{ }  которого всюду плот-
на, в h самосопряжен. Производные в (50) будем 
понимать в смысле распределений Шварца [17]. 
Из самосопряженности оператора следует суще-
ствование решения X x z t h( , , ) ∈  уравнений (49) 
для любого X x z h( , ,0) ∈  [16, 18] (см. также [17], 
теорему Хилле–Иосиды и ее приложения). Ре-
шение действительно, если начальные условия 
действительные.

Доказательство cуществования решений линей-
ных уравнений для волн в стратифицированном 
полем тяжести газе дано также в [19, 20]. В этих 
работах представлена техника доказательства, ко-
торая заключается в том, что система уравнений 
сначала сводится к одному уравнению, и потом это 
уравнение исследуется.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Пусть lG
G

G

x z t
P x z t

u x z t
( , , ) =

( , , )

( , , )









 . Перепишем первое, 

второе и четвертое уравнения системы (12) в виде: 

	 − ∂
∂

+i
t

LG G Gl l = 0.	 (51)
Здесь LG  — такой оператор, что 
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и 
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	 (53)

— решение четвертого уравнения системы (12), 
удовлетворяющее требованиям (15) при условии 
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∞r W  Введем скалярное произве-

дение столбцов lG1, lG2  формулой: 
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	(54)

Это скалярное произведение порождает гиль-
бертово пространство hGl .   Оператор LG   
с всюду  плотной  областью  определения 
D L h L hG G G G G G G( ) ∈ ∈( )= : ,l l ll l   является  
самосопряженным.  Поэтому  существу-
ет  решение  задачи  (51),  оно  принадлежит 
hGl  [16,  18,  17].  Все  компоненты 4 −вектора  

X x z t

x z t

u x z t

w x z t

x z t

G

G

G

G

G

( , , , ) =

( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

β

y

φ





















∈ h  можно легко вос- 

становить  по  решению  l lG Gx z t( , , ) ∈ h .  

Интегралы в (15) существуют, если ∂
∂

∂
∂

∞
x

t
x

tG G

G

l l
l

( = 0), ( = 0) <

∂
∂

∂
∂

∞
x

t
x

tG G

G

l l
l

( = 0), ( = 0) < . Существование решения 

доказано.
Перейдем к доказательству утвержде-

ния, что решение системы укороченных урав-
нений (12) дает приближенное частное ре-
шение системы уравнений (3) точной зада-
чи. Пусть X x z tG ( , , , )β  является решением 
уравнений (49), которое удовлетворяет начальным 
условиям X x z t X x z tG G( , , = 0, ) = ( , , = 0, )β β , где 
X x z tG ( , , = 0, )β  дается формулами (14). Для разно-
сти решений DX X x z t X x z tG G= ( , , , ) ( , , , )β β−  усе-
ченной и полной систем уравнений можно напи-
сать уравнение 
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0
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.

Оценим � �QG . При условиях ∂
∂
lG

x
, ∂

∂
∈

2

2

l
l

G
G

x
h  мы 

получаем из второго и четвертого уравнений систе-
мы (12) соотношение 
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Отсюда следует оценка: 
R

G
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min Ко э ф ф и ц и е н -

ты уравнений (51) не зависят x, поэтому решения 
удовлетворяют закону сохранения 

∂
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∂
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∂
∂

∂

2

2

2

2

2

2

2

( , , )
,

( , , )
=

=
( , ,0)

,
( , ,0

l l

l l

l

G G

G

G G

x z t

x

x z t

x

x z

x

x z ))
,

2∂x
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аналогичному закону сохранения энергии. Отсюда 
следует неравенство: 

� �Q
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t
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x

M1 — постоянная, не зависящая от параметра β. 
Из устойчивости решений системы уравнений (49) 
по правой части следует сходимость X x z tG ( , , , )β  к 
X x z tG ( , , , )β  при β → 0: 

� �X x z t X x z t M t

t t
G G( , , , ) ( , , , ) ,

0 < .
1

2
0

0

β β β− ≤
≤ ≤ ∞

Теорема 1 доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ В

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Пусть l A
A

A

x z t
f x z t

w x z t
( , , ) =

( , , )

( , , )









 . Перепишем пер-

вое, второе и четвертое уравнения системы (20) в виде: 

	 −
∂
∂

+i
t

LA
A A

l
l = 0.	 (55)

Здесь LA – оператор, такой что 
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Введем скалярное произведение столбцов 
l lA A1 2,  формулой: 
	 〈 〉l l

lA A A1 2, =	 (56)
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2 W.

Это скалярное произведение порождает гильбер-
тово пространство, которое обозначим hAl . Опе-
ратор LA  с всюду плотной областью определения 
D L h L hA A A A A A A( ) = : ,l l ll l∈ ∈( )  является са-
мосопряженным. Мы опять приходим к уравнению 
Шредингеровского типа. Поскольку для оператор-
ных уравнений этого типа существование решений 
доказано [16, 18, 17], можно утверждать, что реше-
ние задачи (55) существует и принадлежит hAl .

По решению l lA Ax z t h( , , ) ∈  можно лег-
ко восстановить все компоненты 4 −вектора 

X
u

w
hA

A

A

A

A

=

y

φ





















∈ . При этом функция u x z tA( , , ) вы-

ражается через w x z tA( , , ) посредством последнего 
уравнения системы (20). Общее решение u x z tA( , , ) 
этого уравнения содержит две произвольных 
функции переменных x  и t. Частное решение для 
u x z tA( , , ), квадратично интегрируемое над R2, мо-
жет быть получено предельным переходом a → ∞, 
b → −∞ из решения краевой задачи с граничными 
условиями u b a u a( ) = 0, ( ) ( ) = 0.0ρ  Таким образом, 

γ ξ0 0∫ ∫ρ ρ
ρ ξ

ρ η η η ξ
ξ

0
0=

1
( ) ( )

( ) ( , , )u
H x

w x t d dA
z

A− ∂
∂−∞ ∞

	 + ∂
∂∞∫

z
Ax

w x t dρ ξ ξ ξ0( ) ( , , ) .	 (57)
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Интегралы  существуют,  если  функция 
∂

∂x
w x z tA( , , )  квадратично интегрируема (с ве-

сом r0( )z ). Последнее выполняется, если 
∂

∂
∂

∂
∞

x
t

x
tA A

A

l l
l

( = 0), ( = 0) < .  Существование 

решения доказано.
Покажем, что решение системы укорочен-

ных уравнений (20) дает приближенное част-
ное решение системы уравнений (3) точной 
задачи. Пусть X x z tA( , , , )β  является решени-
ем системы (49), удовлетворяющим начальным 
условиям X x z t X x z tA A( , , = 0, ) = ( , , = 0, )β β ,  и 
X x z tA( , , = 0, )β  дается формулами (22). Для разно-
сти DX X x z t X x z tA A= ( , , , ) ( , , , )β β−  решений укоро-
ченной и полной систем уравнений справедливо 
соотношение 
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( 1)g

..  (58)

Оценим � �Q A .  Разберем случай, когда 
r0( )z w A  является непрерывной функцией, дваж-

ды непрерывно дифференцируемой по x  и до-
статочно быстро убывающей при | |z → ∞ и при 
| |x → ∞, чтобы функция была квадратично ин-
терируемой. Пусть w x z t0( , , )  обозначает реше-
ние уравнений (3), соответствующее случаю 
β = 1 в (22). Обозначим u x z t0( , , ) решение урав-
нения (57), соотвествующее w x z t0( , , ) . Тогда 
w x z t w x z tA( , , ) = ( , , )0β β . Выражение (57) показы-

вает, что из | ( , , , )
|= |

( , , )
| 0

2

2

2
0

2

∂
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∂
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при β → 0  как β
3
2 0→  следует | ( , , , ) |= | ( , , ) | 0

3
2 0u x z t u x z tA β β β →

| ( , , , ) |= | ( , , ) | 0
3
2 0u x z t u x z tA β β β →  как β

3
2 0→ . Cтало быть, 

R
Az u x z t d

2
0

2
1
2

( ) ( , , , ) 0∫ ( )





→r β W  при β → 0 как 

β2 0→  и � �QA → 0 как β2 0→ .
Из устойчивости решений системы уравне-

ний (49) по правой части следует сходимость 
X x z tA( , , , )β  к X x z tA( , , , )β  при β → 0: 

	
� �X x z t X x z t M t

t t
A A( , , , ) ( , , , ) ,

0 < .
2

2
0

0

β β β− ≤
≤ ≤ ∞

	(59)

Здесь M2 постоянная, независящая от параметра β,  
которая здесь не выписана. Оценку (59) 

стандартным образом можно расширить на класс 
функций, указанных в Теореме 2.

Теорема 2 доказана.
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Waves in heavy stratified gas: Splitting into acoustic and gravity waves subproblems
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Two-dimensional linearized hydrodynamic equations describing the wave propagation in a stratified 
heavy gas are considered. The hydrodynamic equation system is reformulated as a single Schr?odinger 

type operator equation. The waves with β = 1
l

l
z

x
�  are considered, where lz  and lx are the characteristic 

vertical and horizontal scales, respectively, and the asymptotic behavior of solutions as β → 0. It is shown 
that the set of solutions depending on β form two disjoint classes. For solutions from each of the selected 
classes, its own, asymptotic as β → 0 , approximate equation system is proposed. The selected classes of 
solutions are acoustic and internal gravity waves. It is shown that the hydrodynamic variables of acoustic 
and gravity waves are related by certain stationary relationships, different for each class. This allows to 
pose the problem of separating the contributions of acoustic and gravity waves in the initial condition. 
The existence of a solution to this wave separation problem is shown. Examples of solving the problem 
of dividing the general problem into subproblems on the propagation of acoustic and gravity waves are 
given. Estimates for the division of the energy of the initial disturbance by wave type are obtained.

Keyword: fluid dynamic equations, long waves, asymptotic solutions, operator equation, Hylbert space, 
acoustic waves, internal gravity waves, dispersion relation
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