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В статье рассматривается задача построения внутренней диаграммы Вороного многоугольной фи­
гуры – ​многоугольника с многоугольными дырами. Предлагается метод, основанный на парадигме 
плоского заметания. Прямое построение только внутренней части диаграммы Вороного позволяет 
уменьшить объем вычислений и повысить робастность по сравнению с известными решениями. 
Другим фактором снижения вычислительной сложности является использование свойства попар­
ной инцидентности линейных отрезков, образованных сторонами многоугольной фигуры. Для 
учета этих особенностей предлагается строить структуру данных статус заметающей прямой в виде 
упорядоченного множества зон ответственности сайтов. Структура реализуется в виде комбинации 
сбалансированного дерева и двунаправленного списка. Вычислительные эксперименты иллюстри­
руют численную надежность и эффективность предложенного метода.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Многоугольная фигура (МФ) представляет 

собой замкнутую область на плоскости, граница 
которой состоит из непересекающихся простых 
многоугольников, т. е. это многоугольник с мно­
гоугольными дырами. Скелетом или срединной 
осью такой фигуры является множество точек 
центров максимальных кругов, содержащихся 
внутри фигуры. Скелеты находят применение 
в задачах распознавания формы, в частности, для 
распознавания рукописного текста по цифро­
вым изображениям. Растровое изображение тек­
ста аппроксимируется многоугольными фигура­
ми, и  для этого множества многосвязных фигур 
строится скелет (рис. 1) [1]. В примере на рис. 1 
аппроксимация дает 4 фигуры, их границы состо­
ят из 12 многоугольников с 476 вершинами. Ске­
леты фигур представляют собой геометрические 
графы с общим числом вершин 690 и ребер 694.

В  практических задачах распознавания ру­
кописных документов фигуры и  скелеты име­
ют большие размеры. Например, текст на ру­

кописной странице тотального диктанта [2], 
отсканированной с  разрешением 300 dpi, име­
ет порядка 300  связных компонент, каждая из 
которых аппроксимируется многоугольной 
фигурой (рис.  13). Границы фигур состоят из 
1200–1500  многоугольников, имеющих в  общей 
сложности 60–70  тыс. вершин. Скелеты этих 
фигур имеют до 100 тыс. вершин и ребер. Ввиду 
большой размерности и  разнообразия изобра­
жений рукописных документов большое значе­
ние для практического использования в архивах 
оцифрованных рукописей имеет реальное быст­
родействие и надежность работы алгоритмов.

(à)

(b)

Рис. 1. (a) Растровое изображение текста, (b) много­
угольные фигуры и их скелеты.
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Теоретическая оценка вычислительной слож­
ности скелетизации МФ получается на основе 
сведения задачи к построению обобщенной диа­
граммы Вороного (ДВ) множества точек и отрез­
ков, образованных из вершин и сторон фигуры. 
Скелет МФ является подграфом ДВ МФ, выде­
ление этого подграфа имеет сложность O n( ), где 
n  – число вершин МФ. Для задачи построения 
ДВ МФ известна нижняя оценка сложности 
Ω n nlog �( ).

Известны также эффективные алгоритмы по­
строения ДВ множества точек и отрезков, имею­
щие вычислительную сложность O n n� �log( )  [3, 4]. 
Они основываются на разных алгоритмических 
парадигмах: “разделяй и властвуй” и «плоское за­
метание”. Эти алгоритмы носят теоретический 
характер, их практическая реализация на реаль­
ных процессорах, имеющих конечную точность, 
является серьезной проблемой. Несмотря на зна­
чительное время, прошедшее после их публика­
ции, полные реализации этих алгоритмов неиз­
вестны.

Одной из проблем, возникающих при по­
строении ДВ МФ большого размера, является 
так называемая робастность вычислительных 
алгоритмов [6, 7]. Под этим термином понима­
ется возможность получения корректного ре­
шения при наличии ошибок округления, сказы­
вающихся на точности представления данных 
и  результатах операций процессора. Эта про­
блема возникает при решении многих задач вы­
числительной геометрии. Она состоит в разрыве 
между теоретически правильными геометриче­
скими алгоритмами и практическими компью­
терными программами, выполняемыми на про­
цессоре с  конечной точностью. Фактические 
вычисления содержат числовые ошибки, эти 
ошибки вызывают несоответствия в топологии 
и  иногда приводят к  аварийному завершению 
программ.

При построении ДВ числовые ошибки ска­
зываются на геометрических вычислениях пре­
дикатов, которые определяют положение точки 
относительно линии (прямой или окружности), 
и на вычислениях конструкторов, которые созда­
ют новые геометрические объекты, в частности, 
окружности, касающиеся трех сайтов (точек или 
отрезков) [7]. В обоих случаях вероятность ошиб­
ки возрастает при работе с окружностями очень 
большого радиуса. При создании такой окружно­
сти ищется точка пересечения прямых на основе 
вычисления матричного определителя. Если эти 
прямые “почти параллельны”, то значение опре­
делителя близко к нулю. В результате окружность 

имеет очень большой радиус, а центр ее располо­
жен далеко от МФ. Небольшие ошибки вычисле­
ний приводят к  неверному вычислению преди­
катов положения точек и отрезков относительно 
такой окружности. С учетом этого фактора алго­
ритмы, которые не требуют построения больших 
окружностей, являются более робастными.

Решение, предлагаемое в данной работе, осно­
вано на парадигме плоского заметания. Оно ис­
пользует особенность задачи построения ДВ МФ, 
позволяющую избежать построения больших 
окружностей. Эта особенность состоит в том, что 
требуется найти лишь внутреннюю часть ДВ то­
чек и отрезков, т. е. часть, лежащую внутри фи­
гуры. А  все внутренние вписанные окружности 
фигуры не превосходят размером саму фигуру. 
В  алгоритмах “разделяй-и-властвуй” избежать 
построения больших окружностей не удается. 
Сравнение алгоритмов построения ДВ, основан­
ное на этих двух парадигмах, предпринималось 
в  работе [8]. Сравнение выполнялось по крите­
рию вычислительной эффективности. Сравнение 
этих алгоритмов с  точки зрения робастности не 
рассматривалось ранее.

Предложенное решение включает новые эле­
менты.

1.	Вводится понятие ориентированных од­
носторонних сайтов-сегментов, для которых 
определена внутренняя сторона МФ. Благодаря 
этому появляется возможность строить только 
внутреннюю часть ДВ МФ. В результате не при­
ходится строить большие окружности, а также со­
кращается объем вычислений, поскольку не нуж­
но строить внешнюю часть ДВ.

2.	Структура данных Статус заметающей пря­
мой (ЗП), традиционно присутствующая в алго­
ритмах заметания [9], строится в  виде упорядо­
ченного множества зон влияния сайтов. Такая 
структура является альтернативой традиционно 
используемому при построении ДВ понятию вол­
нового фронта или береговой линии.

3.	В  алгоритме учитывается специфика мно­
жества сайтов, образованных границей многоу­
гольной фигуры, а именно инцидентность каждо­
го сайта-точки двум сайтам-сегментам и каждого 
сайта-сегмента двум сайтам-точкам.

4.	Структура данных Cтатус ЗП строится в ви­
де комбинации сбалансированного дерева и дву­
направленного списка, что позволяет выполнять 
значительную долю операций со Статусом ЗП за 
константное время.

Предлагаемый алгоритм построения ДВ МФ 
имеет существенные преимущества по сравне­
нию с  известными аналогами. Алгоритм [10] 
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имеет сложность O n n� �log( ), однако он строит вну­
тренний скелет лишь для простого n-угольника, 
т. е. для односвязной МФ. Для многосвязных МФ 
(многоугольников с многоугольными дырами) – 
известно решение [11], имеющее сложность 
O n n mlog � +( )( ), где m  – количество многоуголь­
ников-дыр. Однако для изображений рукопис­
ных документов обычно m O n= ( )  и расходы вре­
мени составляют O n2( ), что при n ~ 105 является 
неприемлемым. Для обеспечения практической 
надежности алгоритмов разрабатываются различ­
ные эвристические приемы, ориентированные на 
особенности конкретных программных решений 
[12–14]. При этом теоретическая вычислительная 
эффективность O n nlog �( ) не достигается.

Известны также практические решения зада­
чи построения ДВ точек и отрезков, которые не 
достигают теоретических оценок эффективности 
[12–16].

Предлагаемый алгоритм реализует теоретиче­
скую оценку вычислительной сложности 
O n nlog �( ) и при этом имеет высокую робастность, 
что подтверждается вычислительными экспери­
ментами и практическим использованием.

Оставшаяся часть статьи имеет следующую 
структуру. В  разделе 2 дается определение вну­
тренней диаграммы Вороного, в  разделах 3–4 
описывается концепция предлагаемого алгорит­
ма. Разделы 5–7 содержат описание методов об­
работки событий в процессе заметания. В разделе 
8 описана организация данных и связанные с нею 
оценки вычислительной сложности алгоритма. 
Описание вычислительных экспериментов пред­
ставлено в разделе 9.

2. ВНУТРЕННЯЯ ДИАГРАММА ВОРОНОГО 
МНОГОУГОЛЬНОЙ ФИГУРЫ

Граница многоугольной фигуры состоит из од­
ного внешнего и нескольких внутренних много­
угольников. Все они описываются последова­
тельностями своих вершин так, что внутренность 
МФ находится слева от границы. Вершины внеш­
него многоугольника упорядочены против часо­
вой стрелки, а внутренних – по часовой стрелке. 
Каждый граничный многоугольник разбивается 
на подмножества, называемые сайтами. Верши­
ны фигуры задают множество сайтов-точек, а сто­
роны фигуры – множество сайтов-сегментов. На 
сайтах-сегментах задано направление в  соответ­
ствии с направлением границы фигуры, т. е. вну­
тренность фигуры лежит слева от сайта-сегмента.

Разбиением Вороного многоугольной фигу­
ры будем называть представление фигуры в ви­
де так называемых локусов. Локусом сайта на­
зывается множество точек фигуры, для которых 
этот сайт является ближайшим. А  ближайший 
сайт для точки фигуры определяется положени­
ем ближайшей к ней точки на границе фигуры. 
Если ближайшая точка границы совпадает с вер­
шиной фигуры, то соответствующий вершине 
сайт-точка является ближайшим. Если для точ­
ки фигуры ближайшей точкой границы являет­
ся ее ортогональная проекция на сайт-сегмент, 
то этот сайт-сегмент является ближайшим. Этот 
ближайший сайт называется порождающим сай­
том локуса.

Локус представляет собой замкнутую область. 
Граница локуса имеет внешнюю часть, совпа­
дающую с  границей фигуры и  образованную 
порождающим сайтом. Остальная часть грани­
цы локуса – это разделяющая линия с соседни­
ми локусами. Граница между парой локусов на­
зывается бисектором их порождающих сайтов. 
Совокупность всех внутренних границ локусов 
многоугольной фигуры называется внутренней 
диаграммой Вороного этой фигуры. Внутренняя 
диаграмма Вороного имеет вид геометрического 
графа, вершинами которого являются точки фи­
гуры, а ребрами – отрезки прямых и квадратич­
ных парабол (рис. 2).

3. УЧАСТКИ И ЗОНЫ 
ЗАМЕТАЮЩЕЙ ПРЯМОЙ

Граница МФ может быть представлена в виде 
конечного множества монотонных ветвей. Ка­
ждая ветвь – это ломаная линия, вершины кото­
рой упорядочены лексикографически слева на­
право (рис. 3).

Рис. 2. Внутренняя диаграмма Вороного многоуголь­
ной фигуры.
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Заметающая прямая (ЗП) – это вертикальная 
прямая линия, которая перемещается слева на­
право параллельно самой себе.

Ветви разбивают заметающую прямую на 
связные подмножества, так называемые участки. 
Участки внутри фигур называются внутренними, 
вне фигур – внешними.

Внутренние участки ЗП в свою очередь разби­
ваются на так называемые зоны ответственности 
сайтов, определяемые следующим образом. Для 
каждой точки внутреннего участка существу­
ет максимальный круг, лежащий внутри фигуры 
в  левой полуплоскости относительно заметаю­
щей прямой и касающийся ее в этой точке. По­
скольку круг максимальный, он также касается 
изнутри границы фигуры в  одной или несколь­
ких точках. Каждая точка касания принадлежит 
какому-то сайту. Эти сайты и  круг называются 
инцидентными.

Зоной ответственности сайта называется отре­
зок заметающей прямой, все точки которого име­
ют касательные круги инцидентные этому сайту. 
Будем называть этот инцидентный сайт генерато­
ром зоны (рис. 4).

На множестве зон задано отношение поряд­
ка – снизу вверх. По мере перемещения замета­
ющей прямой это множество зон изменяется: ка­
кие-то новые зоны на ней появляются, а какие-то 
зоны исчезают. Зона в момент порождения имеет 
длину 0, т. е. это точка на ЗП. По мере продвиже­
ния прямой вправо она превращается в отрезок, 
размер зоны увеличивается. Перед исчезновени­
ем размеры зоны уменьшаются до нуля, и она вы­
рождается в точку.

Структура данных, описывающая упорядо­
ченное множество зон на ЗП, носит название 
“Статус заметающей прямой”, для краткости 

Статус, как это принято в алгоритмах плоского 
заметания [8].

4. ДИАГРАММА ВОРОНОГО 
И ПРОЦЕСС ЗАМЕТАНИЯ

По мере перемещения ЗП все зоны на ней про­
ходят одинаковый жизненный цикл: порожде­
ние, рост и сжатие,  расщепление (возможное, но 
не обязательное), исчезновение. Рост и  сжатие 
представляет собой изменение размеров отрезка 
зоны. Сначала это монотонное увеличение, а по­
том уменьшение, тоже монотонное. Расщепление 
зоны состоит в разделении ее на две части, каждая 
из которых представляет собой зону с тем же са­
мым генератором.

Между множеством зон и ДВ существует связь, 
которая позволяет строить ДВ в процесс замета­
ния. Динамически изменяющееся соседство зон 
в Статусе ЗП полностью определяет структуру ДВ. 
Поэтому задача состоит в том, чтобы проследить 
все изменения Статуса и выявить все соседние па­
ры зон в меняющейся структуре Статуса ЗП.

Связь между соседством зон в Статусе и ребра­
ми и вершинами ДВ определяется на основе сле­
дующих утверждений.

1. Если два сайта имеют общий касательный 
вписанный круг, то найдется такое положение 
заметающей прямой и  такая пара соседних зон 
на ней, у которых генераторами являются эти два 
сайта.

2. Если две зоны являются соседними на ЗП, 
то сайты-генераторы этих зон имеют смежные 
локусы в ДВ и общая граница этих локусов опи­
сывает ребро в ДВ.

12
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6

5
43

1

13
14

11

162

10
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Рис.  3. Монотонные ветви границы фигуры: 1–12–
11–10–9, 7–6–5, 7–8–9, 3–4–5, 1–2, 3–2, 13–14–15, 
13–16–15.

Рис.  4. Зоны сайтов-сегментов s1, s2. Касательные 
круги зоны s1  – пунктир, зоны s2  – точечный пун­
ктир, общий круг двух зон – сплошная линия.

Сайт s2

Сайт s1

Зона сайта s1

Зона сайта s2
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3. Если три сайта имеют общий касательный 
вписанный круг, то найдется такое положение 
заметающей прямой и такая тройка соседних зон 
на ней, у которых генераторами являются эти три 
сайта.

Из утверждений 1 и  2 следует, что каждая 
пара соседних зон в  Статусе задает ребро Во­
роного в ДВ. Отсюда вытекает, что если в про­
цессе перемещения заметающей прямой какие-
либо две зоны стали соседними, то бисектор 
их сайтов-генераторов образует ребро ДВ, по­
скольку он состоит из точек, равноудаленных 
от этих сайтов.

В процессе перемещения заметающей прямой 
соседство зон меняется только в точках событий. 
Изменение соседства зон в  Статусе происходит 
при порождении новых зон и при исчезновении 
существующих. Порождение зон происходит, 
когда ЗП проходит через вершину МФ. Такое по­
ложение ЗП называется событием.

Новая зона, включенная в Статус, образует две 
новые соседние пары с зонами над и под ней. При 
исчезновении зоны и исключении ее из Статуса 
две зоны, расположенные над и под нею, образу­
ют новую пару соседних зон. Эти новые пары ав­
томатически порождают ребра ДВ.

Утверждение 3 позволяет вычислить верши­
ны ДВ в процессе заметания. Как только какие-
либо три зоны стали соседними в Статусе, нужно 
проверить, существует ли общий вписанный ка­
сательный круг для сайтов-генераторов этих зон.

Таким образом, для нахождения всех вершин 
и  ребер ДВ нужно в  процессе заметания отсле­
дить все пары и  тройки соседних смежных зон 
в структуре Статус заметающей прямой.

5. ОТКРЫТИЕ ЗОН И ВЫЧИСЛЕНИЕ 
РЕБЕР ДИАГРАММЫ ВОРОНОГО

Общая идея процесса заметания выглядит 
следующим образом. Заметающая прямая пере­
мещается слева направо дискретно, занимая по­
ложения, соответствующие моментам событий. 
Каждое событие приводит к изменению Статуса. 
Событие-вершина приводит к появлению новых 
зон. При этом множество зон в Статусе сохраняет 
упорядоченность при всех изменениях.

Изменения в  Статусе выражаются в  образо­
вании новых пар и  новых троек соседних зон. 
С каждой соседней парой зон связан соответству­
ющий бисектор, разделяющий локусы сайтов-ге­
нераторов этих зон. А  каждая тройка соседних 
зон соответствует вершине ДВ, являющейся цен­
тром круга, инцидентного трем сайтам-генера­

торам этих зон. Отслеживая изменения Статуса, 
можно выявить все соседние пары и тройки зон, 
и построить соответствующие им ребра и верши­
ны ДВ.

Таким образом, в  процессе заметания нужно 
для каждого события внести изменения в Статус, 
выявить все вновь образовавшиеся соседние па­
ры и тройки зон, и вычислить соответствующие 
им вершины и ребра ДВ.

Изменения Статуса при наступлении собы­
тия-вершины определяются типом вершины. 
Все вершины МФ разделяются на несколько ти­
пов в зависимости от пары смежных с ними сто­
рон фигуры. Всего выделяется 8  типов вершин 
(рис. 5).

Обозначим:
v – сайт-точка, образованный вершиной много­

угольника;
spr , ssc – сайты-сегменты, образованные сторона­

ми многоугольника, стоящими перед и после 
сайта-точки v в  циклическом списке сайтов 
многоугольника;

z (s) – зона, имеющая в качестве генератора сайт s;
z* – внешняя зона, не имеющая сайта-генератора.

Событие-вершина приводит к изменению со­
става зон в  Статусе. Эти изменения однознач­
но определяются в  зависимости от типа верши­
ны, с которой связано событие. Варианты этого 
преобразования Статуса описываются ниже для 
всех типов вершин, показанных на рис. 5. В стро­
ке “Вход” представлен фрагмент Статуса до на­
ступления события, а в строке “Выход” – тот же 
фрагмент после события.

Левая выпуклая вершина. Сайт-точка v попада­
ет во внешнюю зону z*. Поскольку направление 
обхода многоугольника таково, что внутренность 
МФ лежит слева, в  этом случае сайт-сегмент spr 
лежит выше сайта-сегмента ssc. В  результате об­
работки события зона z* расщепляется на две 
внешние зоны, а между ними порождается новый 

(a) (b) (c) (d)

(h)(g)(f )(e)
Рис. 5. Типы вершин многоугольной фигуры: левые 
(a, b), проходные (c, d, e, f), правые (g, h), выпуклые 
(a, c, e, g), вогнутые (b, d, f, h), нижние (d, e) и верхние 
(c, f). Внутренность многоугольной фигуры отмечена 
серым цветом.
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внутренний участок, который состоит из двух но­
вых зон с сайтами-генераторами ssc и spr . Резуль­
тат преобразования Статуса выглядит следую­
щим образом (рис. 6a):
Вход: ..., z*,...
Выход: ..., z*

1, z (ssc), z (spr), z*
2,...

Образуется одна новая пара соседних зон 

z (ssc), z (spr).
Левая вогнутая вершина. Сайт-точка v попа­

дает во внутренний участок в одну из зон ЗП z (s) 
с  сайтом-генератором s. В  результате обработки 
события зона z (s) расщепляется на две зоны z1

 (s) 
и z2

 (s), имеющие тот же сайт-генератор s. А меж­
ду z1

 (s) и z2
 (s) порождается и вставляется цепочка 

из пяти новых зон. Одна из них  – зона z* обра­
зована внешним участком ЗП, она лежит внутри 
многоугольника-дыры. Две зоны имеют сайт-ге­
нератор v и в двух зонах генераторами являются 
сайты-сегменты spr и ssc (рис. 6b).
Вход: ..., z(s),...
Выход: ..., z1(s), z1(v), z (spr), z*, z (ssc), z2(v), z2(s),...
Здесь образуются 4 новые пары соседних зон:

z
1(s), z1(v), z

1(v), z (spr), z (ssc), z2(v), z
2(v), z2(s).

Проходная выпуклая вершина. В случае проход­
ной вершины ЗП перед пересечением сайта-точ­
ки v пересекает инцидентный ей сайт-сегмент, 
лежащий левее v. Это один из соседних сайтов-
сегментов spr или ssc в  зависимости от ориента­
ции многоугольника. Преобразование зависит 
от расположения многоугольника относительно 
этой вершины (выше или ниже). В зависимости 
от этих факторов получаются два варианта преоб­
разования множества зон.
Вершина v выпуклая верхняя (рис. 7a):
Вход: ..., z (ssc),...
Выход: ..., z (ssc), z (spr),...
Вершина v выпуклая нижняя (рис. 7b):
Вход: ..., z (spr),...
Выход: ..., z (spr), z (ssc),...

В  обоих случаях, представленных на рис.  7a 
и  7b, образуется одна новая пара соседних зон  

z (spr), z (ssc).
Проходная вогнутая вершина. Аналогично 

с рассмотренным случаем выпуклой вершины это 
преобразование зависит от того, находится мно­
гоугольник выше или ниже вершины. Получают­
ся два варианта преобразования зон:
Вершина v вогнутая верхняя (рис. 7c):
Вход: ..., z (ssc),...
Выход: ..., z (ssc), z(v), z (spr),...
Вершина v вогнутая нижняя (рис. 7d):
Вход: ..., z (spr),...
Выход: ..., z (ssc), z(v), z (spr),...

В обоих случаях на рис. 7c и 7d образуются две 
новые пары соседних зон: z (ssc), z(v), z(v), z (spr).

Правая выпуклая вершина. Преобразование 
состоит в  удалении двух зон сайтов-сегментов 
и “сращивании” двух внешних зон (рис. 8a).
Вход: ..., z*

1, z (spr), z (ssc), z*
2,...

Выход: ..., z*,...
В этом случае новые соседние пары зон не об­

разуются.
Правая вогнутая вершина. Происходит “заме­

на” внешней зоны на зону с  сайтом-генерато­
ром v (рис. 8b).
Вход: ..., z (ssc), z*, z (spr),...
Выход: ..., z (ssc), z(v), z (spr),...

Образуются две новых пары соседних зон: 

z (ssc), z(v), z(v), z (spr).
Анализ событий-вершин показывает, что они 

приводят к  коррекции Статуса ЗП, которая со­
стоит в порождении до пяти новых зон. Эти зо­
ны вставляются в  Статус непосредственно одна 
за другой в  известной последовательности. При 

(a) (b)
Рис. 6. Изменение Статуса при событиях “Левая вер­
шина”: (a) выпуклая, (b) вогнутая.

(b)(a)

(c) (d)
Рис. 7. Изменение Статуса при событиях “Проходная 
вершина”: (a) верхняя выпуклая, (b) нижняя выпу­
клая, (c) верхняя вогнутая, (d) нижняя вогнутая.
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этом образуется до четырех новых пар соседних 
зон. Каждой паре соседних зон соответствует ре­
бро ДВ. Форма этого ребра определяется сайта­
ми-генераторами пары соседних зон. Если это 
пара однотипных сайтов, т. е. они оба сайты-точ­
ки или оба сайты-сегменты, то ребро ДВ являет­
ся линейным отрезком. Если же это сайт-точка 
и сайт-сегмент, то ребро представляет собой от­
резок квадратичной параболы. Для того чтобы 
в  явном виде построить это ребро, необходимо 
кроме двух сайтов-генераторов вычислить его 
концевые точки – вершины ДВ.

6. ЗАКРЫТИЕ ЗОН И ВЫЧИСЛЕНИЕ 
ВЕРШИН ДИАГРАММЫ ВОРОНОГО

В геометрическом графе, каковым является ДВ 
МФ, имеются вершины первой, второй и третьей 
степени. Вершины первой и второй степени – это 
точки на границе МФ. Выпуклые вершины МФ 
имеют в ДВ степень 1, а вогнутые – степень 2. Об­
разование этих вершин осуществляется при на­
ступлении события-вершина.

Вершина ДВ третьей степени  – это внутрен­
няя точка МФ, являющаяся граничной для трех 
локусов. Такая точка является центром вписан­
ного круга, касающегося трех сайтов. Вычисле­
ние этих вершин ДВ также выполняется в  про­
цессе заметания. Однако их появление связано 
с другим типом событий – это события-круги.

Новая зона после порождения помещается 
в Статус ЗП, где она может образовать с другими 
зонами новые тройки соседних зон. Количество 
таких новых троек может составить от 0 до 3. Ес­
ли для сайтов-генераторов тройки соседних зон 
существует касательный круг, то его центр мо­
жет оказаться точкой вершиной ДВ. Но для это­
го нужно, чтобы круг этот был пустым. А досто­
верно установить его пустоту можно будет лишь 
в  тот момент, когда ЗП при своем движении 
займет положение касательной к  кругу справа, 
пройдя его полностью. Соответствующее собы­
тие, когда ЗП станет касательной к кругу справа, 
называется событием-кругом. С этим событием 

связано порождение новой вершины ДВ и уда­
ление из Статуса одной зоны – средней из трой­
ки соседних зон.

Таким образом, для нахождения всех вершин 
Вороного в процессе заметания необходимо вы­
полнить следующие действия.

При порождении новой зоны в  Статусе нуж­
но проверить условие существования общих ка­
сательных кругов для троек сайтов-генераторов 
образовавшихся новых троек соседних зон. Если 
такой круг существует, то точка центр этого круга 
является кандидатом на объявление ее вершиной 
ДВ. Для этого круга нужно запланировать собы­
тие-круг. Далее при наступлении этого события 
точка центр круга объявляется вершиной ДВ.

Событие-круг приводит к исчезновению и ис­
ключению из Статуса одной зоны. Удаляется 
средняя зона из тройки, определяющей круг.

Иллюстрация последовательности собы­
тий и  изменений, происходящих в  Статусе, 
представлена на рис.  9. Здесь фигура  – четы­
рехугольник с  сайтами-сегментами s1, s2, s3, s4. 
События-вершины связаны с  положениями 
ЗП, обозначенными A, B, C, G.

В положении B для тройки соседних зон z (s1), 
z (s2), z (s3) образуется вписанный круг сайтов-
генераторов s1, s2, s3. Этот круг изображен жирной 
линией. При его порождении создается событие-
круг, привязанное к позиции F. Далее в положе­
нии ЗП C в Статус вводится зона z (s4), в резуль­
тате чего образуется новая тройка соседних зон 
z (s2), z (s3), z (s4). Для сайтов s2, s3, s4 существует 
вписанный круг, для которого создается событие-
круг D.  Это событие привязано к  средней зоне 

(a) (b)
Рис.  8. Изменение Статуса при событиях “Правая 
вершина”: (a) выпуклая, (b) вогнутая.

Рис.  9. Заметание четырехугольника, события вер­
шины – A, B, C, G, события-круги D, E, F, изменения 
Статуса по событиям.
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тройки z (s3). При наступлении события D зона 
z (s3) вырождается в точку и удаляется из Статуса.

После ее удаления появляется новая трой­
ка соседних зон z (s1), z (s2), z (s4). Для сайтов-
генераторов строится круг, который порождает 
событие-круг в момент E. Это событие привязано 
к  средней зоне тройки z (s2). Поскольку эта зона 
ранее была привязана к кругу, который больше не 
имеет контакта с ЗП, а лежит левее ее, произво­
дится перепланирование событий. Событие F уда­
ляется вместе с привязанным к нему кругом, а для 
зоны z (s2) планируется новое событие-круг E.

События-вершины и  события-круги полно­
стью описывают процесс получения ребер и вер­
шин ДВ при заметании.

7. ВЫЧИСЛЕНИЕ 
КАСАТЕЛЬНЫХ КРУГОВ

Задача вычисления координат вершин ДВ 
возникает при использовании любых алгорит­
мов. Эта задача имеет чисто геометрическую 
природу. Нужно построить касательную окруж­
ность для трех сайтов, причем касание должно 
быть в заданной последовательности. Возникает 
шесть возможных геометрических задач на по­
строение. Это разнообразие определяется соста­
вом тройки сайтов (3 точки, 2 точки и отрезок, 
точка и  2 отрезка, 3 отрезка), а  также особыми 
случаями, когда точка совпадает с концом отрез­
ка (рис. 10).

Поскольку внутренняя вершина ДВ всегда 
есть точка пересечения пары бисекторов, для ее 
нахождения могут быть использованы уравнения 
бисекторов сайтов [17]. Пересечение бисекторов 
находится на основании решения системы из 
двух уравнений первой или второй степени. По­
лученное решение этой системы нуждается в по­
стобработке, поскольку оно может оказаться гео­
метрически некорректным. Кроме того, решение 
может быть не единственным и необходимо вы­
брать один вариант из нескольких.

Похожие задачи возникают при определении 
границ зон. Здесь нужно строить касательные 

окружности для двух сайтов и  заметающей пря­
мой (рис. 11).

Для решения этих задач мы применили ме­
тоды аналитической геометрии, которые предо­
ставляют ясную геометрическую интерпретацию 
результатов на любом этапе вычислений. В  ос­
нове алгоритмов лежит использование класси­
ческих методов решения геометрических задач 
на построение, т.  е. с  помощью циркуля и  ли­
нейки.

8. ВЫБОР СТРУКТУР ДАННЫХ 
И ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ СЛОЖНОСТЬ

Алгоритмическая парадигма плоского замета­
ния реализуется в  виде двух структур данных, 
описывающих перечень событий и Статус ЗП [9]. 
В  предлагаемом алгоритме перечень событий 
представлен в  виде структуры данных “очередь 
с  приоритетами”, которая эффективно реализу­
ется с помощью АВЛ‑дерева. Перечень событий 
включает события-вершины и  события-круги, 
общее число которых для МФ с  n вершинами 
оценивается как O (n). Для работы с перечнем со­
бытий требуются операции вставки, удаления, 
поиска события и  определения самого первого 

(a) (b) (c) (d)
Рис. 11. Вычисление касательного круга для двух сайтов и заметающей прямой: (a) –сайты-точки, (b, c) – сайт-точка 
и сайт-сегмент, (d) – два сайта-сегмента.

Рис. 10. Геометрические задачи построения касатель­
ной окружности для точек и отрезков.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
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события среди оставшихся. Сложность каждой из 
этих операций в АВЛ‑дереве составляет O nlog �( ).

Статус ЗП должен поддерживать операции, 
используемые в структуре Словарь: вставка, уда­
ление, поиск, под и  над. Как известно, при ис­
пользовании для реализации словаря АВЛ-дерева, 
все эти операции также можно выполнять за вре­
мя O mlog �( ), где m  – число элементов в  словаре. 
В нашем случае элементами являются зоны сай­
тов. Общее количество зон, образованных в про­
цессе заметания, составляет величину O (n). Если 
реализовать эту структуру также в виде АВЛ-дере­
ва, то получится эффективное решение, в котором 
сложность выполнения перечисленных операций 
составит O nlog �( ).

Однако особенности рассматриваемой задачи 
построения ДВ МФ требуют разработки специ­
альной структуры для Статуса ЗП.

Первая особенность состоит в том, что встав­
ка зон в Статус осуществляется во многих случа­
ях целыми пакетами. Как видно из проведенного 
анализа событий-вершин, вставляется цепочка 
от 1 до 5 зон одновременно. Это значит, что не­
рационально использование механизма АВЛ-
дерева, где каждая вставка занимает логарифми­
ческое время. Нужно найти способ, при котором 
эта вставка сможет за один заход вставить весь па­
кет зон.

Вторая особенность связана с тем, что все зо­
ны в одном пакете в начальный момент при поро­
ждении имеют нулевые размеры, т. е. это точки на 
ЗП. При этом точки эти имеют одну и ту же орди­
нату, т. е. их положение на ЗП просто совпадает. 
Для того чтобы вводить зоны последовательно по 
одной с  помощью АВЛ‑дерева нужно иметь ка­
кой-то способ сравнения этих зон по критерию 
выше-ниже. Но стандартная операция вставки 
элементов в АВЛ‑дерево не предоставляет таких 
средств.

Обойти проблемы, связанные с  этими осо­
бенностями предлагается с  помощью комбини­
рованной структуры данных, включающей АВЛ-
дерево и двунаправленный список.

Двунаправленный список представляет собой 
упорядоченное снизу вверх множество зон. При 
этом внешние участки ЗП представлены как от­
дельные зоны в том же формате, что и зоны вну­
тренних участков. Главное достоинство представ­
ления Статуса таким образом состоит в том, что 
большая часть операций вставки зон при насту­
плении событий-вершин, описанных в  разделе 
“Открытие зон”, может быть выполнена за кон­
стантное время. События, связанные с  прохож­
дением ЗП через проходные и правые вершины, 

состоят в порождении нескольких зон и вставке 
их в заданном порядке в Статус. При этом место 
вставки известно, оно определяется зоной сай­
та-сегмента, инцидентного вершине и  лежаще­
го левее ее в монотонной ветви. Таким образом, 
такая вставка зон в количестве до 5 не зависит от 
числа зон в Статусе и выполняется за констант­
ное время.

Единственное событие, обработка которого 
не укладывается в этот простой механизм – это 
“левая вершина”. Для вставки левой верши­
ны место в  Статусе заранее неизвестно, поэто­
му требуется локализация ее на ЗП. Это значит, 
что нужно найти зону, в которую попадает левая 
вершина. Двунаправленный список дает воз­
можность это сделать только путем последова­
тельного просмотра зон. Такой просмотр име­
ет сложность O (n) в  худшем случае. Поскольку 
число левых вершин в МФ имеет порядок O (n), 
получается, что операции по вставке зон таких 
вершин в Статус имеют сложность O n2, что яв­
ляется неприемлемым.

Предлагаемое решение состоит в  том, чтобы 
дополнить двунаправленный список зон структу­
рой АВЛ‑дерева, описывающей упорядоченное 
снизу вверх множество ветвей, пересекающих 
ЗП. Эта структура позволяет определить для точ­
ки на ЗП пару ветвей, лежащих выше и ниже точ­
ки. Такая пара ветвей задает участок на ЗП. Ка­
ждая ветвь содержит ссылки на зоны, 
прилегающие к ней при текущем положении ЗП. 
Эта конструкция обеспечивает локализацию точ­
ки в множестве участков за время O nlog �( ), а лока­
лизацию всех левых вершин – O n n� �log( ).

Если найденный участок оказался внешним, 
то никаких дополнительных действий не требу­
ется и  вставка новой группы зон выполняется 
по правилу, представленному на рис.  6a. Если 
же найденный участок является внутренним, то 
для дальнейшего поиска зоны предлагается алго­
ритм, который можно назвать “вилкой”.

Предположим, что найденный внутренний 
участок содержит k зон z1, ..., zk. Пара (zlow, zup) за­
дает нижнюю и верхнюю зоны интервала поиска. 
Вначале zlow = z1, zup = zk. Обозначим также  z.above 
и  z.under зоны в  Статусе, расположенные выше 
и ниже зоны z.

Поиск зоны, содержащей левую вершину v, 
осуществляется итеративно, каждая итерация 
включает две проверки:

•	если вершина v локализуется в зоне zlow, воз­
вращается zlow, иначе интервал поиска сжимается 
снизу, zlow = zlow .above;
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•	если вершина v локализуется в зоне zup, воз­
вращается zup, иначе интервал поиска сжимается 
сверху, zup = zup .under.

Этот итерационный процесс гарантированно 
закончится успешно, поскольку вершина v обяза­
тельно попадает в одну из зон на участке. Вычис­
лительная сложность при этом составит O (k). 
При этом максимальное число проверок k потре­
буется в том случае, когда вершина v лежит в ме­

дианной зоне zt , t
k= 



2
, занимающей середин­

ное положение в участке.
Покажем, что локализация всех левых вершин 

в зонах ЗП имеет сложность O n n� �log( ). Число зон, 
порождаемых в  процессе заметания, составляет 
O (n). Без ограничения общности будем считать, 
что зон ровно n. Обозначим m – число левых вер­
шин МФ, m = O (n). Оценим максимальное число 
проверок за все время работы. При наступлении 
события “левая вершина” максимальное число 
проверок потребуется при выполнении двух ус­
ловий:

1.	Вершина локализуется в участке с наиболь­
шим числом зон.

2.	При локализации на участке вершина попа­
дает в медианную зону, т. е. совершается k прове­
рок, где k – число зон на участке.

Таким образом, если всегда выполняется мак­
симальное число проверок, то для первой левой 
вершины в участке из n зон совершается n прове­
рок. После образования новых зон, связанных 
с этой вершиной, образуются два новых участка, 
которые будут содержать по n

2
 зон. Две последу­

ющие локализации с максимальным числом про­
верок в участках длины n

2
 потребуют по n

2
 прове­

рок каждый. После вставки соответствующих зон 
в  Статус образуются четыре участка по n

4
 зон, 

и т. д. На каждом уровне j образуется 2 1j −  участ­
ков, включающих по n

j2 1−  зон каждый. На этом 

уровне происходит 2j–1 локализаций левых вер­
шин с суммарным числом проверок n. За j уров­
ней обрабатывается 1 2 4 2 2 11+ + + … + = −−j j  
событий типа “левая вершина”. При j m= +( )log 1  
получаем, что все левые вершины будут обработа­
ны за j уровней. А так как на каждом уровне всего 
n проверок, получаем общее число проверок 
O n mlog( ). Так как m O n= ( ), получаем итоговую 
сложность O n n� �log( ).

Таким образом, предложенный алгоритм по­
строения ДВ многоугольной фигуры с использо­
ванием двухступенчатого иерархического Статуса 
имеет асимптотическую сложность O n n� �log( ), где 
n – суммарное число вершин в МФ.

9. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ 
ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для практической проверки алгоритма на кор­
ректность, эффективность и надежность исполь­
зуется набор изображений различной сложности. 
Сложность определяется числом многоугольни­
ков и вершин в МФ, полученных при аппрокси­
мации границ изображения.

Проверка эффективности проводилась пу­
тем сравнения времени работы предложенного 
алгоритма с  реализацией алгоритма Форчуна из 
библиотеки C++ Boost [18]. Данная реализация 
включает построение обобщенной ДВ для произ­
вольного набора точек и отрезков на плоскости. 
То есть алгоритм в  библиотеке Boost никак не 
учитывает взаимное расположение точек и  сег­
ментов в  виде многоугольников, а  также строит 
разбиение всей плоскости, а не только внутрен­
ней части МФ.

После построения ДВ всей плоскости алгорит­
мом Форчуна необходимо провести постобработ­
ку, состоящую в удалении внешних относительно 
МФ ребер ДВ. Однако в экспериментах время, за­
трачиваемое на постобработку в алгоритме Фор­
чуна, не учитывается. Таким образом, цифры за­
трат времени для библиотеки Boost представляют 
собой нижние оценки для построения ДВ МФ, 
в них не включено время постобработки. Резуль­
таты временных замеров приведены в  табл.  1. 
Примеры некоторых изображений, использован­
ных в экспериментах, (Лошадь, Нейрон, Дерево, 
План) представлены на рис. 12.

Сравнение двух алгоритмов проводилось в еди­
ной среде при одинаковых условиях, время усред­
нялось по 10 замерам. Тем не менее абсолютное 
время работы программы в значительной степени 
есть характеристика реализации, а не самого ал­
горитма. Более показательным в данном экспери­
менте является относительное изменение времени 
работы на изображениях разного размера. На кар­
тинках небольшого размера (до 5000 вершин МФ) 
алгоритм из Boost проигрывает нашему алгоритму 
в 2–4 раза, на больших же картинках, с более чем 
100 тысячами вершин, время работы алгоритмов 
отличается примерно в 50 раз.

Результаты еще одного эксперимента приве­
дены в  табл.  2. Здесь представлены результаты 
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Рис.  12. Тестовые примеры многоугольных фигур: 
лошадь (1 многоугольник, 374 вершины), нейрон 
(7, 3449), дерево (6373, 175375), план (5395, 185115).

Таблица 1. Вычисление ДВ тестовых примеров многоугольных фигур

Картинка Число вершин Число контуров
Время 

предложенного 
алгоритма, мс (T1)

Время алгоритма 
из библиотеки 
Boost, мс (T2)

Отношение 
расходов времени 

(T2 /T1)

Лошадь 374 1 2.6 3.5 1.35

Нейрон 3449 7 25.5 60 2.35

Дерево 175375 6373 1894 84537 44.63

План 185115 5395 1659 94908 57.20

Рис.  13. Страница тотального диктанта  – пример 
множества многоугольных фигур, аппроксимирую­
щих изображение рукописного текста.

Таблица 2. Вычисление ДВ фигур изображений руко­
писного текста

До
ку
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я,
 м

с

1 917 27991 54824 253

2 1710 85938 104558 914

3 1332 100040 108427 1106

4 1696 112746 131366 1255

5 1470 106961 115050 1175
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работы алгоритма с  пятью цифровыми изобра­
жениями рукописного текста. Пример такого 
изображения представлен на рис.  13. Исходные 
бинарные растровые изображения аппроксими­
руются МФ с помощью алгоритмов [1]. Размеры 
получаемых фигур приведены в таблице. Затраты 
времени на построение ДВ выражены в миллисе­
кундах.

Этот эксперимент показал применимость ал­
горитма к  решению практических задач обра­
ботки больших изображений рукописных тек­
стов размера 4000 × 2500 пикселов. Полученные 
ДВ используются для получения непрерывного 
скелета и на его основе построения штриховой 
сегментации рукописи. Штриховая сегментация 
находит применение в алгоритмах распознавания 
рукописного текста при решении задач расшиф­
ровки текста, навигации в больших рукописных 
архивах, идентификации авторов.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В  статье представлен алгоритм построения 

внутренней ДВ МФ, ориентированный на прак­
тическую программную реализацию и приложе­
ния к задачам большого размера, в частности, на 
работу с большими изображениями рукописных 
документов. За счет того, что ДВ строится только 
для внутренней части МФ, достигается несколь­
ко полезных свойств алгоритма, способствующих 
повышению вычислительной эффективности 
и числовой надежности.

Основная концепция алгоритма основана на 
парадигме плоского заметания, использован­
ной в алгоритме Форчуна. Предложенный алго­
ритм реализует редукцию задачи к построению 
ДВ линейных отрезков, но при этом включа­
ет новые элементы, ориентированные на ис­
пользование свойств отрезков, составленных 
из многоугольников. За счет этого достигается 
уменьшение вычислительной сложности, по­
скольку значительная часть операций, которые 
в  классическом алгоритме Форчуна имеют ло­
гарифмическую сложность, реализуется за кон­
стантное время. Кроме того, сокращается объем 
вычислений по сравнению с  известными алго­
ритмами, которые строят внутреннюю и внеш­
нюю части ДВ МФ.

Предложенный алгоритм обладает высокой 
численной надежностью, поскольку внутренняя 
ДВ МФ не требует вычислений вписанных кругов 
большого размера, а  также нахождения вершин 
ДВ, расположенных на очень большом расстоя­
нии от фигуры.

Предложенный алгоритм реализован в  пол­
ном объеме и используется при решении практи­
ческих задач анализа и распознавания цифровых 
изображений рукописных текстов.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ
Работа выполнена при поддержке Россий­

ского научного фонда, грант № 22-68-00066, 
https://rscf.ru/project/22-68-00066/.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Местецкий Л.М. Непрерывная морфология бинар­

ных изображений: фигуры, скелеты, циркуляры. 
М.: Физматлит, 2009.

2.	 Отургашева  Н.В. Послание URBI ET ORBI: то­
тальный диктант как культурный проект // Вест­
ник Томского государственного университета. 
2019. № 35. C. 105–113.
https://doi.org/10.17223/22220836/35/10

3.	 Fortune S. A sweepline algorithm for Voronoi diagrams. 
Algorithmica. 2 (1987). P. 153–174.

4.	 Yap C.K. An O(n log n) algorithm for the Voronoi di­
agram of the set of simple curve segments. Discrete 
Comput. Geom. 2 (1987). P. 365–393.

5.	 Местецкий Л.М. Скелетизация многосвязной мно­
гоугольной фигуры на основе дерева смежности ее 
границы // Сиб. журн. вычисл. матем. 2006. Т. 9. 
№ 3. С. 299–314.

6.	 Fortune S. (1996). Robustness issues in geometric al­
gorithms. In: Lin, M.C., Manocha, D. (eds) Applied 
Computational Geometry Towards Geometric Engi­
neering. WACG 1996. Lecture Notes in Computer Sci­
ence. V. 1148. Springer, Berlin, Heidelberg.	  
https://doi.org/10.1007/BFb0014476

7.	 Shewchuk J.R. (2013). Lecture Notes on Geomet­
ric Robustness. University of California at Berkeley, 
Berkeley, CA 94720.

8.	 Лагно Д., Соболев А. Модифицированные алгорит­
мы Форчуна и  Ли скелетизации многоугольной 
фигуры. Графикон‑2001, Н. Новгород.

9.	 Препарата Ф., Шеймос М.  Вычислительная гео­
метрия: Введение: Пер. с англ. – М.: Мир, 1989. – 
478 с.

10.	 Lee  D.T.  Medial axes transform of planar shape // 
IEEE Trans. Patt. Anal. Mach. Intell. PAMI‑4. 1982.  
P. 363–369.

11.	 Srinivasan V., Nackman L.R. Voronoi diagram for mul­
tiply-connected polygonal domains I: Algorithm  // 
In IBM Journal of Research and Development, V. 31. 
No. 3. P. 361–372. May 1987.	  
https://doi.org/10.1147/rd.313.0361.

12.	 Held M.  Vroni: An engineering approach to the reli­
able and efficient computation of Voronoi diagrams of 
points and line segments // Computational Geometry. 
2001. V. 18. P. 95–123. 



ПРОГРАММИРОВАНИЕ       № 4       2024

	 ПОСТРОЕНИЕ ВНУТРЕННЕЙ ДИАГРАММЫ ВОРОНОГО	 25

13.	 Sugihara K., Iri M., Inagaki H. et al. Topology-Oriented 
Implementation – An Approach to Robust Geometric 
Algorithms. Algorithmica 27, 5–20 (2000).	 https://doi.
org/10.1007/s004530010002

14.	 Karavelas  M.I. A robust and efficient implementation 
for the segment Voronoi diagram. In Proc. Internat. 
Symp. on Voronoi diagrams in Science and Engineer­
ing (VD2004), 2004. P. 51–62. 

15.	 Imai T. A topology oriented algorithm for the voronoi 
diagram of polygons. cccg1996, 1996. P. 107–112.

16.	 Bae, S.W. (2015). An Almost Optimal Algorithm for 
Voronoi Diagrams of Non-disjoint Line Segments. In: 
Rahman M.S., Tomita E. (eds) WALCOM: Algorithms 
and Computation. WALCOM 2015. Lecture Notes in 
Computer Science. V. 8973. Springer, Cham. P. 34–43.

17.	 Marsden D. Exact Generalized Voronoi Diagram Com­
putation using a Sweepline Algorithm (2020). All Gra­
duate Theses and Dissertations. 7947.	  
https://digitalcommons.usu.edu/etd/7947

18.	 https://www.boost.org/doc/libs/1\_59\_0/libs/poly­
gon/doc/voronoi\_main.htm

CONSTRUCTING THE INTERNAL VORONOI DIAGRAM 
OF A POLYGONAL FIGURE USING THE SWEEP METHOD
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The article considers the problem of constructing the internal Voronoi diagram of a polygonal figure – a poly­
gon with polygonal holes. A method based on the flat sweeping paradigm is proposed. Direct construction 
of only the internal part of the Voronoi diagram allows us to reduce the amount of calculations and increase 
robustness compared to known solutions. Another factor in reducing computational complexity is the use of 
the property of pairwise incidence of linear segments formed by the sides of a polygonal figure. To take these 
features into account, it is proposed to build the data structure Status of the sweeping line in the form of an 
ordered set of sites’ areas of responsibility. The structure is implemented as a combination of a balanced tree 
and a bidirectional list. Computational experiments illustrate the numerical reliability and efficiency of the 
proposed method.

Keywords: Voronoi diagram
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