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В работе рассматриваются теоретические основы и математические методы анализа данных в условиях 
статистического распределения Райса. Поставленная задача предполагает совместный расчет параметров 
сигнала и шума. Показано, что такой расчет приводит к необходимости решения сложной системы 
существенно нелинейных уравнений с двумя неизвестными, что требует значительных вычислительных 
ресурсов. Представленное исследование направлено на математическую оптимизацию применения 
методов компьютерной алгебры для численного решения рассматриваемой задачи. В результате прове-
денной оптимизации решение системы двух нелинейных уравнений сводится к решению одного урав-
нения с одной неизвестной величиной, что существенно упрощает алгоритмы численного решения 
задачи, снижает объем необходимых вычислительных ресурсов и открывает перспективы использования 
развитых методов оценивания параметров в информационных системах с приоритетом работы в режиме 
реального времени. Результаты численных экспериментов, полученные с помощью использования 
системы Wolfram Mathematica, подтверждают эффективность разработанных методов двухпараметри-
ческого анализа райсовских данных. Рассматриваемые методы анализа данных являются значимыми 
для решения широкого круга научных и прикладных задач, в которых анализируемые данные описы-
ваются статистической моделью Райса.
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1. ВВЕДЕНИЕ
При обработке стохастических данных, в част-

ности, при решении задач шумоподавления, широко 
используется подход, основанный на использовании 
методов математической статистики, таких, в част-
ности, как метод максимума правдоподобия, вари-
анты метода моментов и т.д. Очевидно, что при 
применении данных методов эффективность реше-
ния задачи в значительной степени определяется 
особенностями статистического распределения ана-
лизируемых данных. В настоящей работе рассмат-
ривается проблема оптимизации применения мето-
дов компьютерной алгебры для решения задачи 
двухпараметрического анализа райсовских данных, 
который предполагает совместный расчет инфор-
мативной и шумовой составляющих измеряемого 
сигнала.

Как известно, статистическое распределение 
Райса описывает широкий круг задач обработки 
информации, в которых выходной сигнал форми-

руется как сумма искомого начального сигнала и 
случайного шума, генерируемого многими нор-
мально-распределенными компонентами с нулевым 
средним значением и некоторой величиной стан-
дартного отклонения. При этом измеряемой и ана-
лизируемой величиной является амплитуда, или 
огибающая результирующего сигнала, величина 
которой, как известно, подчиняется статистиче-
скому распределению Райса [1].

Задача совместного оценивания сигнала и шума 
при двухпараметрическом анализе райсовских дан-
ных состоит в совместном расчете параметров рас-
пределения Райса. Традиционно используемый 
однопараметрический подход к решению задачи 
восстановления полезного сигнала на фоне шума 
предполагает априорную известность одного из рай-
совских параметров, а именно – дисперсии шума, 
и, следовательно, расчет лишь одного неизвестного 
параметра [2–4]. Однако условие априорной извест-
ности дисперсии шума никогда не выполняется на 
практике. В противоположность упрощенному 
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однопараметрическому приближению, двухпараме-
трический подход не ограничен никакими априор-
ными предположениями и тем самым обеспечивает 
значительно более корректное оценивание искомых 
величин сигнала и шума.

Однако решение задачи двухпараметрического 
анализа райсовских данных, как можно показать, 
связано с необходимостью решения системы двух 
существенно нелинейных уравнений с двумя неиз-
вестными, что сопряжено со значительными труд-
ностями как теоретического, так и вычислительного 
характера. В общем случае соотношения параметров 
такая задача может быть решена только численно, 
в связи с чем возникает проблема, обусловленная 
большим объемом необходимых вычислительных 
ресурсов. С другой стороны, задача расчета райсов-
ских параметров, с решением которой связано вос-
становление полезного, информативного сигнала на 
фоне шума, особенно востребована во многих при-
ложениях, которые предполагают необходимость 
обработки сигналов в системах с приоритетом работы 
в режиме реального времени. К таким приложениям, 
в частности, относится обработка данных в системах 
медицинской диагностики, в частности, анализ изо-
бражений при ультразвуковой визуализации.

В этой связи важно оптимизировать математи-
ческие методы решения задачи двухпараметриче-
ского анализа райсовских данных таким образом, 
чтобы обеспечить упрощение алгоритмов числен-
ного решения задачи и сократить объем необходи-
мых вычислительных ресурсов. Именно эти аспекты 
численного решения задачи анализа стохастических 
данных стали предметом данной работы: а именно, 
в результате проведенного математического иссле-
дования численное решение сложной системы двух 
нелинейных уравнений для двух неизвестных уда-
лось свести к решению одного уравнения с одной 
неизвестной, что позволило обеспечить решение 
двухпараметрической задачи, используя компью-
терные ресурсы лишь в том объеме, который необ-
ходим для решения однопараметрической задачи. 
Предварительная версия данной работы доклады-
валась на 5-й Международной конференции 
«Компьютерная алгебра» (Москва, июнь 2023 г.).

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ 
АСПЕКТЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

СОВМЕСТНОГО РАСЧЕТА РАЙСОВСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ

Как известно, статистическому распределению 
Райса подчиняется амплитуда случайной величины, 
образуемой в результате сложения исходно детер-

минированного комплексного сигнала и искажаю-
щего его гауссовского шума. В силу центральной 
предельной теоремы такая ситуация является весьма 
типичной для многих задач обработки сигналов 
различной физической природы. Это означает, что 
статистическая модель Райса описывает широкий 
спектр задач, что обусловливает значимость разра-
ботки и широкую применимость методов анализа 
райсовских данных с целью восстановления исход-
ного, неискаженного сигнала на фоне шума.

В задачах анализа райсовского сигнала измеря-
емой величиной является амплитуда

	 2 2
Re Imx x x= +  

комплексной переменной величины с действи-
тельной xRe и мнимой xIm составляющими, характе-
ризуемыми математическим ожиданием n и иска-
жаемыми нормально распределенным гауссовским 
шумом с дисперсией s2 [1–5]. Амплитуда

	 2 2
Re Imx x x= +  

подчиняется статистическому распределению Райса 
с функцией плотности вероятности, определяемой 
следующим выражением:

	 ( )
2 2

2
02 2 2

, exp ,
2

x x x
P x I

n n
n s

s s s

æ ö æ ö+ ÷ç ÷ç÷ç= - × ÷÷ çç ÷÷ ÷ç÷ç è øè ø
	 (1)

где Ia(z) — модифицированная функция Бесселя 
первого рода порядка a. Поставленная задача двух-
параметрического анализа райсовских данных со-
стоит в совместном расчете параметров n и s2 рас-
пределения Райса на основе данных, полученных 
в выборках измерений. Именно эти параметры 
определяют величину исходного, неискаженного 
сигнала n и дисперсию искажающего его шума s2.

На рис.1 представлена иллюстрация формиро-
вания райсовского сигнала из исходно детермини-
рованной величины A = n амплитуды вектора, ха-
рактеризующего некоторый процесс и искажаемого 
под неизбежным воздействием гауссовского шума, 
описываемого неким вектором r



.
На рис. 1 амплитуда x является райсовской вели-

чиной, поведение функции плотности вероятности 
которой иллюстрируется таким образом, что яркость 
каждой точки на рис. 1 пропорциональна значению 
данной функции в соответствующей точке.

Величины математического ожидания x и квад-
рата стандартного отклонения sx

2 даются следу-
ющими формулами:
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L
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s s n n s

= × -
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(2)

где L1/2(z) — полином Лаггера. Как легко видеть, 
математическое ожидание райсовской величины и 
ее стандартное отклонение не совпадают с парамет-
рами n и s2, что характеризует особые, нелинейные 
свойства этого статистического распределения, 
в силу которых анализ райсовской случайной вели-
чины требует развития особых методов и соответ-
ствующего математического аппарата.

Ряд математических методов совместного расчета 
райсовских параметров сигнала и шума были раз-
виты и строго обоснованы в работе [5] и других ра-
ботах автора данной статьи. В основе этих методов 
лежат принципы математической статистики. В дан-
ной работе возможность существенной оптимизации 
решения задачи методами компьютерной алгебры 
продемонстрирована на примере использования для 
расчета райсовских параметров метода, представля-
ющего собой комбинирование принципа максимума 
правдоподобия и метода моментов.

Ниже приведены основные выкладки, лежащие 
в основе данного метода. Будем использовать сле-
дующие обозначения: xi — величина сигнала, полу-
ченная как результат i-го измерения в выборке; n — 
количество элементов в выборке, называемое также 

длиной выборки. Рассчитанное на основе выбороч-
ных измерений ( )1,...,ix i n=  значение 〈x k〉 стре-
мится к значению соответствующего k-го момента —
x k случайного райсовского сигнала при бесконечно 
большой длине n выборки измерений:

	
1

1
lim .

n
k k

i
i

x x
n

=

= å

Рассмотрим выборку из n измерений величины 
райсовской случайной величины x. Тогда функция 
правдоподобия F(n,s2), т.е. функция совместной 
плотности вероятности событий, состоящих в том, 
что результатом i-го измерения является величина 
( )1,..., ,ix i n=  выражается как произведение 

функций плотности вероятности для каждого изме-
рения из выборки:

Xlm

XRe

A

x
3

0 3–3

–3

Рис. 1. Иллюстрация поведения функции плотности 
вероятности, характеризующей распределение рай-
совской величины x, формируемой из исходной де-
терминированной величины A под воздействием га-
уссовского шума.
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Рис. 2. Иллюстрация нелинейных свойств распреде-
ления Райса: (a) – нелинейная зависимость матема-
тического ожидания райсовской величины x от рай-
совского параметра n; (б) – нелинейная зависимость 
квадрата стандартного отклонения райсовского сиг-
нала от дисперсии гауссовского шума s2, формиру-
ющего райсовскую случайную величину.
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1

( , ) ( | , ),
n

i
i

F P xn s n s
=

=Õ 	 (3)

где функция P(x | n,s2) определяется формулой (1). 
При полученных в результате измерений кон-
кретных данных выборок функция правдоподобия 
является функцией неизвестных статистических 
параметров n и s2. Как известно, метод максимума 
правдоподобия состоит в определении тех значений 
параметров n и s2, которые максимизируют 
функцию правдоподобия (3), или, что эквивалентно, 
ее логарифм, называемый логарифмической функ-
цией правдоподобия распределения Райса:

	
( )2

2 2
2

02 2
1

ln ,

ln ln ln
n

i i
i

i

F

x x
x I

n s

n n
s

s s=

=

ì üï ïæ ö+ï ï÷ç- - + ÷í ýç ÷÷çï ïè øï ïî þ
å

 
.	  (4)

Существование и единственность максимума 
функции правдоподобия были строго доказаны ав-
тором данной работы и иллюстрируются рис. 3, ко-
торый представляет трехмерные графики функции 
правдоподобия распределения Райса, полученные 
в ходе численного эксперимента в системе Wolfram 
Mathematica для различных значений отношения 
параметров сигнала и шума. Ожидаемо, чем больше 
значение величины отношения сигнала к шуму, тем 
более детерминированным становится сигнал и тем 
более острую форму приобретает функция правдо-
подобия.

Представляемый в настоящей работе метод опре-
деления искомых параметров n и s2 распределения 
Райса основан на использовании двух известных 
подходов к решению задач математической статис-
тики: принципа максимума правдоподобия и метода 
моментов [6–8]. В качестве одного из уравнений 
нового комбинированного метода будем использо-
вать уравнение метода максимума правдоподобия, 
полученное приравниванием нулю частной произ-
водной логарифмической функции правдоподобия 
по параметру сигнала n: 

	 2ln ( , ) 0.F
∂

n s =
∂n

Тогда, принимая во внимание выражение (4), по-
лучаем:

	 0 2 2
1

ln 0.
n

i

i

x n
I

=

n∂ ⋅ n  − = ∂n s s 
∑ 	 (5)

В качестве второго уравнения комбинированного 
метода будем использовать выражение для первого 
момента райсовской случайной величины [9]:

	 2 2
1/2/2 ( / 2 ).x Ls π n s= × - 	 (6)

Формулы (5) и (6) фактически представляют со-
бой систему двух уравнений для двух неизвестных 
n и s2.

Используя известное соотношение

	  ( ) ( )0 1
d

I z I z
dz

= , 

[10] и проводя несложные преобразования, получаем 
следующую систему уравнений рассматриваемого 
метода:

	
2

1

2

1/2 2
1

1
,

1
.

2 2

n
i

i
i

n

i
i

x
x I

n

x L
n

n
n

s

π n
s

s

=

=

ìï æ öï ÷ç= ×ï ÷ç ÷ï ÷çè øïïïíï æ öï ÷ç ÷ï ç= × - ÷ï ç ÷ï ÷çè øïïî

å

å



 	 (7)

Рис. 3. Трехмерные графики функции правдоподобия 
статистического распределения Райса, построенные 
в системе Wolfram Mathematica для различных соот-
ношений величин райсовских параметров.
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В первом уравнении системы (7) обозначение I  
используется для функции

	 ( )
( )
( )

0

1

I z
I z

I z
= , 

равной отношению модифицированных функций 
Бесселя первого и нулевого порядков. Уравнения (7) 
представляют собой систему двух существенно не-
линейных уравнений для двух неизвестных: n и s2.

Введем переменную r  = n2/(2s2), которая харак-
теризует величину отношения сигнала к шуму. Пе-
реходя от пары переменных (n,s) к переменным 
(r,s), получим из (7) следующую систему уравнений:

	 1
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первого момента, или среднего значения райсовской 
величины x. Из второго уравнения системы (8) по-
лучаем для переменной s следующее выражение:
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Подставляя (9) в первое уравнение системы (8), 
получаем уравнение для переменной r:
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Таким образом, задачу решения системы (8) двух 
уравнений для двух неизвестных (r,s) удалось свести 
к задаче решения одного уравнения (10) для одной 
неизвестной величины r, что позволяет существенно 
упростить решения данной задачи посредством сим-
вольных вычислений в системе Wolfram Mathematica.

Поставленная задача расчета величины полезного 
сигнала и дисперсии шума состоит в том, чтобы, 
подставляя выборочные данные для величины сиг-
нала ( )1,...,ix i n=  в уравнение (10), найти решение 
этого уравнения для неизвестной величины r и затем 
рассчитать параметр шума s, используя формулу 
(9). Используя полученные значения для s и r, а 
также формулу r  = n2/(2s2), нетрудно получить зна-
чение искомого параметра полезного сигнала 

22 rn s= .
На рис. 4 представлены графики расчета райсов-

ских параметров, полученные представленным выше 

методом в ходе символьных вычислений в системе 
Wolfram Mathematica.

На рис. 4 а представлена зависимость рассчитан-
ного параметра сигнала от величины, пропорцио-
нальной отношению сигнала к шуму, при заданном 
значении второго параметра, причем сплошная, 
пунктирная и штрихпунктирная кривые соответ-
ствуют следующим значениям параметра: =0.5 
(сплошная линия); (пунктирная линия); =1,5 
(штрихпунктирная линия). На рис. 4 б представлены 
зависимости рассчитанного параметра шума при 
различных заданных значениях параметра сигнала, 
а именно: =3.0, =2.0 и =1.0, соответственно. Прямые 
линии на обоих графиках соответствуют исходно 
заданным значениям параметров. Длина выборки 
для проводимых вычислений составляла с усредне-
нием по 25 выборкам (в реальных системах обра-
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Рис. 4. Результаты расчета райсовских параметров 
сигнала n (а) и шума s (б) в системе Wolfram 
Mathematica посредством представленного комбини-
рованного метода.
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ботки райсовских данных число усредняемых вы-
борок составляет, как правило, величины порядка 
103÷104, что обеспечивает гораздо более высокую 
точность расчетов. Представленные графики демон-
стрируют также ожидаемое повышение точности 
расчетов с увеличением величины отношения сиг-
нала к шуму.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Совместный расчет параметров статистического 

распределения Райса обеспечивает эффективное 
восстановление информативной составляющей сто-
хастических данных на фоне шума. Представленное 
исследование дает возможность существенно сокра-
тить вычислительные ресурсы, требуемые для ре-
шения данной задачи, и обеспечивает упрощение 
алгоритмов численного анализа райсовских данных 
и тем самым – оптимизацию методов компьютерной 
алгебры для совместного расчета райсовских пара-
метров сигнала и шума. В результате задача решения 
системы двух существенно нелинейных уравнений 
для двух неизвестных была сведена к решению од-
ного уравнения для одной неизвестной величины, 
что означает существенное повышение эффектив-
ности методов компьютерной алгебры для решения 
рассматриваемой задачи, а также значительное, 
практически двукратное сокращение требуемых 
вычислительных ресурсов: представленные методы 
обеспечивают решение двухпараметрической задачи, 
используя вычислительные ресурсы лишь в объеме, 
необходимом для решения однопараметрической 
задачи.

Такая оптимизация решения задачи методами 
компьютерной алгебры и снижение объема необхо-
димых вычислительных ресурсов позволяют в свою 
очередь повысить информативность и точность ре-
зультатов обработки стохастических данных, что, 
в свою очередь, делает возможным применение раз-
работанных методов в информационных техноло-
гиях и системах с приоритетом работы в режиме 
реального времени. Эта возможность очень важна 
во многих приложениях, в частности, таких, которые 
связаны с обработкой изображений в системах ме-
дицинской диагностической визуализации.

Численные результаты подтверждают эффектив-
ность решения задачи анализа райсовских данных 
разработанными методами с обеспечением высокой 
точности в широком диапазоне величин соотноше-
ния параметров.

Представленная математическая оптимизация 
продемонстрировала, что совершенствование 
средств компьютерной алгебры с целью упрощения 
символьных вычислений является важной и реша-
емой задачей.
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This paper considers theoretical foundations and mathematical methods of data analysis under the conditions of 
the Rice statistical distribution. The problem involves joint estimation of the signal and noise parameters. It is 
shown that this estimation requires the solution of a complex system of essentially nonlinear equations with two 
unknown variables, which implies significant computational costs. This study is aimed at mathematical optimiza-
tion of computer algebra methods for numerical solution of the problem of Rician data analysis. As a result of the 
optimization, the solution of the system of two nonlinear equations is reduced to the solution of one equation 
with one unknown variable, which significantly simplifies algorithms for the numerical solution of the problem, 
reduces the amount of necessary computational resources, and enables the use of advanced methods for param-
eter estimation in information systems with priority of real-time operation. Results of numerical experiments 
carried out using Wolfram Mathematica confirm the effectiveness of the developed methods for two-parameter 
analysis of Rician data. The data analysis methods considered in this paper are useful for solving many scientific 
and applied problems that involve analysis of data described by the Rice statistical model.
Keywords: statistical Rice distribution, system of nonlinear equations, computer algebra system Wolfram Math-
ematica, methods of mathematical statistics
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