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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Функция Аппеля 𝐹1 и родственные ряды Горна двух переменных

Гипергеометрическая функция Аппеля𝐹1 возникает при конструктивном решении ряда важных задач мате-
матической физики и теории функций (см., например, некоторые современные работы [1]– [9]). Эта функция
в единичном бикруге

U2 :=
{︀

(𝑧1, 𝑧2) ∈ C 2 : |𝑧1| < 1, |𝑧2| < 1
}︀

(1.1)

определяется с помощью следующего двойного ряда (см. [10]– [12]):

𝐹1(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) :=

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2
𝑘1!𝑘2!

𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (1.2)

где 𝑧1 и 𝑧2 — комплексные переменные, а величины 𝑎1, 𝑎2, 𝑏 и 𝑐 — комплексные параметры, от которых зависит
функция 𝐹1. Символ Похгаммера (𝑎)𝑘 выражается через гамма-функцию Γ(𝑠) по формуле

(𝑎)𝑘 :=
Γ(𝑎 + 𝑘)

Γ(𝑎)
(1.3)

и представляет собой для целых неотрицательных 𝑘 произведение вида

(𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑘 = 𝑎 (𝑎 + 1) · · · (𝑎 + 𝑘 − 1), 𝑘 = 1, 2, . . . . (1.4)

Параметр 𝑐 в формуле (1.2) не принимает целых неположительных значений, 𝑐 /∈ Z−. В формуле (1.1), как
обычно, через C 2 обозначено двумерное комплексное пространство.

Вне бикруга U2 под функцией Аппеля 𝐹1 понимается аналитическое продолжение ряда (1.2). Прежде чем
перейти к обсуждению такого продолжения, отметим, что ряд 𝐹1, рассматриваемый как функция 𝑧1 и 𝑧2, удо-
влетворяет следующей системе уравнений с частными производными (см. [10]– [12]):
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𝑧1(1 − 𝑧1) 𝜕11𝑢 + 𝑧2(1 − 𝑧1) 𝜕12𝑢 +
[︀
𝑐− (𝑎1 + 𝑏 + 1)𝑧1

]︀
𝜕1𝑢− 𝑎1 𝜕2𝑢− 𝑎1𝑏 𝑢 = 0,

𝑧2(1 − 𝑧2) 𝜕22𝑢 + 𝑧1(1 − 𝑧2) 𝜕12𝑢 +
[︀
𝑐− (𝑎2 + 𝑏 + 1)𝑧2

]︀
𝜕2𝑢− 𝑎2 𝜕1𝑢− 𝑎2𝑏 𝑢 = 0,

(1.5)

где 𝑢 = 𝑢(𝑧1, 𝑧2) — искомая функция, через 𝜕𝑗𝑘𝑢(𝑧, ζ) обозначены частные производные, так что, например, вы-

ражения 𝜕12𝑢 и 𝜕11𝑢 означают соответственно 𝜕2𝑢
𝜕𝑧1𝜕𝑧2

и 𝜕2𝑢
𝜕𝑧2

1
. Размерность пространства решений системы (1.5)

равна трем (см. [12], [13]). Если 𝑧 /∈ U2, то 𝐹1 можно представить с помощью формул аналитического продол-
жения, дающих выражение в виде линейной комбинации функций, образующих базис в пространстве реше-
ний (1.5). Например, если выполнены соотношения

𝑏− 𝑎1 /∈ Z, 𝑏− 𝑎1 − 𝑎2 /∈ Z, (1.6)

то формула аналитического продолжения функции 𝐹1, первоначально определенной с помощью ряда (1.2), в
область

V2 := {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 : |𝑧1| > |𝑧2| > 1, |arg(−𝑧𝑗)| < π, 𝑗 = 1, 2} (1.7)

имеет следующий вид (см. [14], [15]):

𝐹1(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =
Γ (𝑐) Γ (𝑏− 𝑎1 − 𝑎2)

Γ (𝑏) Γ (𝑐− 𝑎1 − 𝑎2)
U

(∞)
0 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2)+

+
Γ(𝑐)Γ(𝑎1 − 𝑏)

Γ(𝑎1)Γ(𝑐− 𝑏)
U

(∞)
1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) +

Γ(𝑐)Γ(𝑏− 𝑎1)Γ(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏)

Γ(𝑎2)Γ(𝑐− 𝑏)Γ(𝑏)
U

(∞)
2 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2),

(1.8)

где функции U
(∞)
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, определяются равенствами

U
(∞)
0 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) :=

:= (−𝑧1)−𝑎1(−𝑧2)−𝑎2𝐹1

(︁
𝑎1, 𝑎2; 1 − 𝑐 + 𝑎1 + 𝑎2, 1 − 𝑏 + 𝑎1 + 𝑎2;

1

𝑧1
,

1

𝑧2

)︁
, (1.9)

U
(∞)
1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) :=

:= (−𝑧1)−𝑏𝐹1

(︁
1 − 𝑐 + 𝑏, 𝑎2; 𝑏, 1 + 𝑏− 𝑎1;

1

𝑧1
,
𝑧2
𝑧1

)︁
, (1.10)

U
(∞)
2 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) :=

:= (−𝑧1)−𝑎1(−𝑧2)𝑎1−𝑏𝐺
(︁
𝑎1, 1 − 𝑐 + 𝑏; 𝑏− 𝑎1, 1 + 𝑏− 𝑎1 − 𝑎2;

𝑧2
𝑧1

,
1

𝑧2

)︁
. (1.11)

В (1.11) фигурирует гипергеометрический ряд 𝐺, определяемый равенством

𝐺(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘2−𝑘1
𝑘1! 𝑘2!

𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (1.12)

а областью его сходимости является бикруг (1.1); здесь, также как и выше, 𝑧1, 𝑧2 — переменные, 𝑎1, 𝑎2, 𝑐 — па-
раметры. Фигурирующий в (1.12) символ Похгаммера (1.3) при отрицательных значениях 𝑘 имеет вид произ-
ведения

(𝑎)𝑘 = (−1)𝑘
(︁

(1 − 𝑎)(2 − 𝑎) · · ·
(︀
(1 − 𝑎) − 𝑘 + 1

)︀)︁−1

, 𝑘 = −1,−2, . . . . (1.13)

В области (1.7) функции (1.9)–(1.11) образуют базис в пространстве решений системы (1.5). Необходимо под-
черкнуть, что формулы продолжения в области

W2 := {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 : |1 − 𝑧1| < |1 − 𝑧2| < 1, |arg(1 − 𝑧𝑗)| < π, 𝑗 = 1, 2},̃︀V2 := {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 : (𝑧2, 𝑧1) ∈ V2}, ̃︁W2 := {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 : (𝑧2, 𝑧1) ∈ W2}

также, как и (1.8)–(1.11), содержат ряды (1.2) и (1.12) (см. [14], [15]).
Для построения аналитического продолжения функции Аппеля 𝐹1 могут быть также применены интеграль-

ные представления типа Эйлера. Например, если Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0, то в области {(𝑧1, 𝑧2) ∈ C2 : | arg(1− 𝑧𝑗)| < π,
𝑗 = 1, 2} функция Аппеля 𝐹1 представима следующим интегралом (см. [11], [12]):

𝐹1(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧1𝑡)𝑎1(1 − 𝑧2𝑡)𝑎2
𝑑𝑡, (1.14)
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где Γ(𝑠) — гамма-функция. Вместе с тем, подобные интегралы в случае произвольных параметров (𝑎1, 𝑎2, 𝑏, 𝑐),
вообще говоря, не могут быть вычислены в элементарных функциях. Для адекватного представления функции
Аппеля вC2 естественным аппаратом являются формулы аналитического продолжения (см. [15]–[17]), обеспе-
чивающие ее вычисление с помощью набора экспоненциально сходящихся подходящих подобластях C2 рядов.

Таким образом, для разработки алгоритма вычисления функции 𝐹1 на основе формул (1.2) и (1.8), а также
некоторых других формул аналитического продолжения, необходимо построить эффективный способ оцен-
ки и вычисления остатка суммирования рядов (1.2) и (1.12). В разд. 2 найдено интегральное представление и
асимптотическая оценка для остатка суммирования ряда (1.2), а в разд. 3 получены аналогичные результаты
для ряда (1.12). Основные результаты работы представлены в виде теорем 2 и 3. В следующем п. 1.2 приведены
вспомогательные соотношения и теорема, примененные в работе для получения таких интегральных представ-
лений и асимптотик. Отметим, что разработка алгоритмов вычисления гипергеометрических функций двух пе-
ременных на основе формул аналитического продолжения привлекает внимание специалистов (см. [18]–[21]).
Появление современных работ подчеркивает актуальность построения эффективных алгоритмов для оценки
остатка суммирования кратных гипергеометрических рядов.

Нетрудно увидеть, что ряд 𝐺, определенный по формуле (1.12), совпадает с точностью до обозначения пе-
ременных и параметров с гипергеометрическим рядом 𝐺2, указанным в списке Горна (см. [11, разд. 5.7.1], [12,
разд. 1.6]), точнее, справедливо равенство

𝐺(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) = 𝐺2(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 1 − 𝑐;−𝑧1,−𝑧2). (1.15)

В дальнейшем нам будет удобно использовать обозначение (1.12), применявшееся также в [15]. Напомним, что
ряд Аппеля также присутствует в списке гипергеометрических рядов Горна (см. [11, разд. 5.7.1], [12, разд. 1.6]).
Отметим еще, что в [15] были сняты указанные выше ограничения (1.6) на параметры функции 𝐹1 и построены
аналоги формул (1.8)–(1.11) при 𝑏 = 𝑎1 + 𝑚 или 𝑏 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑚, где 𝑚 ∈ Z.

В завершение отметим, что функция Аппеля 𝐹1 является частным случаем функции Лауричеллы 𝐹
(𝑁)
𝐷 при

𝑁 = 2 и обратим внимание на то, что проблема построения полного набора формул аналитического про-
должения функции 𝐹

(𝑁)
𝐷 , области сходимости которых покрывают C𝑁 , при произвольном 𝑁 решена в рабо-

тах [22], [23]. В работе [23] также представлено применение алгоритма вычисления 𝐹
(𝑁)
𝐷 на основе формул

аналитического продолжения для разработки метода решения проблемы параметров интеграла Кристоффеля–
Шварца в ситуации “кроудинга”.

1.2. Некоторые используемые формулы и асимптотические оценки

Далее будут применяться следующие известные тождества, связывающие комбинацию гамма-функций и
интегральные представления для бета-функции B(𝑥, 𝑦) (см. [11]):

Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
=

∫︁ 1

0

𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡 =: B(𝑥, 𝑦), Re 𝑥 > 0, Re 𝑦 > 0, (1.16)

Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
= −1

2

1

sh(π𝑖𝑥)

∫︁ (0+)

1

(−𝑡)𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡, 𝑥 /∈ Z, Re 𝑦 > 0. (1.17)

Контур интегрирования в формуле (1.17) начинается в точке 𝑡 = 1, продолжается в верхней полуплоскости
Im 𝑡 > 0, обходит точку 𝑡 = 0 против часовой стрелки и возвращается в 𝑡 = 1 по точкам нижней полуплоскости
Im 𝑡 < 0. Приведем также формулу Эйлера для гипергеометрической функции Гаусса:

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) :=

∞∑︁
𝑘=0

(𝑏)𝑘(𝑎)𝑘
(𝑐)𝑘𝑘!

𝑧𝑘 =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧𝑡)𝑎
𝑑𝑡, Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0; (1.18)

здесь | arg(1 − 𝑧)| < π, а второе равенство в (1.18) имеет место при |𝑧| < 1. Кроме того, нам потребуется следу-
ющее тождество:

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = (1 − 𝑧)−𝑎𝐹
(︁
𝑎, 𝑐− 𝑏; 𝑐;

𝑧

𝑧 − 1

)︁
. (1.19)

При выводе асимптотик для остатков суммирования двойных гипергеометрических рядов (1.2) и (1.12) будет
использована теорема 1 из [24, с. 58], приведенная ниже для удобства изложения материалов разд. 2 и 3.

Теорема 1 (см. [24, с. 58, теорема 1]). Пусть функции ℎ(𝑥) и φ(𝑥) имеют следующие асимптотические разло-
жения при 𝑥 → 𝑎:

ℎ(𝑥) ∼ ℎ(𝑎) +

∞∑︁
𝑠=0

𝑎𝑠(𝑥− 𝑎)𝑠+µ, φ(𝑥) ∼
∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠(𝑥− 𝑎)𝑠+α−1, (1.20)
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где µ > 0 и Reα > 0, причем

∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) : ℎ(𝑥) > ℎ(𝑎), ∀δ > 0 : inf
𝑥∈[𝑎+δ,𝑏)

(ℎ(𝑥) − ℎ(𝑎)) > 0. (1.21)

Предположим, что следующий интеграл

𝐼(λ) =

∫︁ 𝑏

𝑎

φ(𝑥)𝑒−λℎ(𝑥)𝑑𝑥 (1.22)

сходится абсолютно для всех достаточно больших λ. Тогда имеет место следующее асимптотическое разложение:

𝐼(λ) ∼ 𝑒−λℎ(𝑎)
∞∑︁
𝑠=0

Γ

(︂
𝑠 + α

µ

)︂
𝑐𝑠

λ(𝑠+α)/µ
, λ→ ∞, (1.23)

где величины 𝑐𝑠 выражаются через коэффициенты рядов (1.20) и , в частности, справедливы равенства

𝑐0 =
𝑏0

µ𝑎
α/µ
0

, 𝑐1 =
(︁𝑏1
µ

− (α+ 1)𝑎1𝑏0
µ2𝑎0

)︁ 1

𝑎
(α+1)/µ
0

. (1.24)

В следующих разделах будут вначале построены интегральные представления для остаточных членов при
суммировании гипергеометрических рядов (1.2) и (1.12). Затем при получении асимптотик с помощью теоре-
мы 1 в качестве большого параметра λ будет выбрано максимальное значение индексов суммирования, которое
выбирается для вычисления частичных сумм в (1.2) и (1.12).

2. ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА ПРИ СУММИРОВАНИИ РЯДА АППЕЛЯ 𝐹1

2.1. Суммирование ряда 𝐹1 и теорема об оценке остатка

Представим двойной ряд (1.2) в виде

𝐹1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) = ℱ (𝑚)
1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) + ℛ(𝑚)(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ), (2.1)

где первое слагаемое ℱ (𝑚)
1 является суммой конечного числа членов ряда:

ℱ (𝑚)
1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) :=

𝑚−1∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2
𝑘1!𝑘2!

𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (2.2)

а второе слагаемое ℛ(𝑚) — остаток суммирования. Далее для этих величин будем использовать обозначения
ℱ (𝑚)

1 (𝑧1, 𝑧2) и ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2). Отметим, что для вычисления ℱ (𝑚)
1 удобно воспользоваться следующим рекуррент-

ным соотношением:

ℱ (𝑚)
1 (𝑧1, 𝑧2) = ℱ (𝑚−1)

1 (𝑧1, 𝑧2) +
(𝑎2)𝑚−1

(𝑚− 1)!
𝑧𝑚−1
2

𝑚−2∑︁
𝑘1=0

(𝑏)𝑘1+𝑚−1(𝑎1)𝑘1

(𝑐)𝑘1+𝑚−1𝑘1!
𝑧𝑘1
1 +

+
(𝑎1)𝑚−1

(𝑚− 1)!
𝑧𝑚−1
1

𝑚−2∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑚−1+𝑘2
(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑚−1+𝑘2𝑘2!
𝑧𝑘2
2 +

(𝑏)2(𝑚−1)(𝑎1)𝑚−1(𝑎2)𝑚−1

(𝑐)2(𝑚−1)(𝑚− 1)!(𝑚− 1)!
𝑧𝑚−1
1 𝑧𝑚−1

2 .

(2.3)

Если расположить члены ряда (1.2) в виде бесконечной двумерной таблицы, где строки и столбцы нумеруются
индексами 𝑘1 и 𝑘2 соответственно, то в правой части формулы (2.3) к функции ℱ (𝑚−1)

1 добавлены: 1) сумма
элементов с индексами 𝑘1 = 𝑚− 1, 𝑘2 = 0, . . . ,𝑚− 2, т.е. первых 𝑚− 1 членов 𝑚-й строки, 2) сумма элементов
с номерами 𝑘2 = 𝑚 − 1, 𝑘1 = 0, . . . ,𝑚 − 2, т.е. первых 𝑚 − 1 элементов 𝑚-го столбца, а также 3) элемент с
индексами 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑚− 1.

При вычислении функции Аппеля в точке (𝑧1, 𝑧2) ∈ U2 мы полагаем

𝐹1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) ≃ ℱ (𝑚)
1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2), (2.4)

при этом число число 𝑚 требуется выбрать таким, чтобы при некотором заданном числе δ > 0 для остатка ℛ(𝑚)

выполнялось неравенство
|ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2 )| < δ. (2.5)

При реализации алгоритма вычисления функции 𝐹1 по формулам (2.2) и (2.4) условие (2.5) удобно проверять,
приближенно вычисляя ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2 ) на основе асимптотики или интегрального представления, которые дает
приведенная ниже теорема.
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Теорема 2. Предположим, что параметры ряда Аппеля, определенного по формуле (1.2), удовлетворяют условию
Re c > Re b > 0, а переменные лежат в бикруге (1.1), т.е. (𝑧1, 𝑧2) ∈ U2. Тогда имеют место следующие утвержде-
ния.

(i) Справедлива формула суммирования

𝐹1 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) =

𝑚−1∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2
𝑘1!𝑘2!

𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 + ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2), (2.6)

где для остаточного члена ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) имеет место интегральное представление

ℛ(𝑚)(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =

=
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(︃
𝑧𝑚1 (𝑎1)𝑚

𝑚!

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧2𝑡)𝑎2
ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚)𝑑𝑡+

+
𝑧𝑚2 (𝑎2)𝑚

𝑚!

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧1𝑡)𝑎1
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑡−

− 𝑧𝑚1 𝑧𝑚2 (𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚
(𝑚!)2

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+2𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚) ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚) 𝑑𝑡

)︃
;

(2.7)

здесь функция ℐ определяется равенством

ℐ(𝑧, 𝑎,𝑚) = 𝑚

∫︁ 1

0

(1 − ξ)𝑚−1

(1 − ξ𝑧)𝑎+𝑚
𝑑ξ, | arg(1 − 𝑧)| < π. (2.8)

(ii) Для остаточного члена ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) справедливы следующие асимптотики при 𝑚 → ∞.
1) Если |𝑧1| < |𝑧2|, то

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎2)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚2
(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐶1𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (2.9)

где коэффициент 𝐶1 = 𝐶1(𝑧1, 𝑧2) определяется по формуле

𝐶1 = (𝑐− 𝑏)

(︂
(1 − 𝑏) − (𝑎1 + 1 − 𝑏)𝑧1 − (2 − 𝑏)𝑧2 + (𝑎1 + 2 − 𝑏)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
+

(𝑎2 − 1)𝑧2
1 − 𝑧2

. (2.10)

2) Если |𝑧2| < |𝑧1|, то

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎1)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚1
(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)𝑎2

(︁
1 + 𝐶2𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (2.11)

где коэффициент 𝐶2 = 𝐶2(𝑧1, 𝑧2) определяется по формуле

𝐶2 = (𝑐− 𝑏)

(︂
(1 − 𝑏) − (𝑎2 + 1 − 𝑏)𝑧2 − (2 − 𝑏)𝑧1 + (𝑎2 + 2 − 𝑏)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
+

(𝑎1 − 1)𝑧1
1 − 𝑧1

. (2.12)

3) Если |𝑧1| = |𝑧2|, то асимптотика остаточного члена ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) при 𝑚 → ∞ дается суммой правых
частей (2.9) и (2.11).

2.2. Доказательство теоремы 2

2.2.1. Вывод интегрального представления (2.7) для остаточного членаℛ(𝑚). Прежде всего, представим остаток
суммирования ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) в формуле (2.1) в виде

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) + ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) −ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2), (2.13)

где функции ℛ(0,𝑚), ℛ(𝑚,0) и ℛ(𝑚,𝑚) определяются равенствами

ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=𝑚

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (2.14)
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ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1=𝑚

∞∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2
𝑘1!𝑘2!

𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (2.15)

ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=𝑚

(𝑏)𝑘1+𝑘2
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 . (2.16)

Для вывода интегрального представления (2.7) заменим индексы суммирования в (2.14)–(2.16) так, чтобы сум-
мирование начиналось от нуля:

ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = 𝑧𝑚2

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2+𝑚(𝑎1)𝑘1(𝑎2)𝑘2+𝑚

(𝑐)𝑘1+𝑘2+𝑚𝑘1!(𝑘2 + 𝑚)!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (2.17)

ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) = 𝑧𝑚1

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2+𝑚(𝑎1)𝑘1+𝑚(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘1+𝑘2+𝑚(𝑘1 + 𝑚)!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 . (2.18)

ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = 𝑧𝑚1 𝑧𝑚2

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘1+𝑘2+2𝑚(𝑎1)𝑘1+𝑚(𝑎2)𝑘2+𝑚

(𝑐)𝑘1+𝑘2+2𝑚(𝑘1 + 𝑚)!(𝑘2 + 𝑚)!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 . (2.19)

Для дальнейших вычислений воспользуемся следующими выражениями:
1) тождеством, вытекающим из (1.3) и (1.16):

(𝑏)𝑘1+𝑘2+β𝑚

(𝑐)𝑘1+𝑘2+β𝑚
=

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑘1+𝑘2+β𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡, (2.20)

2) тождествами, получаемые с помощью определения (1.3):

(𝑘𝑗 + 𝑚)! = 𝑚!(1 + 𝑚)𝑘𝑗
, (𝑎𝑗)𝑘𝑗+𝑚 = (𝑎𝑗)𝑚(𝑎𝑗 + 𝑚)𝑘𝑗

, 𝑗 = 1, 2, (2.21)

3) а также биномиальным рядом

∞∑︁
𝑘𝑗=0

(𝑎𝑗)𝑘𝑗

𝑘𝑗 !
(𝑧𝑗)

𝑘𝑗 = (1 − 𝑧𝑗)
−𝑎𝑗 , |𝑧𝑗 | < 1, | arg(1 − 𝑧𝑗)| < π, 𝑗 = 1, 2. (2.22)

Выражение, указанное в формуле (2.20), при β = 1 возникает в (2.17) и (2.18), а при β = 2 — в формуле (2.19).
Получим интегральное представление, например, для функции ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2), определяемой равенством

(2.18). Для этого подставляя в (2.18) соотношения (2.20), (2.21) при β = 1 и 𝑗 = 1, меняя порядок суммиро-
вания и интегрирования и учитывая (2.22), получаем

ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) =
𝑧𝑚1 (𝑎1)𝑚

𝑚!

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧2𝑡)𝑎2

(︁ ∞∑︁
𝑘1=0

(𝑎1 + 𝑚)𝑘1

(1 + 𝑚)𝑘1

(𝑧1𝑡)
𝑘1

)︁
𝑑𝑡. (2.23)

Применяя формулу (1.18) для суммирования ряда в круглых скобках, получаем

ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) =
𝑧𝑚1 (𝑎1)𝑚

𝑚!

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧2𝑡)𝑎2
ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚)𝑑𝑡, (2.24)

где функция ℐ определяется равенством (2.8).
Выполняя аналогичные преобразования для функций ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) и ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2), приходим к следую-

щим формулам:

ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
𝑧𝑚2 (𝑎2)𝑚

𝑚!

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧1𝑡)𝑎1
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑡, (2.25)

ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
𝑧𝑚1 𝑧𝑚2 (𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚

(𝑚!)2
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

∫︁ 1

0

𝑡𝑏+2𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚) ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑡, (2.26)

где ℐ имеет вид (2.8). Подставляя (2.24)–(2.26) в (2.13), приходим к требуемому представлению (2.7) для остатка
суммирования ряда Аппеля 𝐹1.
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2.2.2. Асиптотика остаточного члена ℛ(𝑚), 𝑚 → ∞. Найдем асимптотики функций ℛ(0,𝑚), ℛ(𝑚,0) и ℛ(𝑚,𝑚),
фигурирующих в (2.13). Для этого, прежде всего, оценим интеграл ℐ(𝑧, 𝑎,𝑚), 𝑚 → ∞, определяемый по фор-
муле (2.8), выполняя следующие преобразования:

ℐ(𝑧𝑡, 𝑎,𝑚) = 𝐹 (𝑎 + 𝑚, 1, 1 + 𝑚, 𝑧𝑡)
(1.19)

= (1 − 𝑧𝑡)−1𝐹
(︁

1, 1 − 𝑎, 1 + 𝑚,
𝑧𝑡

𝑧𝑡− 1

)︁
=

= (1 − 𝑧𝑡)−1
∞∑︁
𝑘=0

(1 − 𝑎)𝑘
(1 + 𝑚)𝑘𝑘!

(𝑧𝑡)𝑘

(𝑧𝑡− 1)𝑘
=

1

1 − 𝑧𝑡
+

𝑎− 1

1 + 𝑚

𝑧𝑡

(1 − 𝑧𝑡)2
+ 𝑂

(︀
𝑚−2

)︀
, 𝑚 → ∞.

(2.27)

Подставляя (2.27) в представления (2.24)–(2.26) для функций ℛ(𝑚,𝑚), ℛ(𝑚,0), ℛ(0,𝑚), раскрывая все скобки и
применяя к каждой из этих функций теорему 1, приходим к следующему утверждению.

Утверждение 1. Для функций ℛ(𝑚,𝑚), ℛ(𝑚,0), ℛ(0,𝑚), определенных по формулам (2.14)–(2.16) для
Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0 при 𝑚 → ∞ справедливы асимптотические равенства

ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎2)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚2
(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐶1𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (2.28)

ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎1)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚1
(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)𝑎2

(︁
1 + 𝐶2𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (2.29)

ℛ(𝑚,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚
(2𝑚)𝑐−𝑏(𝑚!)2

(𝑧1𝑧2)𝑚

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐶3𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (2.30)

где коэффициенты 𝐶1 и 𝐶2 определены по формулам (2.10) и (2.12), а 𝐶3 имеет вид

𝐶3 =
𝑐− 𝑏

2

(︂
(1 − 𝑏) − (2 − 𝑏)(𝑧1 + 𝑧2) + (3 − 𝑏)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
+

(𝑎1 − 1)𝑧1
1 − 𝑧1

+
(𝑎2 − 1)𝑧2

1 − 𝑧2
. (2.31)

Отметим, что согласно формуле Стирлинга [11] величины (𝑎𝑗)𝑚/𝑚! имеют степенные по 𝑚 асимптотики
при 𝑚 → ∞. Таким образом, если {|𝑧1| < |𝑧2| < 1}, то

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧2|𝑚), 𝑚 → ∞; (2.32)

а если {|𝑧2| < |𝑧1| < 1}, то

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧1|𝑚), 𝑚 → ∞. (2.33)

Если же |𝑧1| = |𝑧2| < 1, то

ℛ(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = ℛ(𝑚,0)(𝑧1, 𝑧2) + ℛ(0,𝑚)(𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧1|2𝑚), 𝑚 → ∞. (2.34)

Учитывая формулы (2.32)–(2.34), а также (2.30)–(2.29), убеждаемся в справедливости утверждений (ii) теоре-
мы 2, в том числе, асимптотик (2.9) и (2.11).

Теорема 2 доказана.

3. ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА ПРИ СУММИРОВАНИИ РЯДА ГОРНА 𝐺

3.1. Суммирование ряда 𝐺 и теорема об оценке остатка

Проводя рассуждения, схема которых аналогична п. 2.1, представим двойной ряд (1.12) в виде

𝐺 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) = 𝒢(𝑚)(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) + ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ), (3.1)

где первое слагаемое 𝒢(𝑚) является суммой конечного числа членов ряда

𝒢(𝑚)(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) :=

𝑚−1∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1
(𝑎1)𝑘1

(𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘2−𝑘1 𝑘1! 𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (3.2)

а второе слагаемое ℛ(𝑚)
𝐺 — остаток суммирования, который в бикруге U2 стремится к нулю при 𝑚 → ∞. Да-

лее для этих величин будем использовать обозначения 𝒢(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) и ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2). Для вычисления 𝒢(𝑚) удобно
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использовать следующее рекуррентное соотношение:

𝒢(𝑚)(𝑧1, 𝑧2) = 𝒢(𝑚−1)(𝑧1, 𝑧2) +
(𝑎1)𝑚−1

(𝑚− 1)!
𝑧𝑚−1
1

𝑚−2∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑚+1 (𝑎2)𝑘2

(𝑐)𝑘2−𝑚+1 𝑘2!
𝑧𝑘2
2 +

+
(𝑎2)𝑚−1

(𝑚− 1)!
𝑧𝑚−1
2

𝑚−2∑︁
𝑘1=0

(𝑏)𝑚−1−𝑘1 (𝑎1)𝑘1

(𝑐)𝑚−1−𝑘1
𝑘1!

𝑧𝑘1
1 +

(𝑎1)𝑚−1 (𝑎2)𝑚−1

((𝑚− 1)!)2
𝑧𝑚−1
1 𝑧𝑚−1

2 .

Для вычисления ряда Горна 𝐺 в точке (𝑧1, 𝑧2) ∈ U2 мы полагаем

𝐺 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) ≃ 𝒢(𝑚)(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2), (3.3)

при этом число 𝑚 требуется выбрать таким, чтобы при некотором заданном числе δ > 0 для остатка ℛ(𝑚)
𝐺

выполнялось неравенство
|ℛ(𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2 )| < δ. (3.4)

При реализации алгоритма вычисления функции 𝐺 по формулам (3.2) и (3.3) условие (3.4) удобно проверять,
приближенно вычисляя ℛ(𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2 ) на основе асимптотики или интегрального представления, которые дает
приведенная ниже теорема.

Теорема 3. Предположим, что параметры ряда Горна 𝐺, определенного по формуле (1.12), удовлетворяют усло-
вию Re(𝑐− 𝑏) > 0, 𝑏 /∈ Z, а переменные лежат в бикруге (1.1), т.е. (𝑧1, 𝑧2) ∈ U2.

(i) Справедлива формула суммирования

𝐺(𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2 ) =

𝑚−1∑︁
𝑘1,𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

(𝑎1)𝑘1
(𝑎2)𝑘2

𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 + ℛ(𝑚)
𝐺 , (3.5)

где для остаточного члена ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) имеет место интегральное представление

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑎1, 𝑎2; 𝑏, 𝑐; 𝑧1, 𝑧2) =

= − Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1

2𝑖 sin(π𝑏)

(︃
𝑧𝑚1

(𝑎1)𝑚(−1)𝑚

𝑚!

∮︁
(−𝑡)𝑚−𝑐(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧2/𝑡)𝑎2
ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚)𝑑𝑡+

+ 𝑧𝑚2
(𝑎2)𝑚(−1)𝑚

𝑚!

∮︁
(−𝑡)𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧1/𝑡)𝑎1
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑡−

− (𝑧1𝑧2)𝑚
(𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚

(𝑚!)2

∮︁
(−𝑡)𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1ℐ

(︁𝑧1
𝑡
, 𝑎1,𝑚

)︁
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚) 𝑑𝑡

)︃
;

(3.6)

здесь функция ℐ определяется равенством (2.8), а интегралы берутся по контуру {𝑡 ∈ C2 : |𝑡| = 1, | arg(−𝑡)| < π}.

(ii) Для остаточного члена ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) справедливы следующие асимптотики при 𝑚 → ∞.

1) Если |𝑧1| < |𝑧2|, то

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎2)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚2
(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐷1𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (3.7)

где коэффициент 𝐷1 определяется по формуле

𝐷1 = (𝑐− 𝑏)

(︂
(1 − 𝑏) + (𝑎1 − 1 + 𝑏)𝑧1 + (𝑏− 2)𝑧2 + (−𝑎1 + 2 − 𝑏)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
+

(𝑎2 − 1)𝑧2
1 − 𝑧2

. (3.8)

2) Если |𝑧2| < |𝑧1|, то

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(1 − 𝑏)

Γ(1 − 𝑐)

(𝑎1)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚1
(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)𝑎2

(︁
1 + 𝐷2𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, (3.9)

где коэффициент 𝐷2 имеет вид

𝐷2 = (𝑐− 𝑏)

(︂
𝑐 + (𝑎2 − 𝑐)𝑧2 − (𝑐 + 1)𝑧1 + (−𝑎2 + 1 + 𝑐)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
+

(𝑎1 − 1)𝑧1
1 − 𝑧1

. (3.10)

3) Если |𝑧1| = |𝑧2|, то остаточный член ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) является суммой правых частей равенств (3.7) и (3.9).

Отметим, что учитывая равенство (1.15), утверждение теоремы очевидным образом может быть переформу-
лировано для ряда Горна 𝐺2.
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3.2. Доказательство теоремы 3

3.2.1. Интегральное представление для остатка суммирования ℛ(𝑚)
𝐺 . Нетрудно убедиться в том, что остаток

суммирования ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) в формуле (3.1) можно записать в виде

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = ℛ(𝑚,0)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2) + ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) −ℛ(𝑚,𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2), (3.11)

где введены обозначения

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=𝑚

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

(𝑎1)𝑘1(𝑎2)𝑘2

𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (3.12)

ℛ(𝑚,0)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1=𝑚

∞∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

(𝑎1)𝑘1
(𝑎2)𝑘2

𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 , (3.13)

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1=𝑚

∞∑︁
𝑘2=𝑚

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

(𝑎1)𝑘1
(𝑎2)𝑘2

𝑘1!𝑘2!
𝑧𝑘1
1 𝑧𝑘2

2 . (3.14)

Здесь, напомним, символ Похгаммера (𝑏)𝑛 при отрицательных 𝑛 определяем по формуле (1.3) или (1.13). Ис-

пользуя те же приемы, что и в п. 2.2, получаем следующие интегральные выражения дляℛ(0,𝑚)
𝐺 ,ℛ(𝑚,0)

𝐺 иℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 :

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑚+1

2𝑖 sin(π𝑏)

𝑧𝑚2 (𝑎2)𝑚
𝑚!

∮︁
(−𝑡)𝑏+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧1/𝑡)𝑎1
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑡, (3.15)

ℛ(𝑚,0)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑚+1

2𝑖 sin(π𝑏)

𝑧𝑚1 (𝑎1)𝑚
𝑚!

∮︁
(−𝑡)𝑚−𝑐(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1 − 𝑧2/𝑡)𝑎2
ℐ(𝑧1𝑡, 𝑎1,𝑚)𝑑𝑡, (3.16)

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = − Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1

2𝑖 sin(π𝑏)

(𝑧1𝑧2)𝑚(𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚
(𝑚!)2

×

×
∮︁

(−𝑡)𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1ℐ
(︁𝑧1
𝑡
, 𝑎1,𝑚

)︁
ℐ(𝑧2𝑡, 𝑎2,𝑚) 𝑑𝑡,

(3.17)

где интегралы берутся по контуру {𝑡 ∈ C2 : |𝑡| = 1, | arg(−𝑡)| < π}. Складывая (3.15)–(3.17), получаем инте-
гральное представление (3.6).

3.2.2. Асимптотика функций ℛ(0,𝑚)
𝐺 и ℛ(𝑚,0)

𝐺 . Заменяя индекс 𝑘2 → 𝑘2 + 𝑚 и используя тождества (2.21),

получаем для функции ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) следующее выражение:

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

(𝑎2)𝑚
𝑚!

𝑧𝑚2

∞∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1+𝑚

(𝑐)𝑘2−𝑘1+𝑚

(𝑎1)𝑘1

𝑘1!
𝑧𝑘1
1

(𝑎2 + 𝑚)𝑘2

(1 + 𝑚)𝑘2

𝑧𝑘2
2 . (3.18)

Записывая символы Похгаммера, которые фигурируют в коэффициентах (3.18), через гамма-функции и ис-
пользуя контурный интеграл (1.17) для бета-функции, находим

(𝑏)𝑘2−𝑘1+𝑚

(𝑐)𝑘2−𝑘1+𝑚
=

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

Γ(𝑏 + 𝑘2 − 𝑘1 + 𝑚)

Γ(𝑐 + 𝑘2 − 𝑘1 + 𝑚)
=

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)
B(𝑏 + 𝑘2 − 𝑘1 + 𝑚, 𝑐− 𝑏) =

=
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑘2−𝑘1+𝑚+1

2𝑖 sin(π𝑏)

∫︁ (0+)

1

(−𝑡)𝑏+𝑘2−𝑘1+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡,

(3.19)

где | arg(−𝑡)| ≤ π, и Re(𝑐− 𝑏) > 0, 𝑏 /∈ Z.
Получим асимптотику интеграла в (3.19) при 𝑚 → ∞. Для этого запишем его в виде∫︁ (0+)

1

(−𝑡)𝑏+𝑘2−𝑘1+𝑚−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡 = (−1)𝑚
∫︁ (0+)

1

𝑒𝑚 ln 𝑡(−𝑡)𝑏+𝑘2−𝑘1−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡. (3.20)

Так как ln 𝑡 < 0, 𝑡 ∈ (0, 1), и этот логарифм достигает максимума в точке 𝑡 = 1, то при 𝑚 → ∞ вклад точек
интегрирования, лежащих вне некоторой окрестности 𝑡 = 1, в интеграл является экспоненциально малым.
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Точнее говоря, выполняя оценку интеграла и подставляя ее в (3.20) и (3.19), а затем результат — в (3.18), можно
показать, что справедливо равенство

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

∫︁ 1

1−ε
𝑟𝑏+𝑚−1(1 − 𝑟)𝑐−𝑏−1×

×
∞∑︁

𝑘1=0

(𝑎1)𝑘1(𝑧1/𝑟)𝑘1

𝑘1!

(︁ ∞∑︁
𝑘2=0

(𝑎2 + 𝑚)𝑘2(𝑧2𝑟)𝑘2

(1 + 𝑚)𝑘2

)︁
𝑑𝑟
(︁

1 + 𝑂
(︀
𝑚−𝑘

)︀)︁
∀𝑘, 𝑚 → ∞,

(3.21)

где число ε выбрано таким, что |𝑧𝑗 | < |1 − ε|, 𝑗 = 1, 2. Используя формулу Эйлера (1.18) для преобразова-
ния ряда в интеграл и учитывая (2.22), получаем следующее асимптотическое интегральное представление для
ℛ(0,𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2):

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

∫︁ 1

1−ε
𝑟𝑏+𝑚−1(1 − 𝑟)𝑐−𝑏−1

(︁
1 − 𝑧1

𝑟

)︁−𝑎1

×

× ℐ(𝑧2𝑟, 𝑎2,𝑚)𝑑𝑟
(︁

1 + 𝑂
(︀
𝑚−𝑘

)︀)︁
∀𝑘, 𝑚 → ∞,

(3.22)

где | arg(1 − 𝑧1/𝑟)| < π, а функция ℐ определена равенством (2.8).
Подставляя полученную в п. 2.2 асимптотику (2.27) интеграла ℐ в (3.22), получаем следующее выражение

для ℛ(0,𝑚)
𝐺 :

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

×

×
∫︁ 1

1−ε
𝑟𝑏+𝑚−1(1 − 𝑟)𝑐−𝑏−1 1

(1 − 𝑧1/𝑟)𝑎1

1

1 − 𝑧2𝑟

(︁
1 +

(𝑎2 − 1)𝑧2𝑟

1 − 𝑧2𝑟
𝑚−1 + 𝑂

(︀
𝑚−2

)︀)︁
𝑑𝑟.

(3.23)

Раскроем квадратные скобки в (3.23) и очевидным образом введем обозначения 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, для получивших-
ся интегралов:

ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

[︀
𝐼1(𝑧1, 𝑧2) + 𝐼2(𝑧1, 𝑧2) + 𝐼3(𝑧1, 𝑧2)

]︀
. (3.24)

Выполняя в 𝐼1(𝑧1, 𝑧2) замену переменного 𝑟 = 1 − 𝑥 и применяя к полученному интегралу теорему 1, находим

𝐼1(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐− 𝑏)

𝑚𝑐−𝑏

1

(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐸1𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, 𝑚 → ∞, (3.25)

где коэффициент 𝐸1 имеет вид

𝐸1 := (𝑐− 𝑏)

(︂
(1 − 𝑏) + (𝑎1 − 1 + 𝑏)𝑧1 + (𝑏− 2)𝑧2 + (−𝑎1 + 2 − 𝑏)𝑧1𝑧2

(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)
− 𝑐− 𝑏 + 1

2

)︂
.

Аналогично получаем асимптотику интеграла 𝐼2(𝑧1, 𝑧2):

𝐼2(𝑧1, 𝑧2) =
Γ(𝑐− 𝑏)

𝑚𝑐−𝑏+1

(𝑎2 − 1)𝑧2
(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)2

(︁
1 + 𝑂

(︀
𝑚−1

)︀)︁
, 𝑚 → ∞. (3.26)

Третий интеграл имеет порядок 𝐼3(𝑧1, 𝑧2) = 𝑂(𝑚−2). Складывая полученные асимптотики для 𝐼𝑗 и подставляя
в (3.24), получаем следующее утверждение.

Утверждение 2. Пусть параметры ряда Горна (1.12) таковы, что Re(𝑐 − 𝑏) > 0 и 𝑏 /∈ Z. Тогда для функции

ℛ(0,𝑚)
𝐺 , определенной по формуле (3.12), справедливо следующее асимптотическое соотношение:

ℛ(0,𝑚)
𝐺 =

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)

(𝑎2)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚2
(1 − 𝑧1)𝑎1(1 − 𝑧2)

(︁
1 + 𝐷1𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, 𝑚 → ∞, (3.27)

где коэффициент 𝐷1 определяется по формуле (3.8).

Нетрудно увидеть, что функция ℛ(𝑚,0)
𝐺 получается из ℛ(0,𝑚)

𝐺 с помощью следующих замен переменных и
параметров:

𝑏 → (1 − 𝑐), 𝑐 → (1 − 𝑏), 𝑎1 ↔ 𝑎2, 𝑘1 ↔ 𝑘2, 𝑧1 ↔ 𝑧2.

Тогда, используя (3.27), приходим к утверждению, позволяющему оценить ℛ(𝑚,0)
𝐺 .
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Утверждение 3. Пусть параметры ряда Горна (1.12) таковы, что Re(𝑐 − 𝑏) > 0 и 𝑏 /∈ Z. Тогда для функции

ℛ(𝑚,0)
𝐺 , определенной по формуле (3.13), справедливо следующее асимптотическое равенство:

ℛ(𝑚,0)
𝐺 =

Γ(1 − 𝑏)

Γ(1 − 𝑐)

(𝑎1)𝑚
𝑚𝑐−𝑏𝑚!

𝑧𝑚1
(1 − 𝑧1)(1 − 𝑧2)𝑎2

(︁
1 + 𝐷2𝑚

−1 + 𝑂
(︀
𝑚−2

)︀)︁
, 𝑚 → ∞, (3.28)

где коэффициент 𝐷2 определяется по формуле (3.10).

3.2.3. Асимптотика ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 , при 𝑚 → ∞. Перепишем функцию ℛ(𝑚,𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2), определяемую равенством
(3.14), в виде

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

(𝑎1)𝑚
𝑚!

𝑧𝑚1
(𝑎2)𝑚
𝑚!

𝑧𝑚2

∞∑︁
𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

(𝑎1 + 𝑚)𝑘1

(1 + 𝑚)𝑘1

𝑧𝑘1
1

(𝑎2 + 𝑚)𝑘2

(1 + 𝑚)𝑘2

𝑧𝑘2
2 , (3.29)

и представим отношение (𝑏)𝑘2−𝑘1/(𝑐)𝑘2−𝑘1 в виде интеграла следующим образом:

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

=
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑘1−𝑘2+1

2𝑖 sin(π𝑏)

∫︁ (0+)

1

(−𝑡)𝑏+𝑘2−𝑘1−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡 =

=
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑘1−𝑘2+1

2𝑖 sin(π𝑏)

∮︁
(−𝑡)𝑏+𝑘2−𝑘1−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1𝑑𝑡,

(3.30)

где
∮︀

— интеграл, взятый по контуру {𝑡 ∈ C2 : |𝑡| = 1, | arg(−𝑡)| < π}, а параметры удовлетворяют ограничениям
Re(𝑐−𝑏) > 0 и 𝑏 /∈ Z. Выполняя замену переменного−𝑡 = 𝑒𝑖ϕ во втором интеграле (3.30), перепишем отношение
(𝑏)𝑘2−𝑘1

/(𝑐)𝑘2−𝑘1
в виде

(𝑏)𝑘2−𝑘1

(𝑐)𝑘2−𝑘1

=
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑘1−𝑘2+1

2 sin(π𝑏)

∫︁ π

−π
𝑒𝑖ϕ𝑏𝑒𝑖ϕ(𝑘2−𝑘1)(1 + 𝑒𝑖ϕ)𝑐−𝑏−1𝑑ϕ. (3.31)

Подставляя (3.31) в (3.29), получаем

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) =

∞∑︁
𝑘1,𝑘2=0

Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(−1)𝑘1−𝑘2+1

2 sin(π𝑏)

(𝑎1)𝑚𝑧𝑚1
𝑚!

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

×

×
∫︁ π

−π
𝑒𝑖ϕ𝑏𝑒𝑖ϕ(𝑘2−𝑘1)(1 + 𝑒𝑖ϕ)𝑐−𝑏−1 (𝑎1 + 𝑚)𝑘1

𝑧𝑘1
1

(1 + 𝑚)𝑘1

(𝑎2 + 𝑚)𝑘2
𝑧𝑘2
2

(1 + 𝑚)𝑘2

𝑑ϕ,

а меняя здесь порядок суммирования и интегрирования, находим

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = − Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1

2 sin(π𝑏)

(𝑎1)𝑚𝑧𝑚1
𝑚!

(𝑎2)𝑚𝑧𝑚2
𝑚!

×

×
∫︁ π

−π
𝑒𝑖ϕ𝑏(1 + 𝑒𝑖ϕ)𝑐−𝑏−1

∞∑︁
𝑘1=0

(𝑎1 + 𝑚)𝑘1

(1 + 𝑚)𝑘1

(︁
− 𝑧1
𝑒𝑖ϕ

)︁𝑘1
∞∑︁

𝑘2=0

(𝑎2 + 𝑚)𝑘2

(1 + 𝑚)𝑘2

(−𝑧2𝑒
𝑖ϕ)𝑘2𝑑ϕ.

(3.32)

Учитывая выражения (2.22) и (2.27), с помощью (3.32) получаем требуемую асимптотику для ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 , кото-

рую устанавливает следующее утверждение.

Утверждение 4. Пусть параметры ряда Горна (1.12) таковы, что Re(𝑐 − 𝑏) > 0 и 𝑏 /∈ Z. Тогда для функции

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 , определенной по формуле (3.14), справедливo асимптотическое равенство

ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = − Γ(𝑐)

2 sin(π𝑏)Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

(𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚
(𝑚!)2

(𝑧1𝑧2)𝑚×

×
∫︁ π

−π

𝑒𝑖ϕ𝑏(1 + 𝑒𝑖ϕ)𝑐−𝑏−1

(1 + 𝑧1𝑒−𝑖ϕ)(1 + 𝑧2𝑒𝑖ϕ)

[︂
1 +

(︂
(1 − 𝑎1)𝑧1𝑒

−𝑖ϕ

1 + 𝑧1𝑒−𝑖ϕ
+

(1 − 𝑎2)𝑧2𝑒
𝑖ϕ

1 + 𝑧2𝑒𝑖ϕ

)︂
𝑚−1 + 𝑂

(︀
𝑚−2

)︀]︂
𝑑ϕ.

(3.33)

Можно получить несколько менее точную, но проще реализуемую оценку дляℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 следующим способом.

Оценим модуль интеграла, входящего в (3.33), с помощью соотношений

|𝐼| =

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ π

−π

𝑒𝑖ϕ𝑏(1 + 𝑒𝑖ϕ)𝑐−𝑏−1

(1 + 𝑧1𝑒−𝑖ϕ)(1 + 𝑧2𝑒𝑖ϕ)
𝑑ϕ

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 1

(1 − |𝑧1|)(1 − |𝑧2|)

√
π2Re(𝑐−𝑏)

(︀
1 + 𝑒

π
2 |Im(𝑐+𝑏−1)|)︀

Re(𝑐− 𝑏− 1)

Γ
(︁

Re(𝑐−𝑏)
2

)︁
Γ
(︁

Re(𝑐−𝑏−1)
2

)︁ .
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Тогда имеет место оценка

|ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 | ≤ 𝑧𝑚1 𝑧𝑚2

(1 − |𝑧1|)(1 − |𝑧2|)
(𝑎1)𝑚(𝑎2)𝑚

(𝑚!)2
𝐷3(𝑏, 𝑐), (3.34)

где коэффициент 𝐷3(𝑏, 𝑐) определен равенством

𝐷3(𝑏, 𝑐) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

2Re(𝑐−𝑏−1)
√
π

sin(π𝑏)Re(𝑐− 𝑏− 1)

(︁
1 + 𝑒

π
2 |Im(𝑐+𝑏−1)|

)︁ Γ
(︁

Re(𝑐−𝑏)
2

)︁
Γ
(︁

Re(𝑐−𝑏−1)
2

)︁ .
3.2.4. Сравнение величинℛ(𝑚,0)

𝐺 ,ℛ(0,𝑚)
𝐺 иℛ(𝑚,𝑚)

𝐺 при𝑚 → ∞. Как и в пп. 2.2 вспомним, что согласно формуле
Стирлинга [11] асимптотики величин (𝑎𝑗)𝑚/𝑚! имеют степенной по𝑚 характер при𝑚 → ∞. Поэтому, согласно

формуле (3.11), суммируя выражения (3.27), (3.28) и (3.34) для ℛ(0,𝑚)
𝐺 , ℛ(𝑚,0)

𝐺 и ℛ(𝑚,𝑚)
𝐺 , получаем:

если {|𝑧1| < |𝑧2| < 1}, то

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = ℛ(0,𝑚)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧2|𝑚), 𝑚 → ∞; (3.35)

а если {|𝑧2| < |𝑧1| < 1}, то

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = ℛ(𝑚,0)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧1|𝑚), 𝑚 → ∞. (3.36)

Если же |𝑧1| = |𝑧2| < 1, то

ℛ(𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) = ℛ(𝑚,0)

𝐺 (𝑧1, 𝑧2) + ℛ(0,𝑚)
𝐺 (𝑧1, 𝑧2) + 𝑂(|𝑧1|2𝑚), 𝑚 → ∞. (3.37)

Учитывая формулы (3.35)–(3.37), а также (3.27)–(3.33), убеждаемся в справедливости утверждений (ii) теоре-
мы 3, в том числе, асимптотик (3.7) и (3.9).

Теорема 3 доказана.
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Abstract. Integral representations and asymptotic estimates for remainder terms arising in the summation
of the Appel hypergeometric 𝐹1 series and its related series 𝐺2, indicated in the Horn list of hypergeometric
series of two variables, are constructed. The formulas found have an application to the development of
algorithms for calculating the𝐹1 function using formulas of analytical continuation into the entireC2 space.
The results can be applied in problems of mathematical physics and computational theory of function,
including the construction of a conformal mapping of complex polygons based on the Schwarz–Christoffel
integral.

Keywords: Appel and Horn hypergeometric functions, formulas of analytical continuation, effective
calculation of hypergeometric functions.
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